2.2 Integrales de linea. De campos escalares.

Una funcién vectorial era ¢ : [a,b] = R", c(t) =(x1 (1), ..., Xa (1)),
cuya gréfica es una curva C en R"y era ¢'(f) = (x{ (1), ..., x;(1))
el vector tangente a la curva. Llamaremos a ¢ también trayectoria
o camino en R". Es ¢ € C' si es continua y ¢’ existe y es continua
Vte(a,b) yes C' atrozossi C es continua y se puede dividir [a, b]
en un nimero finito de subintervalos siendo C' en cada uno.

Ej1. c:[0, Z] - R? con ¢(t)=(2cost,2sent) es trayectoria C'
pues ¢’ (t)=(-2sent,2cost) existe Vi€ (0,%).
c.:[0,2] = R2 con ¢, ()= (t,V4—12), e/ () = (1,-t(4—12)71/2)
es otro camino C', que describe esa misma curva (en sentido opuesto).
Se dice que ¢ y c. son dos parametrizaciones de la misma curva C.

Hay dos tipos de integrales de linea: de campos escalares y de vectoriales. Comencemos con
las integrales de campos escalares a lo largo de curvas:

Sea ¢(t): [a,b] = R" camino C' ysea f un campo escalaren R” tal que fe(®)
es continua en [a,b] . La integral de f sobre ¢ (o alo largo de ¢) se define:

/fds/ (c(t)lle’ ()]l dt .

Si ¢ es C' atrozos o f(c(t)) continua a trozos, se se divide [a,b] en intervalos
sobre los que f(c(t))|| ¢’(t)|| sea continua y serd /c f ds la suma de las integrales.
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No dependen de la parametrizacién

Ej 1*. Si f(x,y)=xy? y ¢, c, son los de antes, las integrales a lo largo de los dos caminos son:

c’||=V4sen2t+4 cos?t =2, [ fds= 16costsen2tdt 16 sendt ”/2 =18
c O 3

= 2 _[240a_42 _2 2 3/2 _16
et =1+ ;55 = Nl f, fds= [ t(4-1) 4_{2 2(4-2)32]2= 18

No es casualidad que ambas integrales coincidan. Se prueba que:

Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces fc fds :fc_fds E/C fds. ‘

Teor

La integral de linea de una f escalar no depende de la parametrizacion, sélo de
la curva y es licita la notacién /C fds (integral de f sobre C) donde ¢ no aparece.

La raiz de la norma hace que el cdlculo de estas integrales sea complicado (salvo para curvas
sencillas) y no es raro que aparecezcan integrales no calculables. [Con los campos vectoriales
no ocurrird esto]. Ademds de las circunferencias, también suelen ser ficiles sobre segmentos:

Ej 2. Calculemos la integral de la f(x, y) =xy? ahora sobre el segmento que une (0,2) y (2,0) .
Podemos parametrizarlo utilizando que pertenece a la recta y=2—x:
c(x)=(x,2-x), x€[0,2]. [l [I=(1,-D)]|=V2 -
Jfds= /o V2x(2-x)2dx =V2 |22 - {x®+1x ] =3V2.
O también con la expresion para los segmentos que ya vimos en 1.1:
c.(t)=(0,2)+t(2,-2)=(2t,2-2t), t€[0,1] [doble velocidad].
lles (Hll=2v2 —>/ fds= 16(/0 t(1—t)2dt= 16\/7[——— —] 4\/7 2 [debe salir 1o mismo].
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Interpretaciones de estas integrales

Sea primero f=1.Si c(t) describe una particula, al ser ||c’(t)|| la velocidad escalar, dara
ds=||¢/(t) || dt la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo dt’ y por tanto:

L= fc ds = /a b |’ () ]| dt representa la longitud de la curva C definida por c. ‘

Veamos como queda la férmula para la grafica de una funcién y=f(x) y y=Ax)
en un intervalo [a, b]. Una parametrizacién clara es ¢(x) = (x, f(x)), '\"
x€[a,b].Y como ¢’(x)=(1,f(x)), lalongitud pasa a ser :

P [Férmula andloga para x=f(y) .
/ PO 1 dx. En general, integrales dificiles] .

Ej 3. Hallemos la longitud de la curva dada por la funcién vectorial ¢(t)= (21‘2, t3) , te[0,1].

y

¢ (1)=(41,3), L= [ (V16+92 dt = > (16491 %] =& ~206. |

O con otra parametrizacion distinta, usando que es y = (—)3/ 2,

( ()3/2) xe[0,2], L= ./0 1+9)()1/2dx_64(1+9)()3/2 21 :

representa para n=2 el drea de la valla de altura f (x y) en

por érea’ f(c(t)) ds:f(cit))||c’(t)|| dt. y U

Si f es cualquier campo con f(c(t)) >0 Vte [a,b] / fds :L FE(Ox(1)
cada (x,y) delacurva C, pues un ‘diferencial de valla’ tiene \
€(O=(x(0) (1) —7
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Mais ejemplos

Ej 4. Integremos f(x,y)=x—y sobre la curva C' a trozos c(t):{E?f;é;’ i{?;} .

Itegramos sobre cada segmento y sumamos el resultado.
Sobre el vertical, f(cq(t))=t=1, [lcj () [[=11(0,-D)[=1 —
_ _1_4__1
Je fas=Jy (t-1)dt=3-1=-3.

Sobre el otro, f(e2(t)) =t-1, [le; () [|=1, ey fds :/12(t—1) dt :% .

La integral total es, por tanto: /c fds :/::1 +ch = —% + % =0.

[El area de la valla positiva sobre el eje de las x se cancela
con el 4rea de la valla negativa sobre el eje de las y ].

Otro significado de las integrales de linea de campos escalares: si
si ¢(t) describe un alambre (en el plano o en el espacio) con una
densidad variable dada por p(x), la masa del alambre serd M= /C pds.

Un ejemplo de longitud y masa calculables exactamente en el espacio:
Ej 5. Sea el alambre en forma de hélice c(t) =(cost,sent,t), te[0,2nx],
y de densidad variable p(x,y,z) = x?+y?+2%.
Como ||¢’||=V2, su longitud es L :/OZHXFZ dt=27V2~89.

Su masa M= \r2f02”(coszt+sen2t+t2) dt=N2(2x+87%)~125.8.
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Integrales de linea de campos vectoriales

R7 de C' y sea f: R” — R" campo vectorial continuo sobre la

Sea c(t):[a,b] —
gréifica de c. Entonces la integral de linea del campo f alo largo de ¢ se define

[1-ds :/abf(c(t))-c’(t)dt.

Si f(c(t))-¢’(t) escontinua a trozos, se divide el intervalo y se suman la integrales
f((e(1))

T(1)

Sic'(t)y£0Vty T(t)= \C’(I)H es el vector tangente unitario:

Lt-ds=[7 [te) - T®]lIe ®ldt =/, t-Tds,
que se puede mirar como la integral del campo escalar f-T,

componente tangencial de f en la direccién de c. Por tanto:
f f-ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre ¢

Ej 6. Calculemos varias integrales del linea de f(x,y) = (x2, 2y+x) sobre distintos caminos
co(t)=(4%,4%), te[0,3], ea()=(1-t,1-1), te[0,1]

ci(H)=(t,1), te[0,1],
[describen la misma curva, la tercera en sentido contrario]. y
1
fotds=[' (280 (1, ) dt = [ (P+3ndt=1+3 = 1. /]
28
[ f-ds= /1/2(1614 1212) - (8t, 81) dt_16/01/2(815+6t3) dt=1, Ve \
1 1

f-ds = (1—[)2,3(1—t))~(—1,—1)dt: (—4+5t+t2) dt = -1 .
c3 0 0 ) 6

(t,0) . te[0,1] o 2 e
C4(t)={(1’t_1)’t€[1’2],f4f-ds -/ (tz,t)-(1,0)dt+f1 (2,2t-1)-(0,1) dt=1+2=1
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Mas ejemplos y dependencia del sentido de la curva

La integral parece depender sélo de la curva y del sentido en que se recorre. Incluso para
algunos campos no dependerd siquiera de la curva, s6lo del punto inicial y del punto final.

Ej 7. Hallemos la integrales para los mismos ck , pero ahora para el campo g(x,y) = (y, x—4y):

1 1

/c1g-ds:f0 (t,-3t)-(1,1)dt = — " 2tdt = -1,

ds=["?(4t2,—122)- (8t,8t) ot = — [/* 1663 it = —1

fr, 9-ds =% @2, -1262) - 8t 80 ot = - =1,
1 1 PR

fcsg-ds:f0 ((1=1),-83(1-1))-(-1,-1) ot :/0 2(1-t) dt = 1 [Gnica distinta].
1 2 2

fc4g~ds:f0 (0,1)-(1,0) dt + [, (t-1,5-41)- (0, 1) dt = [~ (5-4t) dt = —1.

Veamos qué sucede en general con las integrales de campos vectoriales al cambiar la
parametrizacion. Se prueba que no cambia el valor absoluto, pero si el signo:

Si ¢ y c, describen la misma curva C, entonces seglin ¢ y ¢, lo hagan
en el mismo sentido o en el opuesto se tiene, respectivamente:

Teor
/f—ds:/ f.ds. obien/f-ds:—/ f.ds.
[ Ci c Cux

[Eso nos pasaba en los ejemplos 6y 7 con ¢1, €2, €3 ].

Ej 8. Todo andlogo en R®. Si h(x,y,2)=(zx2,xy,y%) y e()=(t,£2,1), t€[0,1] es:

fih-ds= [ (2.8,8)-(1,2,0)dt = ) (P+2t*) dt = §+2 = 11
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Dos ejemplos mas

Como la integral de linea de un campo vectorial s6lo depende de la curva C y el sentido en
que se recorre (y la uno escalar s6lo de C), podemos elegir las ¢ mds sencillas para calcularlas.

Ej 10. Tiene sentido preciso hablar de la integral de f(x, y)=(y,0) alo largo
de la circunferencia unidad recorrida en sentido de las agujas del reloj.

[Las integrales sobre curvas cerradas suelen representarse de la forma f ]
Podemos elegir ¢(t) =(cost,—sent),t€[0,2x] (o [-x, 7], 0..),
fcf -ds :fozn(— sent,0)-(—sent,—cost) dt = %/ozn (1—cos2t)dt =rx.
Cualquier parametrizacion que proporcionase el mismo sentido nos darfa a lo mismo.
[En cartesianas habria dos caminos: (x,V1-x2),xe[-1,1] y (x,-V1-x2),x€[1,-1]].
Ej 11. Calculemos la integral de linea del campo g(x, y,z) =(z,¢’, xy) desde (1,0,0) hasta
(1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.
Hay muchas formas de parametrizar un segmento en el espacio. Para este,
con x=1 constante, una ¢ salta a la vista: c(t)=(1,2t,3t), te[0,1].
Esta misma parametrizacion es la que nos darfa la expresion dada en 1.1:
c(t)=p+(q-p)t, te[0,1] [si t=0 estamosen p ysi t=1 en q].
Del dibujo de la derecha sale una distinta: ¢, (y)=(1 ,y,%y) ,yelo,2].
Calculemos ya la integral pedida con ambas parametrizaciones (debe salir lo mismo):

fog-ds=['(3t¢%,20)(0,2,3)dt = [ (2¢%+61) ot = 2+ 2.
fc*g-ds:/oz(%y,ef",y)-(o,t%)dy:fo2 (&+3y)dy =e?+2.
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Integrales de gradientes

Generalizamos la sencilla férmula de R: fa b g (x)dx =g(b) —g(a) .

Sea U:R"—R un campo escalar C'y c:[a,b] = R" camino C' a trozos.
Entonces: fc VU-ds = U(ce(b)) - U(c(a)).

Teor

Si ¢ eC' (si no, dividimos), /ab VU (c(t))- ¢ (t) dt =/:(Uo c)’(t) dt = U(c(b))-U(c(a)).

Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del camino, sélo b
del punto inicial y final. Si vemos que un campo es un gradiente, la integral es

muy sencilla. Cuando c(a) = c¢(b), ¢ define una curva cerradae fc VU-ds=0:

la integral de linea de un gradiente sobre cualquier curva cerradaes 0. a

Si un campo vectorial f es gradiente de alguna funciéon U, a U se le llama
funcién potencial para f,y el campo f se dice conservativo.

(Como saber si f es conservativo? Condiciones necesarias sencillas para n=2 y n=3 son:

Si f(x,y)=(f(x.y),g(x,y)) de C' es conservativo = f, =gy .

Teor Si f(x,y,2)=(f(x,y.2),g(x.y,2), h(x.y,z)) de C' es conservativo = rotf=0.

Si (f,g) = (Ux,Uy)=VU, con UeC?, debe ser f, =gy, pues, como sabemos, Uy, =Ujy .
Y lo mismo para n=3. Ya vimos en 1.2 que el rotacional de un gradiente siempre era 0.

Pidiendo muy poco més las implicaciones opuestas se cumplen (aunque es dificil de demostrar):

Teor ’ Si f es C' en todo R? [R3] y fy=9gx [rotf = 0] = f es conservativo.
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Ejemplos sobre campos conservativos

Cuando f es conservativo, muchas veces es sencillo hallar una U tal que VU= f como aqui:

Ej 12. Sea f(x, y) = (y?, 2xy) . Hallemos la integral entre (0, 0) y (1, 1) sobre diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x2, c) la circunferencia x%+y2=2x .

Posibles parametrizaciones: a) ca=(t,t), b) ep=(t, %), c) cc=(t,V2t—12), con te[0,1].
Las integrales en cada caso son, respectivamente: y

NG 2t?)-(1 Jadt= [ 3at=1, ['(t420)-(1,20) ct= [} 5t*cit=1,
/0(2t—t 2tV21-2).- ( F)dt ' 4t-3) dt=1.

(2xy) y feC’ existe potencial U.Y es ficil en este caso hallarlo:

Como 5 9 (y2)=2y=

x

Si Uy=y?, debe ser U= xy?+p(y) para alguna funcién p s
Si Uy, =2xy, debe ser U= xy®+q(x) para alguna funcién q = Uxy)=x*.
Por tanto, las parametrizaciones y célculos de integrales anteriores han sido inditiles, puesto
que la integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1)-U(0,0)=1-0=1.

[El campo (y,0) del ejemplo 10 no era conservativo. No podia serlo desde que vimos que
su integral sobre un camino cerrado era no nula. Pero también lo asegura f, =1#0=gy ]

Ej 13. Integremos f(x,y)= alo largo de x?+y2=1 en sentido antihorario.

X
(Xzﬂ,z’ 2+y2) o
Si c(t)=(cost,sent),te[0,2n], fc f-ds=)"" (-s,0)-(-s,c)dt =

No hay ningtin potencial C' que contenga la curva, aunque fy=gx= =

y
(X2+y2)2 .
Ademds de coincidir sus derivadas, las f y g han de ser c'.
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Ejemplo con campo conservativo en el espacio

Ej 14. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(4x,3z—2y,3y) desde
(1,0,0) hasta (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

En el ejemplo 11 ya parametrizamos el segmento y podemos hallar la integral directamente:
e()=(1,2,30), te[0,1] — [ f-ds=['(1,561t)-(0,2,3)dt = [ 28tdt = 14.
i i k
dox vy 0)oz
4x 3z-2y 3y

Pero para este campo es rotf = =(3-3)i+(0-0)j+ (0-0)k=0.

y ademis f es C! en R3. Existe, por tanto, una funcién potencial U(x, y,z) para el campo f.
Ug=4x — U=2x2+p(y,2)
Debe ser Uy=3z-2y — U=3yz—y?+q(x,2) , U=2x2+3yz—y? =

Uz=38y = Us8z+1(6y) [ ¢ ds=U(1,2,8)-U(1,0,0)=16-2 = 14.
Este es el valor de la integral sobre cualquier camino que una los puntos, por complicado que

sea. Por ejemplo, hallemos la integral a lo largo de ¢*(t) = (e"’z, 23, 3t2) , te[0,1]:
/ f-ds= fo‘ (4et= or2—a® 6%) - ((1-2t) e, 612, 6t) ot
-
= [ (2(2-4t) €272 190t ~241%) ot = 2% 2 + 1815~ 4t°] | = 14.

[El campo g del ejemplo 11 no era conservativo, por ser rotg=(x, 1—y,0) #0,
y era necesario utilizar la definicién para calcular la integral pedidal.
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Teorema de Green (relaciona una integral doble y una de linea)

inyectiva. Si ademds es c(a) = c(b), se llama curva cerrada simple. urva o

simple

Una curva simple serd la imagen de una c: [a, b] — R2, C' atrozos e @Q curya simple
Ci
Una curva de estas puede recorrerse en dos sentidos opuestos; para 3

indicar que se recorre en sentido antihorario indicaremos ﬁ ourva ¢ L}‘)elgadﬂ

Teorema de Green:

Sea D cR? limitado por D curva cerrada simple y el campo f = (f,g) e C'(D) .
Entonces //D [gx—fy ldxdy = fan -ds.

[Obsérvese que si f es conservativo, el teorema de Green dice 0= f f-ds como debia ser]‘

Ej 10*. Hallemos, usando Green, el valor 7 de la integral de f(x,y)=(y,0)
sobre la circunferencia unidad calculado ya en el ejemplo 10.
Como el sentido es el opuesto al que pide Greeny gx—f, =—1 es: ¢

$opt-ds=—[[, (1) dxdy =[], dxdy=dreade D=m12=7.
Ej 15. Comprobémoslo ahora para f(x, y)=(y, 2x) en la regi6én acotada por y=—x2 e y=—1.

gx—Tfy=1 (luego /fD medird el drea de la region y debe ser positiva). —1

2
La integral doble: ffD [gx—fy ] dx dy :f_11f_1x dydx:f_11 (1-x3) dx:% . o N\

La frontera D estd formada por dos curvas: _
€10 =(x,~x?) , xe[1,-1], () =(x-1). xe[-1,1] — e
75 fds = [ (=x2,20)- (1,-20) dx+ [ (-1,20)- (1,0 dx = [ 5x2ax - [ dx = &
oD
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Otro ejemplo de Green y teorema de la divergencia

Ej 16. Si f(x,y)=(c*seny, e®cosy) y D=[0,2]x[0,%] hallemos ¢, f-ds.
La AD la forman ahora 4 curvas (segmentos sencillos) distintas:
/02 0dt +/oﬂ/2 e* costdt _[02 el at —/0”/2 costdt

= 64[—sent]g/2—[e’]§— [sent]g/2 =et-e?.

i
w2

0,0 @0

A -
1 Z - 2 *
Utilizando Green es bastante ms corto: gx—f, = 2e® cosy—e* cosy, “0

fon/zfoz(Zez"— e¥) cosy dx dy = [seny]g/2 [e2- ex]§: et-e?.

Del teorema de Green se deduce el teorema de la divergencia en el plano:

Sean D c R? limitado por D curva cerrada simple, f : D — R® campo vectorial C',

y n el vector normal unitario exterior a dD . Entonces // divfdxdy = }1{ f-nds.
D aD

Ej 18. Comprobemos este teorema para f(x, y)=(7,y?—1) en el semicirculo r <3, 0<@ <7:
divi=2y, [, 2yaxdy = [ 22 sen 9 drd6 = 36.
_ _ 2\ o [3 gy —
Para Cy, c(x)_(X,O),Xe[—3,3],n_(0,—1),/c1(1—y ) ds= [, dx=6.
Para C,, c(t)=(3cost,3sent),te[0,x], ||c’(t)]|=3.
T
Como n=(cost,sent), /cg f-n ds:3fO (7 cost+9sen3t—sen t)dt:SO.
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Problemas para la pizarra

14. Hallar fc fds parala f(x,y,z)=x+z ylacurva c(t)=(t,t2, §t3), te[o0,1].

17. Sea el campo vectorial f(x,y,z)= (xy,x,—yz). Hallar divf y rotf. Calcular la
integral de linea de f a lo largo del camino c(t)=(cost,sent,1), te[0,x] yla
longitud de la curva descrita por c(t).

20. Sea f(x,y)=(y+3x2,x) . a] Calcular divf. ;Deriva f de un potencial?
b] Determinar el valor de la integral de linea de T desde (1,0) hasta (~1,0) alo
largo de la semicircunferencia x2+y2=1,y>0. ¢]Si D es el semicirculo dado por
x2+y? <1, y>0, hallar el valor de la integral doble //D divf.

21. Sea f(x,y)=xy . a] Dibujar las curvas f(x,y)=0 y 1. Hallar Vf(-1,1) yun u
unitario tal que Dyf(—1,1)=1. b] Si D es el cuadrante x2+y2 <1, x,y >0, calcular
ffD f en cartesianas y polares. ¢] Hallar la integral de linea de g(x.y) = (2xy, x?) entre
(—1,0) y (1,1) siguiendo el segmento que los une.

22. Sea g(x,y,z)=ye® 2. a] Hallar Vg(1,—1,2) y escribir un u unitario para el
que Dyg(1,—1,2)=0. b] Calcular fffvg,con V limitado por los planos x=0, x=1,
y=0, y=2, z=0 y z=2-x. c] Hallar el valor de la integral de linea de i) g, ii) Vg
desde (0, 0, 0) hasta (1,2, 2) sobre el segmento que une los puntos.
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Mas problemas para la pizarra

23Gi2n. Sea g(x,y,z)=(3x?~y?, —2xy, —xz) . a) Hallar divg y rotg.
b) Dibujar el sélido V acotado por x=0, x=1, z=0, z=1 —y2 , y hallar f/v divg.
c) Calcular la integral de linea fc g-ds, para c(t)=(1,t,1 —t2) , te[0,1].

25. Sea f(x,y,z)=(22,2y, cxz), ¢ constante. Hallar divf y rotf, precisar para qué
valor de ¢ deriva f de un potencial U y calcularlo. Para este ¢, ;cudnto vale la
integral de linea de f entre (0,0,0) y (1,0,1) sobre el segmento que une los puntos?
(Cudnto vale la integral para cualquier ¢ ?

27. Comprobar el teorema de Green // [gx—fyl dxdy = f f-ds para:
D oD

f(x,y)= (y2,2x) y D regién encerrada entre la pardbola x=4-y? ylarecta y=x—2.

29. Sea D el semicirculo dado por x°+y2 <9, x>0. a] Calcular .//DX dxdy en
polares y cartesianas. b] Si f(x,y)=(—xy,y): i) (Es f conservativo? ii) Hallar divf.
iii) Hallar el valor de ¢ sp1-ds.
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Soluciones primeros problemas

f(x,y,z)=x+z, 211
W (e, 2, C=(1.26.20), /cfds /(t+ ) (1+22) ot =} (1+22)°| = 22
f(x.y.z)=(xy, x,~yz) .

i ok
. ivi= -y=0. f=
c(t)=(cost,sent,1). divi=y+0-y=0. rot

_ [no deriva de
Ox ay 0 —(_230’1_)() un potencial].
Xy X -yz

3
/f ds = [ (cs,c,~s)-(=s,¢,0) dt = [[" (cos’t— sen’t cost) dt = F+ 52— | F= 7

5 -
(es media
circunferencia).

20. f(x,y)=(y+3x2,x). a] divf=6x+0= . gx=1=f, y feC" — deriva de un potencial
b] Para dar el valor de la integral de linea podemos calcular el potencial
— 2 _ 3
ZX :i+3X—>—L)/—UX;)2/:7-E(X)+p(y) — U=xy+x%,
y= = _
L fds=U(-1,00-U(1,00=[-2].

O podemos parametrizar la curva: ¢(t)=(cost,sent)

Como ||¢’||=Vsen2t+cos?t+0 =1, la longitud de la curva es L= /0 1dt=n

,te[0, ] — -1

f-ds (s+3 —s,c) dt = [ [c?—s?—3c?s| dt=|1 sen 2t+cos®t|] =[-2].
f 5= / s+3c2,¢)-(-s,c) fo [ccosést c2s] [ £ sen 2t+cos ]0
O, como no depende del camino, hallar la integral sobre ¢, (x) = (x, 0) xe[1,-1]

f f-ds= / (3x2,x)-(1,0) dx= f 3x2 dx = [xs] =[-2].
Vi® 3/271 [Debi: 1
c / / 6Xdde /1 Gxiﬂd)(:_ (1 —X2) ]_1:@ ebia anularse por ser

_ * 6x impary D simétrico].

0// 6xdxdy:/010dx:@ o j()’f/;6r2costrdH:2/0”cosé)d0:@.
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Soluciones segundos problemas

21. |f(x,y)=x%y| a] f=0 - x=0 0 y=0; f=1—> y=—

Vi(x,y)=(2xy,x3). Vf(~=1,1)=(-2,1). u=j lo cumple.

vf
b] //Df /0f01 e )(Zydyd)(—zf(J (1-x2) dx= & iy
R ey acay=3 fly(1-2) Py =-L (1)) 0 ] T
Polares: ffo:fon/sz]rr3cosze sen Hdrdé):[%rs] [ %cos H]H/z 15 %:11—5

¢] Como g=Vf, para hallar la integral de linea basta calcular f(1,1)-f(-1,0)=1-0=1.
Peor: ()= (t,31), te[-1,1] — [g-ds=[ (t+22)-(1,1) dt = [ (t+312) ot =0+1.

1,-1,2
2. g0y, 2) =y @2, al Va=(2ye, o2 —yer2) "5 [(2.1,1)].

D(ab.c9(1.-1,2)=Vg(1,~1,2) - (a,b,c) =btc-2a. (1.1.1) = u=(F. . F) T,
N _ b] En [0 1] [0,2] estd z=2—x encima de z=0 (innecesario dibujo).

=2y \ e // ye?~Z dzdxdy = fydy/ e —e¥- 2]dx e? 23e+ 2

3e2°

/ c] i) c(t)=(t,2t,2t) (saltaalavista). C (t)=(1,2, 2). ||C (t)]=3
y
| g fog-ds=[g(e) llc’(t)llat = [ 6tat =[3].

i) /. Vg-ds=g(1,2,2)-g(0,0,0)=[2]. [peor: f;' (4t.1.-20)-(1.2.2) at= f;'2=2].
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Soluciones problemas V1oc

i i k
23. ‘g(x,y,z) =(3x%-y2,-2xy,~xz) ‘ a) divg=3x. rotg=|d/dx /oy 8/dz|=(0,z,0).
3x2 7}/2 —2xy  —xz | No conservativo.

RS /[/Vdngz_/oz:A1_yz3Xdzdde:/012XdX/01[3_3y2]dy:'

¢) Con la definicién: g(c(t))=(3-t2,-2t, 2-1), ¢/ (t)=(0, 1,-2t),

y /cg-ds:jo1(o—2t—2t3+2t)dt:—/0‘2t3dr:.

i Kk
2 Z2|=(0,2z-cz, 0)=0 si [c=2]

25. ’f(x,y,z)=(22,2y,cxz)‘. divf=2+cx. rotf=
2y oxz y feC'(R%).

Moo —

Uy=2%2 - U=x2%+p(y,2)
Si c=2hay U: Uy=2y - U=y? +q(x.2) , U=xz?+y? > [ f-ds =U(1,0,1)-U(0,0,0)=[1].
Uy=2xz — U=xz2+r(x,y) Sin necesidad de hacer integrales de linea.

Mis largo: ¢(t)=(t,0,1), te[0,1] — [ f-ds=[(12,0,2%)-(1,0,1) dt = [, 32 dt = 1.

Para cualquier ¢ se debe acudir a la definicién (usamos la ¢ de arriba):

/cf-ds:f01(t2,0,ct2)-(1,0,1)dt:f01(1+c)12dt:.
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Soluciones problemas M5oc

27.a) t(x,y) = (y%,20) , e1=(4-y2,y), y€[-2,1],
co=(t,t-2), t€[0,3] o c;:(y+2 y), yel[-2, 1] (sentido opuesto).

fopf-ds =/, (~2y%+8-2y2) dy — [(2~2t+aydt =5 ~12=Z .
[0 - [}, 02+2y+4) dy:—12].
1 r4—y? J
gx—fy =2-2y, /_2/y+2y (2-2y) dx dy =f_2(4—6y+2y3) dy = %

29. a] 1)/ /r cos@drd6 = 2[sen9]n/2[’;]g=.
11)// xdxdy 2/03(9—y2)dy:27—[§]g:.
O bien: /QIWXd’VdX =/032x\/9—x2dx:—%(9—x2)3/2]g:.

b] i) Como gx—f,=x el campo no es conservativo (debia ser =0). ii) divf=f+g, =

iii) Segtin Green el valor de la integral de linea coincide con el de la integral de a]: .

Calculando la integral de linea: c(t)=(3cost,3sent), te [— Z.31-
c.(t)=(0,y), y€[3,-3].

% f-ds = ’;//22( 9cs, 3s) - (=3, 3¢) dt+/3’3(0 )-(0,1) dy
f"/z (2752 c+Qsc)dt f Vay= 183]”/2 18.

par  impar
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