3.3 Autovalores y autofunciones de problemas de contorno homogéneos

Una EDO de orden 2 continua tenfa solucién tinica con dos datos iniciales. Los problemas de
contorno, que se suelen incluir una constante A (que aparece resolviendo EDPs), tienen otras
propiedades. Hay valores de A (autovalores) con soluciones no triviales {y,} (autofunciones).
Antes de la teorfa general veamos un par de ejemplos para la ecuacién mds sencilla: y”’+2y=0.

v =0 y=0 es siempre solucién del problema. ;Las hay no triviales?
Ejl. | (Py) { y y= Como sus autovalores son p==+V-A1,serddiferente la solucién
y(0)=y(m)=0 ‘ -
general seglin A sea menor, igual o mayor que 0.

Imponemos las condiciones de contorno en cada caso:

Si A<0 lasoluciénes y = ¢y e +cpoe P, con p=v-1>0.
y(0)=c1+c2=0 } — C2=—C1 \,
y(m) =c1e™+coe”™P=0 ci[e™P-e Pl =0 —

c1=c2=0 (pues e™ #e ™ si p>0). Ningiin 2<0 es autovalor.

y(0)=¢1 =0

Si 2=0 es y=ci+Cox — y(7) = o1 +cam = 0

} — y=0. A=0 tampoco es autovalor.
y(0)=c1=0 }
y(m)=cosenwm=0
Para tener solucién no nula debe ser ¢, #0 . Esto ocurre si senwx=0,

Y para 4>0 es y=cy cos wx+Cp sen wx , con w=Vi>0 —

wr=aVAl=nn — A,=n?, n=1,2, ... Paracada A, (autovalor)

hay solucién y,=co sennx={sennx} (autofuncion).

Integrado se ve que si m#n: (yn,¥m) Efonsen nxsenmx dx=0.

[Si m=n, el valornoes 0, sino (y,,,y,,):fonsenznx dxz%/onﬂ —cos2nx) dx=7% ]
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Otro ejemplo

y'+ay=0

B0 ®2) 1y 0) 2y (m)=0

Imponemos estas nuevas condiciones:

- y'(0)=plc1—c2]=0 = co=c1
’_ pX _ px —
A<0,y PIC1e coe J y,(n):p[01 eﬂp_CZB—np]:O c1p[eﬂp_e—np]:0 —y
0.
4 — —
=0, y'=c, — i’g?r))_:cczz_:oo } — A=0 autovalor con autofunciéon yp=cy={1}.

y,(0)=W02=0, c2=Ol

A>0, y'=w[—c1 sen wx+cCp cos wx
24 [ 2 I y'(x)=-wecisenwm=0

} — Ap =n? s
yn={cosnx}.
Los autovalores A, =n? y autofunciones y,={cosnx}, n=0,1, ...
(suelen escribirse asf, poniendo {1} como caso particular {cos0} )
tienen propiedades iguales que las del problema anterior. Por ejemplo,
sigue dandose la ‘ortogonalidad’ (yp, ym)=0 para n#m:

/0 COS NX cos mx dx = 2/0 [cos(n—m)x+cos(n+m)x] dx=1 [w se";f;n)x]o

Hay mucha notacién de aire algebraico como las llaves de las autofunciones que simplemente
significan los ‘miltiplos de lo de dentro’ y los dngulos de las dltimas expresiones que también
tienen ese origen, porque esas integrales tienen las propiedades de un producto escalar.

Propiedades comunes a (P1) y (P2) son: ambas poseen infinitos autovalores 1, =n? que tienden
a infinito. Las autofunciones {y,} asociadas a los 2, son un espacio vectorial de dimensi6n 1.
La autofuncién que ocupa el lugar n tiene n—1 ceros en (0,77) . Autofunciones distintas son
ortogonales en [0, 7] [respecto del producto escalar (u,v)= /onu vadx ]
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Teoria general

Consideremos la ecuacién lineal de orden dos dependiente de A:
y"+a(x)y’+b(x)y+Ac(x)y=0, con a,b,c continuasen [a,b] y ¢(x)>0 en [a,b].
La escribimos en la forma llamada ‘autoadjunta’ o ‘Sturm-Liouville’ multiplicando por ela:
[efay’]'+befay+/lce/ay = [pv’] - qy+Ary=0, con peC', q,reC, p,r>0.

Las condiciones que mds nos interesan son las llamadas condiciones separadas (cada una afecta
alos valores de y o de y’ sélo en uno de los extremos del intervalo).

Se llama problema de Sturm-Liouville separado regular a uno de la forma:
@y [PV —ay+ary=0
| ay(a)-a’y’(a)=0, By(b)+B’y’ (b) =0 (condiciones separadas)
siendo pe C', g, r continuas, p,r>0 en [a,b], |a|+|a’|,|B|+|B8’| #0.

[Si p,r <0 se complica. Las dltimas condiciones dicen que @ y @', 8 y B’ no son ambas 0].

En estos problemas homogéneos siempre y =0 es solucién y lo son los miltiplos de cualquier
otra. Los ejemplos 1 y 2 eran unos (Ps). Se prueba este teorema que generaliza sus propiedades:

Los autovalores de (Ps) son una sucesion infinita 1y <Ap<---<A,<--- quetiendea oo.
Las autofunciones {y,} forman un espacio vectorial de dimensién 1y cada y, posee n—1
cerosen (a,b) exactamente. Autofunciones asociadas a autovalores distintos son ortogonales
en [a,b] respecto al peso r, es decir:
b . . .
Yn>Ym) E[a rynymdx =0, si yp, ym estdn asociadas a Ap#Am .

Si @@’ >0, BB’ 20y g(x)=0 en [a,b], entonces todos los 1,>0.
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Mas ejemplos

[Casi en forma autoadjunta: [y’]'+/ly: 0. Esel peso r=1 ]
(P3) { y (0) y(1) o | Hallemos los A,. Como aa’ =SB =0, g =0, miramos
A>0.

[Hay problemas con 1<0, como el (P5), aunque los problemas de interés fisico del capitulo 4 tendrdn /120].
y'(0)=cp=0
y(1)=cy+cp=0
A>0: y=cq coswx+casenwx. y’ (0)=0 — cp=0, y(1)=cicosw=0 '

2n-1)?x
= owy= 22 x, /ln—%

Ej3.

A=0: y=ci+cox, y'=cCo —>{ — y=0. A=0 no es autovalor.

> Yn= {CO 2t
Segtn el teorema las {y,} son ortogonales: f01 YnYmdx=0,n#m,lo que
es fécil de comprobar, y la n-sima (como las tres dibujadas) tiene n—1 cerosen (0,1).

Eid (P){ "+ Ay = Aqui es ag’_:oo,ﬁﬁ’:1>0, g=0 = 1>0.
J % Y1y (0)= y(1)+y (1)=0 A:O—){Cf:% _0—>yEO.Noesautovalor.

No podemos dar exactamente los A, , pero el corchete se anula infinitas
veces, pues tan wy= W— para infinitos wj, , que se pueden aproximar con
ordenador: wq~0.86,wp~3.43,w3~9.53,.... Por quedar cy libre, para
los Ap= W,, serdn yp={coswpx}, que resultaran ortogonales.

"+ Ay = Como aa’ <0 puede haber 1<0.
y(0)+y’ (0) =¥+ (1)=0 | probemos que de hecho, 1=—1 loes.
y=cieX+coe™¥ - {y(0)+y (0)=2¢y =
y' =cie¥—coe™™ y(D+y’ (1)=2c1e= 0

Ej5. | (Ps) {

A=-1, u==+1,

Yo={e™*}.

VYco . Autovalor con
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Otros dos mas

Ej6 (Pe){x2y”+xy’+/ly:0 p(x):efa:e/%:xa [xy’]/+/l)y—(:0. Es r(x)=1.
' y(1)=y(e)=0 Es problema separado regular (p,r>0 en [1,e] ).
La ecuacién es de Euler: pu(u—1)+u+1=0 — u=+V-A. Basta mirarlos 1>0.

A=0, y=c1+cz Inx. Imponiendo los datos: 2 :22 =O} = c¢1=c2=0 (no es autovalor).

A>0, y=cqcos(winx)+cosen(winx), z;zeonw=0} Ap=r?n?, yp={sen(nzInx)}.
n=1,2,...
Serdn ortogonales (con el peso r, no sin él): /e sen(nzInx) S)e("(mm”) ax |: 0, m#n.
1 s=Inx
. " _2y"+Ay=0 H2—2p+1=0, . v 1y oy
Ej7. | (P {y, Autoadjunta: [e™=*y’[ +2e =0.
! ‘( 1y (0)=y (1)=0 p=1£VI- 1. junta: [e721y] i
A<1: y=cye(PX g e(1-P)X /=i (14p) e (P)X 4 co (1—p) e(1=P)X  con p=VI—A>0
ci[1+p] +c2[1-p] =0 _ —p_p_ _ _ _
- 01[1+p]e1+p+cz[1—p]e1’p:0} — co(1-p)e[eP—eP]=0, p=1 (21=0), yo={1}.

A=1: y=[ci+cox]e*, y' =[ci+coteox] e — ?:;i:—oo } — y=0. 2=1 no autovalor.
1 2=

~ y=|cicoswx+cosenwx] e, w=vVa-1 — y’(0)=cy+cow=0
"y =[(ci+cow) coswx+(co—ciw) senwx]eX ¥ (1)=c2 e(1+w?) senw=0 —
Wp=nn, Ap=1+n?n2, y,,:{ex[sennnx—nncosnnx]} ,n=1,2,...
1 _ 1
Ortogonales: (yo,yn):fo e *[sennax—nmcosnnax]dx = [— e Xsen n7rx]0 =0,

(y,,,ym>:f01 [sennmx—nmcosnax][senmax—mmacosmax]dx=---=0 (si m#n).
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Ultimo ejemplo: problema periédico

En 4.5 nos aparecera también el siguiente problema, tGnico no separado, pues sus condiciones de
contorno mezclan valores en los extremos del intervalo:

y(=m)=y(n),y' (-m)=y'(n) pedir que y sea 27-periédica].

ci[e”™P—e TP —co[e™P —eTP]=0
1<0 - 1[7,,, ,,,p] 2[@ 7@]

ci[e™ —e P |+co[e™P —e" P =0
P —e TP e TP 7P

. "+Ay=0 Estas condiciones equivalen a
E.]S.‘(Pg){y Y ‘ [ qa

:2(6”"—6’”")2 #0.

7P —e~ 7P 7P e~ 7P

El determinante de los coeficientes no es 0 y sdlo tiene la solucién ¢y =c,=0.No hay 1<0.

1=0 — g; __ngﬂ =ci1tcom } se satisface para ;=0 y cualquier ¢ : yo=cy={1}.
2cosen tw =0 B o, B
>0 - 2¢;wsen 7w = 0 } — senaw =0 — A,=n%, n=1,2,...

Para esos A, las condiciones de contorno se cumplen para todo ¢y y todo 5.
Las autofunciones son, pues: y, = €y cosnx + Cz sennx = {cosnx, sennx} .

[Es claro que exigir simplemente que y sea 27-periddica lleva a los mismos A, e {yn} ]

Las propiedades de (P7) son algo distintas: sigue habiendo una sucesion infinita de
autovalores 1,=n? n=1,2,... tendiendoa oo, pero las autofunciones y,={1},
y¥n = {cosnx,sennx} forman, si n > 0, un espacio vectorial de dimension 2.
Utilizando relaciones trigonométricas se comprueba que sigue siendo cierto que
autofunciones diferentes son ortogonales entre si.
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Problemas no homogéneos

Resolviendo EDPs apareceran sobre todo problemas de contorno homogéneos. Pero a veces (en
4.5) también alguno no homogéneo, de propiedades diferentes. En ellos ni y =0 serd solucién ni
lo son los multiplos de una dada. Damos brevemente la teorfa empezando por un ejemplo facil:

. . . . " =3x—d
Ej 9. Discutamos cudntas soluciones tiene {y , con d, b constantes.
! y(1)=y(2)+by’ (2)=0
La solucion general es: y=cq+Cox+ %Xs - gxz (con y'=cp+ %x2 —dx ). Imponiendo datos:
<c1+02+%—%:0 egdecir'{cﬁcz:%—%
C1+2Co+4—2d+bcy+6b—2bd=0 " " ley+(2+b)co=2bd+2d —6b—4

Tiene solucion tnica en ¢y y ¢ si el homogéneo tiene sélo la trivial (si el determinante
de sus coeficientes de 1+b#0). Si el homogéneo tiene infinitas, el no homogéneo tendra
infinitas o ninguna. Para b+ —1, se pueden despejar Vd de forma tnica c1 y cp.

Pero si b=—1: { ci+co=951  Sélo tiene solucién si d=5, y queda entonces una
~ " lej+cpy=2 - constante libre. Si b=-1,d#5, no hay solucién.
[Py’ ] +g(x)y = f(x) peC', g.feC,

En general, sea (Pf){ay(a)—a’y'(a)=/3y(b)+ﬁ’y’(b)=0 p>0 en[a,b].

y llamemos (Py,) al problema homogéneo asociado (el de f=0). Se prueba el teorema:

(Py) tiene solucion tnica & (Py) tiene sélo la solucién y=0.

Si (Py,) tiene soluciones no triviales {yy} entonces, segiin sea 1= ;o
b = . infinitas i 00 —
fa £(X) yp(x) dx Z 8 , (Py) tiene infinitas soluciones ) 0

ninguna solucién
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Seguimos con no homogéneos

Ej 9*. El (Py) del Ej 9 tiene sélo la solucién y=0 si b#—1.Y si b=—1 es yp={1-x}.
El (Py) [para [y =x-d, fesla inicial], tendra solucion tnica si b# —1, e infinitas 6 0,

para b=—1, segin se anule o no la integral f12(3x—d)(1 —-x)adx= d%‘r’ (=0 & d=5).

[oy']" —qy +Ary =f(x)
ay(a)-a'y’(a)=By(b)+B’y' (b)=0

del teorema se deduce, si (Ps) es el problema de Sturm-Liouville homogéneo (el de f=0):

Para un problema de S-L no homogéneo: | (P,) {

(P) tiene solucidn tinica < A no es autovalor de (Pg). Si A, es autovalor con

no tiene solucioén

., . b 0
autofuncién {yn}, (Pa,) tiene infinitas seglin sea fa fyndx :0 .

Ej 10. Sea {ng,, —2xy’+Ay=2 Veamossi 1=0y 1=2 son o no autovalores del homogéneo

y' (1)=y(2)=0 "y cudntas soluciones tiene el no homogéneo en esos dos casos.
Ecuacién de Euler con p?-3u+1=0. Si 1=0 la solucién de la homogénea es y=cy+cox° .
y'(1)=3c,=0 A=0 no es autovalor y el no

1 —_ = =0. L . 1% .
Imponiendo los datos {y(2) =c1+8c2=0 ¢1=02=0 homogéneo tiene solucién tnica.
y' (1)=cy+2c,=0

Autovalor. Autofuncién {x2 —2X} .
y(2)=2cy1+4c2=0"

No homogéneo infinitas o cero.

[V e2y=2 (222 =[2_2]2=_1 i i6
Para usar el teorema: [x2] +taY=ia> f1 s (x 2)()dx—[x2 X]1— 3 #0. Sin solucién.

Si A=2, y:c1x+C2x2,{ c1=-2c,.

O se puede ver a partir de la solucién general de la no homogénea y=cqx+cox?+1 ( Yp a0jo).
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3.4 Series de Fourier

Sean y1, ..., ¥n, ... las autofunciones ®) { lev'] - y+ Ary =0
del problema separado regular: ay(a)-a’y’(a)=y(b)+B’y’(b)=0 |’

b
y llamemos como en 3.3, {(u,v) :/a ruvdx al producto escalar respecto al peso r(x) .
[ r es el de forma autoadjunta de arriba; muchas veces ese peso es 1, pero no siempre].

Toda funcién f suficientemente buena en [a,b] puede ser -
escrita como una suma infinita de las autofunciones de (P), | f(x)=>" cnyn(x)|.
que se denomina serie de Fourier de f:

Los ¢, deben ser (si la serie puede ser integrada término a término), por ser las y, ortogonales:

(f.yn)
(YnsYn)

fabrfymdx:icnfabrynymdx:cm/abrymymdx = |Cch=
n=1

Para que esta serie converja hacia f debe ser al menos C' a trozos:

una f es C' atrozosen [a,b]=][a, x1]U[x1,x2]U- - -U[xp, b] si \3 N\ 9\:

i. f y f’ son continuas en cada (Xk, Xk+1) »
ii. los limites laterales de f, f/ en cada xx son finitos.

Teor Si f es C' atrozosen [a, b], HZ <<yf"}’ ) yn(x)=1f(x) enlos x € (a,b) donde f es

continua y en los x € (a,b) en que f es discontinua la suma es % [f(x’) + f(X+)] .

El teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos a y b.

Los casos particulares mas importantes son las series trigonométricas que vemos ahora.
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Series trigonométricas de Fourier

Para | (Ps) { =0 son /ln—zi > yn—{sen" X} n=1,2,... Y sellama
) O
(0)=y(L)=0 | cerie e Fourler en senos de f en [0, L] al desarrollo:

f(x)= ansen”’”, con bn_L/ f(x)sen"”x dx , n=1,2,. [s]

Pues el peso es r(x) =1y se tiene <yn,y,,):foLsen2% dx= 15/0 [1 —cosZ”—L’”]dx—é

7" — — n27r2 — nnx — -
Para (Pc){y/ ;xl_y,—(LJ . son /ln—Tz ,y,,—{cos 7 }, n=0,1, ... [yo—{1}]
¥ (0)=y"(L)=0 | y |4 serie de Fourier en cosenos de una f en [0,L] es:
fx)=% £l +Zan cos X con an—L/ f(x) cos™ dx , n=0,1,2, ... | [c]
Pues <yo,yo):fo 12dx=L e (yn,yn):/OL cosm] dx_ ,sin>1.
[Ponemos %‘7 en la serie para que la formula del a, valga tamblen para a, ]
Otras muy habituales dan lugar a las series en senos impares y en cosenos impares en [0, L] :
y'+Ay = [2n-1]2 22 _ [2n—1]7x Lo
{ y(0)=y (L) o con /ln—Ty,Vn—{Sen T} (Yn,yn)=3,n=1,2, ...
y” + Ay = _ [2n-1]2#2 _ [2n—1] zx Lo
{ (0) y(L) o con AH_T, yn_{cos T}, (Yn¥n)=5,n=1,2, ...

cn=2 fy 100)yn(x) o .

En los 4 casos la formula para el coeficiente de la serie toma la forma:
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Ejemplos de series trigonométricas

Ej 1. Desarrollemos |f(x)=x, x € [0,1]] en senos, en cosenos y en cosenos impares: |~/ !

2x cosnmx
nm JO+ nmr

1
cosnx dx = — 2<osnx

p
En senos: b,,:2/o xsennmxdx=— o s

0
S
- f(x)=x= %Z%sennnx:%[senx—%sen2x+%sen3x+---].

En cosenos, aunque hay una sola férmula, hay que hacer dos célculos: para a, y para el resto.

1 1 2 -1
ao=2f0 xdx=1, an=2f0 )(cosn7rxz:lx—2"”””’”]0 il sennnxdx—%,n:t...
oo
2\ (=D"-1 1) _1 4 1
— —— cosn 5= =5 ——— cos(2m—-1)nx .
Z oSN7X =3 n2n; (2rn—1)2c ( )
oo
Lo 4(=1)m1 (2n-1) 7ix ot @n-\)7x ., _
El otro: X—Z1 [n(2n—1) - n2(2n71)2] cos-=—*"=, pues Cn—2f0 xcos~T " dx = - -
=

Las tres series, por el teorema, convergen hacia x para cada x € (0, 1) . El desarrollo en otra

familia de autofunciones cualquiera haria lo mismo. En general no sabremos qué sucede en

x=0y x=1, pero lo podremos decir para las dos primeras, por los argumentos que siguen.
Cada sumando de una serie en senos es impar y de periodo 2L y la serie también lo serd. Si la f
inicialmente dada en [0, L] se extiende de forma impar a [—L, L] y luego se hace 2L-periédica
en todo R, hacia esa funcién extendida tendera la serie. Donde sea continua, la serie tomard
su valor (y si no, tenderd al valor medio, pudiendo aparecer discontinuidades en los extremos).
Razonando andlogamente, una serie en cosenos (de sumandos pares y periédicos) convergera
hacia la extension par y 2L-periédica de la f, lo que permitird analizarla en los extremos.
[Hay argumentos para extremos de series en senos y cosenos impares, pero no hablamos de ello].
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Funciones extendidas y dibujos con Maple

Ej 1*. Ya podemos saber hacia qué convergen en los extremos las dos primeras series.
La serie de cosenos si converge a f entodo [0, 1] . Pero la
serie en senos no converge hacia f en todo el intervalo (lo
haceen [0,1),en x=1 lasumaserd 0).

[Aunque las series en cosenos converjan mejor, al resolver
EDPs no elegiremos en qué desarrollar las funciones. El
problema nos impondra unas autofunciones determinadas].

Utilizamos el ordenador para comprobarlo. Para la de cosenos sumamos 2 y 5 términos y ya se
tiene una buena aproximacion. Para la de senos, en cambio, ademads de acercarse mds lentamente
se ve que cerca de x=1, aunque sumemos 50 términos de la serie, no se ajusta bien al valor real.
! serie en senos

serie en cosenos 2,5y 50 términos
2y 5 términos 1

0.8
0.6
04

02

0 x 0 X
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

En las discontinuidades siempre aparecerdn esos ‘picos’. Es el llamado ‘fenémeno de Gibbs’.
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Mas ejemplos

Ej 2. Hallemos el desarrollo de |f(x) en las autofunciones y,(x) de { v (O) y(ﬁo)
2
1

=0
Es uno de los 4 problemas conocidos, el de cosenos impares: y,= {cos(2n—1 )x} ,n=1,2,...

7r/2

Y tenemos la férmula para los ¢, = %/2 foﬂ/zn cos(2n—1)xdx = 2,7 7sen(2n— 1)x]

sl (_1)n+1
71':42 T cos(2n—1)x:4[cosx—§c053x+ cosSX——cos7x+ ] .
n=1

Como la f desarrollada es continua en [0, 5] , la suma de la serie Vx € (0, %) serd w=f(x).
Aunque no tenemos resultados en sus extremos, en este caso es posible ver que en x=0 si
es = 4[1 S PR ] =4arctani, pero que en 7 suma O (los cosenos se anulan).

En cualquier otro punto, por ejemplo, x =1, el ordenador va confirmando lo que asegura el
teorema 1: sumando 100 términos de la serie se obtiene 3.132..., sumando 1000, 3.14227....

Parecemos estar haciendo tonterias escribiendo una sencilla constante como una serie infinita, pero
este tipo de cdlculos serd necesario para resolver ecuaciones en derivadas parciales.

. . . x,0sx<% "+ /ly 0
Ej 3. Desarrollemos la discontinua |f(x)= Ecx<n en las y, de {y(O) Zy(m)=0"
Yn= {sen (2n— ”X} , n=1,2,... son sus conocidas autofunciones.  7/2}-
(2n-1)7 (2n-1)7 /4|,
_2(m (2n-1)x _ _85enf_2cosf '
= 71-/0 f(x)sen-=—5—dx="---= @12 o . 73 -

La serie tiende hacia f(x) en los x € (0,7) en que es continua [en (0.5)y (%, n)], hacia

1§ [f(x*)+f(x")]=F enel x=7 donde es discontinua (y en los extremos no lo sabemos).
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Ejemplos con el la expresion general de los ¢,

Cuando las autofunciones no sean las 4 clasicas habrd se usard expresion c,=(f, yn)/{¥Yn>¥n) -

Ej 4. Desarrollamos |f(x)=x,x€[0,1] | en las {cosw,x} con tanw,= Wln del Ej 4 de 3.3:

= _ 1 2 _ 1, senwpcoswp _ w2+cos?wp
El peso r(x)=1 — (coswyX, coswnx)= [ cos?wyx dx = }+0epcostn — 7h

Wn 2w?
1 _ _
(x, cos w,,x):f X oS andx:w+%: % .
0 w w2 w?
2(2cos wp—1 o
Por tanto: x = Z (Lg) COS WpX .
W +cos 0.6

Usamos Maple para calcular varios coeficientes y dibujar algunas sumas parciales de la serie. o4
Primero aproximamos los wp: wq =~ 0.8603, wp ~ 3.4256, w3 ~6.4373, w4 ~9.5293 ...
De ellos deducimos los ¢p: €1 ~0.5223, co =~ —0.4614, ¢c3~0.0460, cq4 ~ — 0.0651 ...

A la derecha se ven f(x)=x y la cuarta suma parcial. Parece converger bien en los extremos. 002 04 06 08

Ej 5. Desarrollamos ahora enlas yp= {e‘x} Yn= {sen nax—nm cos nnx} del Ej 5.

El peso vuelve a ser r(x)=1. co= <e<lxeeix> /0 1mel _ 2

/e—Zde Tl-et e

(1,yn>:[—%—sennnx]1 :% (se anula si n par).

2.2

;
(Yn-yn)=f [ sen®nax+nPr?cos?

2. 2
nax— 2n7rsenn7rxcosn7rx]dx:1+”T”.

El desarrollo es, pues: 1= e+1 S e X + Z ::[;in;’)rz]] (sennax—nmcosnzax) .
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Desarrollos en ‘senos y cosenos’

La teoria de series de Fourier incluye los problemas periddicos. Asi se deduce para:

+Ay = /ln=”2ng n=0,1,...., yo={1}, yn={cos L7 sen 27X

(Pp)
P {y( -b= y(L) y'(=L)=y"(L) esta serie de Fourier en senos y cosenos en [—L, L]:

[p] f(x):%o+z [ an cos 27X + by sen 22X | |, con:
=

(1]

La serie [p] también converge hacia f(x) en los puntos de continuidad. Y ademds se puede decir
qué sucede en los extremos —L y L (por converger hacia una funcién 2L-periédica en todo R).

an=1 /1 1(x) cos™X dx,n=0,1, ... ‘ y [21| bo=1[1(x) sen™X dx n=1,2, ...

Las férmulas [s] y [c] de las series en senos y en cosenos son casos particulares de [1]y [2]. Si f
esimparen [—L,L], esimpar f-cos y par f-sen. Si f es par, f-cos espary f-sen es impar.
Por eso, a,=0 y [1] se convierte en [s] en el primero, y en el segundo b, =0 y [2] pasa a ser [c].

. =
. —1<x<0 | Suserie en senos y cosenos i
Ej6. Sea | f(x)= { 0<x<1 estd casi calculada en el Ej 1: ——
, &
+ 2 E
n=1 n=1

T 0 1
4 { : 14
. Tz . -1
Viendo su extension 27-periddica, deducimos que su suma
serd 0 en (—1,0] y x en [0,1) (valores de la f inicial), S2.4: W
Qﬁ: = | a
r |

cosnmx —+ Z D" cennmx.

N-‘

pero sumard 1/2 (valor medio entre 0 y 1)en -1 y 1.
Cerca de estos dos puntos de discontinuidad aparecerd Gibbs.
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Primeros problemas para la seccién 3.3

15¢21). a) Hallar la solucién de y”’ + J—ty:e"/2 que cumple y(0)=y’(0)=2. b) Versi
y'+ay=0

V(=) =y(n)=0" dando la autofuncién si lo es.

A=0, A= cll son o0 no autovalores de {
2001 43y 4y Ay =0 a] Escribirla en forma autoadjunta y hallar el peso.

19. Sea {X(};)j )((}e/)t};; Y=Y b] Versi 1=0 es autovalor. c] Probar que 1=x°
yity=yie)= lo es, dar su autofuncién {y4} y calcular (yq,y1).

24. a] Hallar sin mirar apuntes los autovalores A, las autofunciones {yn} e (Yn,yn) -
{ y'+y=0

b] Desarrollar f(x)=x en serie i ¢nyn(x) de autofunciones de () =y (1)=0 "

n=1

26. Sea f(x)= {2): ?f:;; . Hallar su desarrollo de Fourier f(x)=% +) a, cos5* .

n=1
(Cudnto debe sumar la serie si i) x=1, ii) x=2? Comprobarlo sustituyendo en ella.

25. b) Desarrollar f(x)=x2,x€[0,1], en serie de i) {sennnx}, ii) {cosnmx} .
Dibujar con algin programa de ordenador algunas sumas parciales de las series.
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Mas problemas de 3.3

.. i)a=0 y'+ay=0
2bs20. Precisar si iiy 1=1/4 Sonono autovalores de {y(0)=y(g)—2y'(g)=o .
y' -y +y=0

dando la autofuncién.

3 y' (=2)=y(0)=0 "~

16. a) Hallar la solucién de y’”’+y’ =2€e* que cumple y(0)=0,y’(0)=2.b) Precisar
y'+y' +y=0
y'(0)=y'(1)=0"

. )A=-2
1421). Ver si 3) 1=1 son autovalores de {

si A=0, A=-2 son autovalores de { dando la autofuncion si lo es.
X2y +y=0

y'(1)=y'(2)=0"
autofuncién cuando lo sea. b] Precisar para esos A si hay o no una tnica solucién de

x2y""+dy=2 cumpliendo esos datos de contorno.

21. a] Estudiar si =0 y A=-2 son o no autovalores de { dando la

y”+dy =senx  Precisar algiin A para el que: i) tenga solucién tnica,

23. S { o > . >
A1y =y'(%)=0 ii) tenga infinitas soluciones, iii) no tenga solucion.

28. Sea (P) { y"+Ady=0 a) Probar que 19=0 es autovalor y hallar la
: y(0)=y(1)-y’(1)=0 " {yg} asociada... b) Hallar el coeficiente que
acompana a yg en el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de (P).

30. Sea { y” + Ay = cos 3x Hallar un término del desarrollo de f(x)=cos 3x
- y'(0)=y’(§)+y(§)=0 " en serie de autofunciones del homogéneo.
Precisar para i) 4=0, ii) A=1 cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo.
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soluciones problemas seccion 3.3. (en la pizarra 220)

15¢21). a] u=xL, y=cscosi+crseni+y,. yp=Ae"2 - A(}+1)=1, A=2.
c1+2=2,c¢1=0 y:2$€h%+2€x/2 .

d.i.
i4 — X X x/2
Solucién general y=cq cos; +cz sens + 2¢ — %02 +122, gp=2 °

y'+ay=0 _ _ c.c. ci—cam=0,ci=com | c1=0
b] y(=n)=y(7)=0 A=0, y=c1+Cox — C1+Cam=0  4opn=0, cp=01 - No autovalor.
C.C. _po,= .z
c2=0 Vcy . Es autovalor con autofuncion {cosz} .

Y X X
A=z, y=cqicos;+Carsens — 20

[Para calcular todos, como dicen los apuntes, conviene llevar el intervalo a uno de la forma [0, L] haciendo s=x+7 —
n(x;rzr)} , que son {cos%} , {senx},... ]

Yy +Ay=0, y(0)=y(27)=0 — Ap=n?/4, yp= {sen%}: {sen

al y'+ 3y + hy+ L Ay=0, /3=, (x3y’) +xy+ Dy =0.

x2y" +3xy’ +y+y =0
peso. p(pu—1)+3u+141=0, u=-1xvV-21.

By () =y(e)=0

b] 1=0, y=(ci+c2Inx)x™" — ;E;))zf;1:+22)e,120 = c1=c,=0. No es autovalor.
_ .o _  cos(minx) sen( 7 Inx) y(1)=cy=0 _ ysen(minx)
c] 1=n2, y=c4 = +0p =5 — y(e):—1c1e_1 -0 . Autovalor. H

H

2
W1,y1) =/exsen(x+'"x) dx = [lnx:s]=fo1sen2(7rs) ds =1§f01 [1-cos(2ns)]ds =
1
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soluciones problemas en la pizarra 26 O

24. b] Sabemos que

An=(2n=1)?n?, y,,:{sen(Zn—1)7rx}‘, n=1,2,....

)2 _ 4xcos(@n-1)nx11/2 4 1/2 _ 4=
cn=4 [y xsen(2n—1) mx oy == TGEETE | o e [ cos(@n—1)mx= ez -

+1
sen(2n—1)nx:%[sen nx——sen37rx+ 5sen 5rx+ - ]

VIR SN
Por tanto: x= 5 Z o 1)2

oo
,0<x<1 | _ a nxx nnx 2
26. |f(x)= { 1exz2 | = ?+Zancos omx a,,_LfO f(x) cos™X dx. ag=% /o dx=1,
n=1
0, n=2m X
nnx 4 1,2 (-1 (2m+1) tx
ap= [, cosiZX dx——sen —{ 2-1)" , [f(x)=5+= cosi
/O 2 G n=2m+1 2 an::o 2m+1 2
i) En x=1 la suma de la serie serd 3 [f(17)+f(1")]=F: oflo -
O _qym C ! 9
%+%Z (2”1_3_1 COS%:% [los cosenos se anulan]. & :
m=0 -1 0 1 2 3 4

ii) Como tiende en R hacia la extension par y
4-periddicade f,en x=2 debera tender
hacia f(2) =0. Sustituyendo: 0ol

%

1,2 (=DMcos@m+)mr _ 1 _ 2 044

2ty Z 2m+1 2 Z \
m=

0.84

024

1

pues la serie 1- §+%+ =arctan1= 7. o 05 I 15 z
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otra solucién del 26 O

1 2 1

25. b) bn:2f0 xzsennnxdx:—%](ﬁmr o X cosnax dx
_2(=-D™"  axsennnx? ol 24 _2
=S+ 2 ]0_n2n2/0 sennmxdx. a0_2/0 x%dx=%,

— 1.2 _ 2x%sennnx 1 _ _ 4xcosnax ! 4 1
an_2f0 xccosnmx dx= 7]0+n7r o xsennnxdx_—W]o—Wfo cosnzxax.

2(=n™! 1)”*‘ 4[(=D"-1] _1_ax (=" |/
Z[ T]sennnx—g—ﬁz ——CoSNAX. :
n=1 T’t| 1. ¢
d 3.
04 0.6 . ' 0‘.4 016 OTX i
b) sen, n=2, 5, 50 b) cos,n=2,5
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soluciones problemas no homogéneos (27 O)

X2y + Ay =0 -0 Autovalor
21. V' (1)=y' (2)=0 a] Euler, ,u —u—A=0. 1=0 > y= c1+02x—>02 2o Ve Yo={1}

__ 5 _ _ 2 _LZCC'VU) 2cq— 020
A=-2 > u=2,-1, y=c1x + , ¥y =2c1x V (2)=dc; - 2 =0

[Como la ecuacion es [y']/ +1 1—2}/:0 en forma autoadjunta, al ser g= @@’ :/3/3’ =0 sabemos que no habia 1 <0 ]
X

— y=0. No autovalor.

b] x?y""+Ay=2. A1=—2. El homogéneo tenfa slo y=0. El no homogéneo, solucién tinica.

[Imponiendo los datos en la solucién y:c1x2+02x’1 —1,sevequeesatnicaes y=—1].
ao0jo

A=0. Infinitas el homogéneo {1} . [y’]’=-5 . No hay solucién ya que / 12 >dx=1#0.
O a partir de la solucién: y’ C—f y= Cx+K 2lnx 3 g:1 . Impomble.

y” +dy =senx | Yaautoadjunta [y’]'+ Ay = senx y del homogéneo sabemos:
y(0)=y'(%$)=0 An=(2n-1)2, yp={sen(2n-1)x}, n=1,2,...

Para 1% (2n—1)? el homogéneo sélo tiene la solucién 0 y el no homogéneo solucién tnica.

23.

Si A=(2n-1)? el homogéneo tiene infinitas soluciones y entonces el no homogéneo tendré

infinitas

ninguna seglin sea :8 la integral /0"/2 senxsen(2n—1)xdx.

sl 2
Por tanto, no hay solucién sélo si =1 [ fon/ sen?x dx #0 ] , pues para los otros autovalores
A=19, 25, ... laintegral es cero y hay infinitas soluciones. Lo sabemos sin calcularla pues
sen x es ortogonal a las otras autofunciones. Aunque también podemos hacer la integral:

%/On/z [ cos2(n—1)x—cos 2nx|dx Azl %—%:0, si n#1].
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soluciones de mds problemas de 3.3

X X

"y Ay =0 i )
i’(—2y)=y({3):o p=12G D) A= -2 — y=c1e® +ope

'(—2)=2cie 4 —cpe=0 cq[2e"%+1]=0 Bas scribir (e Xy} + le~X =
y'(-2) 1 2 1[ ]l . No es autovalor. [ astaba escribir (e/_y ) ;F_/le_ 0
y(0)=c1+c2=0 — cp="—c; c1=cp=0 y observar que @@’ =BB’=q=0].

2
y=(c1+cox) &/ <y’(—2):c1 /2e=0

- ,c1=0y Veo.
y/:(%_‘_CizX_FCZ)ex/Z y(0)=cy =0 1 y 2

2 ) 5
Autovalor con autofuncién .

i) 1=0 — y=ci+cox, y'=co —

14G21). , ¥’ =2cie® —cre”

i) A=}, u=7 doble,

y'+y=0
2bs20. y(0)=cy=0
y(0)=y(%)-2y'(5)=0 {y(g)—zy’(g)\:02(§—2):0—> ¢y=0 - Noes autovalor.
- 1 X X y(0) =c1 =0~
=1 y= LS X .
i) A= y=orcosgreasens = [ (r) o ()% oy (sen —cos ) cp - ) ey 020 "2

Es autovalor con autofuncién asociada .
d.i.
16. a) p=0,-1.y,=Ae" - A+A=2.y=ci+cpe +e* = .

(p=1 no autovalor)
Obien: y'=v — v/ =—-v+2e¥, v=Ce™*+ e‘XfZCZXdX:Ce‘X+eX. y=K—-Ce*+e*.

y//+y/+/ly:0 > B _ _ %€ —gp=0
Vv (0)=y (1)=0| ¥ +u+A=0. A=0, y=ci+cpe™ —> eoe—1=q - Autovalor |yo {1}].

X -2x X —2x € c1-2c,=0
=— =1,— = = - = .
A=-2, u=1,-2, y=cie’+cqoe™, y'=c1e¥ —2coe ¢ie—26pe-2=0

b

=

No autovalor.
[Como la ecuacion en forma autoadjunta es [y’ex]' +1eXy =0, al ser g=aa’ =B’ =0 sabemos que no habia 1 <0 ] .
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dltimas soluciones del tema 3

28.

30.

y'+dy=0

0L .
y(0)=y(1) -y’ (1)=0 | ¥ A=0:y =cr+cax, oz } Vep — dg=

b) Los coeficientes del desarrollo 1= cg x +Z Cn yn(x) vienen dados por c,=

n=1

En particular, (1,x)=fo xdx=%, (x,x)=f0 x2dx=%, co=%

"+ Ay = cos3x a-a’'=0
y'(0)=y'(§)+y(§)=0 | B-B'>0

A>0: y=cqcoswx+cosenwx . ¥y’ (0)=0 — co=0 —

= A>0. A1=0: y=cy+cox —
No es autovalor.

02=0 > y' (Z)+y(F)=c1[cos®E —wsen®Z]|=0.

Si el corchete es cero, ¢y queda indeterminado. Infinitos
wp, cumplen tan "Z’” = Wi .Acada A,= W,% , estd asociada

la yp={coswpx}. Ay se puede hallar exactamente:

‘/11:1 —>y1:{cosx}‘ (tan Z=1).

S

Si cos3x=cy cosx+ ch coswpx, el coeficiente ¢y es:
n=2 /4

(cos3x, cosx) _ fo cos 3x cos x dx fo (cos 4x+cos 2x) dx

(cosx,cosx) — /O"/ cos2x dx /()"/4(1+c052x) adx

Ci=

Y (E)+y(E)=c;

_|_2
Tl r+2 |

(1.¥n)
nsyn)

:’ 1:%)(+...
’(0)202:01

o}

Para i), por no ser =0 autovalor hay solucién tnica del no homogéneo. Para ii), hay infinitas

del homogéneo yn={cosx} y el no homogéneo no tiene pues: fon/ ¢
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