4. Ecuaciones en derivadas parciales (EDPs)

4.1 EDPs de primer orden )

. .. L. (en este pdf b412)
4.2 Orden 2. Clasificacion y problemas clasicos
4.3 Separacion de variables. Ecuacion del calor (hasta aqui el control)

4.4 Ondas. D’Alembert y separacion de variables
4.5 Separacién de variables para Laplace (en diciembre)

En las EDPs aparecen derivadas parciales de una funcién incégnita u de varias variables. Todas
las que veremos serdn lineales y en dos variables. Tras ver brevemente las de primer orden (con
derivadas primeras), trataremos sobre todo las de segundo orden. Una solucién serd una funcién
u(x,y) € C? que llevada a la ecuacién la convierte en identidad. De orden 2 son las tres EDPs
cldsicas de la fisica (escritas aqui en su versién general para n variables):

Ondas uy— c?Au=F Calor u;— kAu=F Laplace Au=F
ejemplos respectivos de los grandes tipos de EDPs: hiperbélicas, parabdlicas y elipticas.
Casi nunca se tiene la solucién general de una EDP (por eso, muchas veces las soluciones serdn
series). Con cambios de variable la hallaremos en 4.1 para algunas de primer orden (contendrd
una funcion arbitraria) y en 4.2 para pocas de segundo (con 2 arbitrarias). Sélo para la cuerda
infinita daremos una férmula para sus soluciones. Veremos también las condiciones (iniciales o
de contorno) que se imponen a las EDPs y dan solucién vinica (probarlo es complicado).

[En los libros serios se pide ademds que haya ‘dependencia continua’: variando poco los datos,
deben variar poco las soluciones. Se dice entonces que el problema estd ‘bien planteado’].
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Descripcion del significado de las EDPs clasicas

La ecuacién de la cuerda vibrante describe oscilaciones transversales y de pequefia amplitud
de una cuerda eldstica, tensa y fija en sus extremos. Si u(x, t) representa el desplazamiento
vertical del punto de abscisa x en el tiempo ¢, la u satisface la EDP:

Ugt — CPUye = F(x, 1)

donde c?=T,/p, siendo T, fuerza de tensién, p masa por unidad de
longitud y F(x,t) fuerza externa que actia sobre el punto x en el instante ¢ . Para determinar
la evolucién de una cuerda dada, se dard la posicion de la cuerda y la distribucién de velocidades
verticales en el instante inicial, es decir, u(x,0)=f(x) y u;(x,0)=g(x) . También se deberd de
tener en cuenta que estd fija en los extremos x=0 y x=L, o sea, que u(0,t)=u(L,t)=0.

La distribucion de temperaturas a lo largo del tiempo en una varilla delgada (que podemos
suponer unidimensional) viene regida por la ecuacién del calor u; — k uyx= 0, donde u(x,t)
es la temperatura del punto x en el instante t y k>0 es una constante que mide la capacidad
de conducir calor de la varilla. Si hay fuentes de calor en el interior de la varilla aparecerd una
F(x,t) en el segundo miembro de la ecuacion. A diferencia de la de ondas, aqui basta conocer
s6lo la distribucion inicial de temperaturas u(x,0) (junto con las condiciones de contorno, que
pueden ser de varios tipos) para precisar la solucion.

Ademis de otras situaciones fisicas, la ecuacién de Laplace uyy+ uy, =0 puede describir la
distribucién estacionaria de temperaturas en una placa bidimensional o la posicién de equilibrio
de una membrana. La existencia de fuentes de calor en el interior o de fuerzas actuando sobre la
membrana darfa una F en el segundo miembro. Frente a las EDPs anteriores que describian la
evolucion de un sistema a lo largo del tiempo, ésta describe situaciones estacionarias y las
condiciones que se le imponen a ella serdn siempre de contorno.
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4.1. EDPs lineales de primer orden

Sea la EDP: [E] ’A(X,y) uy+B(x,y)ux=Hx,y)u+F(x,y) |, u=u(x,y).

dy _A(xy) | ecuacién
dx ~ B(x,y) | caracteristica

A las soluciones | £(x,y)= K | de (e) se les llama curvas caracteristicas de [E].

Por la regla de la cadena, el cambio de variable { i : yf (x ((})’ {) fen =x ) * lleva [E] a:

Para resolverla usaremos la EDO de primer orden [e]

Uy =ug & +uy, _
{u);=u§ 2" = Auy + [Agy+BE)ug = Hu+F

Sobre las soluciones y(x) dadas por &(x,y)=K es &x+&y % = é [Aéy+Béx] =0,y
[1] pasa a ser una ecuacién en las nuevas variables (£,7) en la que no aparece ug :

[E [ A uy =HEnu+FE]. u=uén).

. tras el bi da el térmi
Si se escoge n=x sellegaa: [E.] E;f:l; ‘?::all)(l)e%l:g&:). ermimo
[E*] (o [E4]) es una EDO lineal de primer orden resoluble en la variable n viendo

la ¢ como constante (si F=0 seria homogénea y si H=0 bastaria integrar). En su
solucién hay una constante arbitraria para cada &, o sea, una funcién arbitraria de &:

u(é,m)=p(é) ef Adn +ef%d”/§ e~/ Adn dn, con p arbitraria de C'.

Deshaciendo el cambio se obtiene la solucion general de [E] en funciéonde x e y .
Se ve que esta solucion siempre contiene una funcién arbitraria p de las caracteristicas.
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Imponiendo datos y un primer ejemplo

(Coémo determinar una tnica solucién de [E]?, es decir, ;como precisar
la p arbitraria? Cada solucién describe una superficie en el espacio.
Generalizando los problemas con datos iniciales para EDOs se plantea
el problema de Cauchy para [E]; hallar la solucién u(x,y) que tome
valores dados sobre una curva G del plano xy, es decir, que contenga
una curva dada I" del espacio. En particular, si G es una recta x=cte o

y=cte [por ejemplo, sies u(x,0)=f(x) ] se tiene el llamado problema de valores iniciales.

Eil (v —=1)uy —xuy =2x2y La ecuacion caracteristica Z—i:g se puede ver como lineal:
T ux0)=0 H=—t4l, e_/”)‘:)l(, y=S+1[%dx=C+1 (0 yp=1 acjo).
O separable: /}% :In(y—1):f‘_j—’; =C-Inx, y—1 :Ce""":% , Xy—x=C caracteristicas.
Mis cortos resultan los célculos haciendo:
{ gi;((y—ﬂ - {Zﬁz)((;j_fﬂufwn — —xup=2x%, u,,:—2xy:—217(%+1):—25—277.
Integrando: u=—-2&1—-1°+p(&) . Lasolucién general es: u(x,y)=x°— 2x2y+%p(xy—x) .
Por 15550 {20500 = =% 2 v e oot |

Ahora el dato inicial: u(x,0)=x?+p(—x)=0, p(—x)=—x>. Para precisar la p llamamos

—x=v = x=—v = p(v)=—v? = u(x,y)=x>—2x%y —x2y?+2x°%y —x?>=—x?y? .
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Mais ejemplos de primer orden

d L
Uy+ 2Uy = U—X+2y % :% , 2y=x+C. x—2y=C caracteristicas

Ej2. u(x,x)=1-x

[o 2y—x=C, 0 y—%zC,todas pueden valer]A
{f:x—Zy {uy: —2ug+uy
n=y Ux=Ug

Obien-{§=X—2}’ {Uy=—2“f _u=¢
" lp=x ’

Jup=u—& > u=p(&)eT+&. u(x,y)=p(x—2y) &/ +x—2y .

Up a 0jo solucién general

— u=q(&)e"?+ £=q(x—2y) e/P+x-2y .

Uy=ug+u, > 172
X &+Un casi como antes.

Imponemos el dato: u(x,x)=p(—x)e¥—x=1-x, p(-x)=¢e7*, p(v)=¢e"

— u(x,y)=e ¥ +x-2y=eY+x—-2y (parecidoconla q).

Comprobamos que cumple el dato: u(x,x)=1+x—-2x.
Y laecuacién: uy=—e*Y -2, uy=e"V+1, &V =e"V4x-2y-x+2y. /Z

No siempre los datos de Cauchy (como en los ejemplos vistos hasta ahora) determinan una sola
solucién de la ecuacion. En el siguiente ejemplo veremos que no hay solucién o no es tnica si
la curva G donde imponemos datos es una de las caracteristicas.

[Hay problemas sutiles de unicidad si G y las caracteristicas son tangentes y se prueba que si G
no es tangente nunca a las caracteristicas hay solucién tnica del problema. En el ejemplo 2 de
arriba se ve que no hay tangencia y sabriamos que tiene solucion unica antes de resolverlo].
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Ejemplo con problemas de unicidad

E_] 4. y2uy +Uyx =2xu % :y2 (separable), }%:K—X N X+}1/ =K caracteristicas.

—y 1
{ iif” — up=2xu=2nu — u=p(&)eT=p(x+1)e’, peC'.
[Bastante més largo escogiendo 7=y ].

Impongamos varios datos de Cauchy a la ecuacion y veamos qué pasa:

Estos célculos han precisado de forma vinica la solucion del problema de valores iniciales.

1/y=v 2 . L .
- p(;—/):y S pv)=i-ou= 1+yxy e**, que también parece ser dnica.

[Ninguna de las dos rectas y=1 o x=0 era tangente a ninguna caracteristica].

2_ (a1 _1)2
X (x+y 1):

— p(x+1) =1 Xﬂ—:;/p(v):e‘("‘”z — u=e e

1y 1y : : cots
‘u(x, -x) _0‘ y ‘u(x, —x)=1 ‘ Ahora estamos imponiendo datos sobre una caracteristica.

Para el primero: p(0) e=0. Lo cumple toda p € C' con p(0)=0. Infinitas soluciones.
Para el segundo: p(0) =1 , p(0)= e, Imposible. No tiene solucién.

se acaba en p(cte) =algo , ]

Datos sobre caracteristica dan lugar siempre a 0 0 o soluciones [que puede ser constante ool

[Hay dos ejemplos mds en los apuntes].
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4.2. Clasificaciéon de las EDPs de segundo orden

Consideremos [E] L[u]=| Auyy +Buxy + Cuxx + Duy + Eux + Hu = F(x,y)

con A,B,...,H constantes (A, B y C no todas nulas). Como en las de primer orden, quizds

un buen cambio de variable mate términos de [E], de forma que resulte una ecuacién resoluble.
Uy = QPUgg + 2qsusy + S2Uyy

, Uxy =pqueg +(ps+qr)Ugy +rsuyy  —

{ & =px+qy 5 Uy =Qqug +Suy
U = PPUgg + 2Pprugy + rPuyy

1 =rx+sy Uy =pUg +ruy,

[q?A+pgB+p?Clug ¢ +[2gsA+(ps+qr)B+2prClug + [s2A+rsB+r2Clupyp+ - - -
= A*U§§+ B*Llf,]+ C*U,],]+ e = F(.f, 7]) [los puntos son los términos en Ug , Uy y u].

GP?A+pgB +p?C =0
s2A+rsB+r2C=0

Si B2—4AC>0 y A#0 podemos elegir p=r=1y q,s = 5z [~ BFVB2-4AC]| .

Intentemos hacer A*=C*=0 eligiendo p, g, r, s adecuados. Debe ser:

Si B2—4AC=0, q y s coinciden y serfa J=0. Y sies <0, g y s serian complejas.

Se ve que el signo de B2 —4AC no varia haciendo cambios de coordenadas. Todo lleva a definir:

>0 hiperbélica
Si B?—4AC =0 se dice, respectivamente, que la EDP [E] es parabélica
<0 eliptica

Encontremos la forma mds sencilla en que podemos escribir [E] (forma canénica) en cada caso.
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Forma canénica en cada caso y primer ejemplo

Si es hiperbélica, en la pagina anterior hemos visto que se convierte con el cambio

£=x— B— 22_4;\0 y en Bugy +---=F.Como (BH2>0, podemos escribir la

forma canénica de las hiperbélicas: ’ Ugp+---=F"(&, 1) ‘ .
n=x_ B¥VB2-4AC . - -
1 2A Y | Las familias de rectas £ =K, n=K son las caracteristicas de [E].

Si [E] es parabdlica, s6lo tenemos & =x— 5 =K [una familia de caracteristicas]. Para esta &
es A*=0 — B*=0, pues (B*)2—-4A*C*=0.Como 7 se suele tomar 77=y . Asi haciendo

E=x—5; y dividiendo por C* se obtiene la
n=y forma candnica de las parabélicas: ’ Uyy+---=F"(&,m) ‘ .

2Ax-By +i V4AC B2
24
— 2Ax-By | lleva[E]ala forma canénica de las elipticas:

&=
Pero se ve que T VaAc-B2 "
d {77:}, ’u_{-‘_{:"’ul]n""":F (f,ﬂ)‘

Si es eliptica, las &, 77 son complejas: y (no hay caracteristicas reales).

Ej1l. ’ Uyy —4Uyy +5Uxx+u=0 ‘ B2—4AC=-4<0, eliptica. Con el cambio de arriba:

&E=x+2y Uy =2ug+uy Uyy = s+l gyt
{}7:}’ — Ux:llf‘ — Uy =2UggtUgp
) Uix = Ugg

Llevédndolo a la ecuacion se llega a la forma candnica: UggtUunn+u=0|.
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Otro ejemplo y formas canénicas resolubles

Ej2. [ 4uyy — 4Uy+ U= 0| — B2~ 4AC =0 — parabdlica.

El cambio en este caso serfa aqui & = x + g , 0 mejor (son las mismas caracteristicas):

Uy =Ugg+2Ugntuny

=2X+ uy=ug+u
{f;:y " - ui:.’fu.g T o Uy =2ugs+2ugy o dupy =0,

Uy =4Ug g

facil de resolver: u,;=p(&), u=np(&)+q(£) . Lasolucién general de 1a EDP es:

’u(x,y): yp(2x+y) +q(2x+y) ‘, con p y q funciones C? arbitrarias.

Como en este caso, a veces es posible hallar elementalmente la solucion general de [E] tras
ponerla en forma candnica (en la mayoria, como en el ejemplo 1, serd imposible).

Si sélo hay derivadas respecto a una de las variables: ’ Upy+E*up+Hu=F*

Esta lineal de orden 2 en 177, se integra viendo la & como constante. Un par de constantes para
cada ¢ dan lugar a dos funciones arbitrarias de & en la solucion. La ecuacién es parabdlica.

Si sélo aparece Uz, y una derivada primera: ’ Ugp+Dug=F* ‘ 0 ’ Ugp+E'up=F* ‘ .

La primera se resuelve haciendo ugs=v :1alineal v,;+D*v=F" se resuelve viendo & como
pardmetro. La v contiene una funcién arbitraria de & . Al integrarla para hallar la v aparece
otra arbitraria (de 77). Es andlogo si en vez de ug aparece uy; . La ecuacion es hiperbdlica.

Ni la ecuacion del calor u;—uy, ni ninguna eliptica son resolubles por este camino.

[En las EDOs de segundo orden habia dos constantes arbitrarias, aqui dos funciones arbitrarias.
Para aislar una tnica solucién de la ecuacién se deberdn imponer dos funciones dato].
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Otro ejemplo y el problema de Cauchy

Ej 3.] uyy + 5uyy +4up +3uy +3ux =9 | — B?~4AC =9, hiperbélica.
Uy =Ugg +8ugy + 16U
BeVEZaac _ 1, [€=X-Y _ u=—ug—du, 2 Z0EETEEnT B
= - _ — _ , Uxy = —Ugg—Sugy—4aduyy,
n=x-4y Ux=Ug+Uy B
> Uxx SUgg +2Ugpy +Upy

2A 4
—1, del segundo de los tipos citados.

Sustituyendo en la EDP se llega a: ugyy +uy =
up=v — vg=-v-1,v=pi(n)e¥-1 - u(& n=pp e +q(&)-n

, p, q arbitrarias.

La solucién general es: ’ u(x,y) =p(x—4y)e* +q(x—y)+4y—x

[La ecuacion similar uyy + Suyy + 4Uxx+3Ux = 9 — Ugy — %u,, - %ué— =—1, no es resoluble|.

(Qué datos pedir ala [E] L[u]=F de orden 2 para aislar una tnica solucién? Para una EDO de
orden 2 se daba el valor inicial de la solucién y de su derivada. En una EDP de primer orden se
daba el valor de u en toda una curva G (no caracteristica). Cuando [E] era resoluble habfa dos
funciones arbitrarias en la solucién. Todo lleva a plantear el Problema de Cauchy:

Hallar la solucién que tome unos valores dados de v y la derivada up
en la direccién del n normal sobre una curva G del plano xy .

[Geométricamente: hallar 1a solucién que contenga una curva dada y tenga
unos planos tangentes dados. La un serd casi siempre la uy ola uy ].
Cuando G esel eje x se tiene el problema de valores iniciales: hallar la
solucién que cumple u(x,0)=f(x), uy(x,0)=g(x).Y ocurre como en las de primer orden:
Si los datos f y g son derivables y el eje x no es una recta caracteristica
Teor. L . AR
de la EDP, el problema de valores iniciales tiene solucion unica.
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Ondas. D’Alembert. La cuerda finita

La de ondas es la tnica de las cldsicas resoluble a partir de su forma canénica. Para la cuerda
infinita es un problema bien planteado este problema de Cauchy:

u0)|  grx)
problema puro de Ut — Uy =F(x,t), x,teR Ef(X)
valores iniciales: u(x, O):f(X) s u,(X,O):g(x) :

| X

t
B? —4AC=4c?, hiperbélica. Caracteristicas x+ct=K . El teorema dice que hay

solucién Unica (y hay dependencia continua). La resolvemos para F=0:
§:X+Cf Uxx = Ugg +2U.§777 +U7]7] _A4n2 _ _ forma
{77=X—Ct ’ utt:CZ[Ufg—QU§,7+U,]n] » ~407Ugn =0, candnica

ug=p*(&), u=p(&)+q(n) . Lasolucién general de la ecuacion de ondas homogénea es:

‘ u(x,t)=p(x+ct) +q(x—ct) ‘ , con p y g funciones arbitrarias de C2.

) _ , ’ = (x) Py q' son las mismas
Imponiendo los datos; {PW) +3() =f(x) P+ () derivadas ordinarias ~ —>
p (6ot e’ (1900 = g -q/ ) = gt (Somadas bty

20" () =1 () +1g(x) , p(x)= 31 (x)+55 [y 9(s) ds+k , q(x) =31 (x) = % 9 (s) ds—k

fo la d
- ’ u(x, t)= 3 [f(x+ct) +f(x—ct) | + Zicfxx_zcttg(s) ds ‘ D()’Kilel;al‘)e:t

Para la cuerda finita tiene solucién tnica: u(x,0)=f(x), u(x,0)=g(x) (Se trata

ug —C?ux=F(x,t), x€[0,L],teR
cndd).

u(0,t)y=ho(t), u(L,t)=h.(t)

Sus extremos se mueven verticalmente segin hg(t) y hy (t) [caso particular importante es que
estén fijos u(0, t)=u(L,t)=0]. Siempre que hay extremos hay condiciones de contorno.
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Problemas para la pizarra (2-5 de noviembre)

2. Hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, escribirla en las variables (&, 17) ,
calcular su solucién general y la tnica que satisface el dato que se indica:

yuy —xuy =xy?

u(x,2)=0

Uy —uy=2(x+y)u
u(x,x)=1

Uy+ Uy =U+X

b)(dc19) u(x,0)=—x

a)(e2l) c)

3. Sea 2yuy+xuy = 4x2y . Hallar su solucién general y la tnica que satisface u(—2,y)=3y.
Precisar cudntas soluciones cumplen: i) u(x, x2) =0, ii) u(x, x?)=x*.

4. Sea (2x—y)uy+ xuy = yu. Resolver % = ZXX_y . b] Hallar la solucién general y la Gnica
que cumple u(1,y)=1. Escribir 2 soluciones distintas que satisfagan u(x, x)=¢e*.

1*(c2n19). Escribir uyy —uxx —2uy+2uy =4 en forma canénica y hallar su solucién general.

7. a] Hallar la solucién general y(x) dela EDO y”’+y=3.
b] Escribir la EDP uyy, —2uyy +uxx+u=x+y en forma canénica y calcular su solucién general.
(nuevo) Hallar la que cumple los datos iniciales u(x, 0) =uy (x,0)=0.

8. Dar la solucién general de la ecuacion de ondas ug — 4uxx = 4, x, t € R. Hallar, a partir de
ella y usando algtin otro camino, la solucion que cumple u(x, 0) =u;(x,0)=0.
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soluciones problemas pizarra (2N)

2. a) d% =—¥ , y=Ce™ Inx :g s . Caracteristicas.
[y = o ue™  un=xy=¢, u:p(f)+-’5n =|pCy) +xy2|.

Peor: { :;:);y — { Zf:y):j;iu” - u,,=—y2=—f]2 , u= P(f)"’ 7 —p(xy)+xy

Conel dato: u(x,2)=p(2x)+4x=0 — p(v)=-2v, u(x,y)=xy>—2xy = |xy(y—2)|.
b)|uy —ux=2(x+y)u %=—1, y+x=C. {f]::yy+x—> {Zi;“é””, up=2£&u, u= p(g)er'?,

caracteristicas u(x,y)=p(y+x) 62}/ +2xy

O bien: {izy” - {”y TUE s —up=2£u, u=q(&) e 28 =q(y+x) e—2y-22

=x Ux=Ug+up

Con el dato: u(x,x) =p(2x) e*°=1 — p(v)=e~¥*, u(x,y)= ¥ vy -20-x_|oy?
O bien: u(x, x)=q(2x) =1 p(v):e"z, ulx,y)=¢" Br2xyex-2y-2x2 7

— dy _ 1 Cx = 4 L[ E=y—x Uy = ug
) By oo (50 (255~

Up=Uutx=u+n. U:P(f)e’7+e"fe”’l7dn—p(g)e’7—77 1,
[o probando up = AT]+B]

[Obien: {f:y_x, {“y:uf”” - Up=utx=utn—&. u= p(§)e’7+§—77 1]

n=y Ux = —Ug
, p(v)=e", |ulx,y)=¢ —x—1]|.

[Comprobamos: u(x,0)=—x,yademds: uy+uy=e¢"—-1=¢"—x—1+x=u+x ]

Dato inicial: u(x,0) =p(-x)e*—x—-1=-x, p(-x)=e™*
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mas soluciones de EDPs de primer orden

-2
Uy=X “Uug+u
ly &rin

— a2y | Yo —cef @ g2 [E=mx7?
3. | 2yuy+xux=4axPy | =3 - y=ce/ @0 =2, {”:y —){ux=—2yx’3u§

2
2yuy=4xy , uy=2=2  u="L4p(£). |u(x,y)=xy+p(%)

. —yy—2
Obien { £77 uy=axy=4£n° > u=£En*+p(£)=x’y+p(}) .

[Solucién tnica pues X =—2 no tangente a las caracteristicas].

Imponiendo u(x, x?)=x*+p(1) =0 no habria solucién y con u(x,x?)=x* habria infinitas].
4. 2] ¥=Y4o y=%+1[oxax =S+x, x(y-x)=C. v,
L7

yy—x2 _&
b1 [@x =y +xun=yu]. ([ £29, uy=tu=(1+ 5)u, ump(e) e T |

u=p(xy—x?) >V u(1,y)=p(y-1) &7 =1, p(v)=e"",

[Unica por no ser tangente
x=1 alas caracteristicas]. //

[Bastanle més largo haciendo { ;";:;y X ] ”

Comprobando: u(1,y)=¢e. uy=(x=1)e", ux=(y-2x+2)e, (2x2 —2x—xy+y+xy—2x2+2x) e~ = ye-.

1

_x242x—y— — _ 1

‘u(x,y) = VX +2x—y 1:e(x 1) (y—x+1) ,
1

c] u(x,x)=p(0)e¥=e* — p(0)=1.Cada p derivable que lo cumpla nos da una solucion.
Hay infinitas soluciones (es dato sobre una caracteristica).
. 2
Por ejemplo, tomando p(v)=1y p(v)=e" aparecen u=e> Y y u=e¥ X+,
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mas soluciones pizarra (3-5N)

—4 BP-4AC=0 < E=xty | { Uy=ug—uy { Uy SUgg —2UgntUny
hiperbélica | 7 =x-y Ux=Ug+Uy ° UXX:U§§+2U§7]+U”77

— . Up=v— vg=v-1, v=p*(n)ef+1 = u=p(n)es +q(&)+n,

forma canénica ‘u(x,y) =p(x—y) ex+y+q(x+y)+x_y‘ ;Luec;iaéln

7. a] . pu==i. yp=3 aocjo (yp=A — A=3). ly:c1 cosx+czsenx+3‘.

B2-4AC=0 { E=x+y { uy=ug+uy Zyy fﬁés*ﬁl‘lfzﬁuzm
parabdlica n=y Uy =ug s xy=tgg &n

Uxx=Uge
= UpytU=Xx+y, nbtica - M=%, Up=& —
u=p(&) cos n+q(&) sen 77+§:‘p(x+y) cosy+q(x+y) seny+x+y‘ e
u(x,0)=p(x) +x=0— p(x)=-x | — —
{uy(xO) = (X)+g(x)+1=0 g(x)= L l”(X’y)‘(X+y)(1 cosy)"
— — L[ E=x+2t Uxx =Ug g +2U gy +Uny 1 | forma
8. Ondas: {77=x—2t ’ {un:4u‘f§—BU§il+4L:,,, > |Ug 4 | canénica
ug=—2+p*(&) . u=—EL+p(£)+q(n). u:tz—%xz+p(X+2t)+q(x—21), up=2t+2p" -2q'

dil- [ u(x,0)=—x2/4+p(x)+q(x) =0 X2 - 2
= | o 0) 20 ) 2 (-0 s o) =gy /PO =A00)= 5 <o lu=2e].

Meds corto es hallar una solucién de la EDP: v=2t2. Con w=u—v se convierte en la facil:

Wit — Wxx =0 (casualidad que
w(x,0)=w;(x,0)=0 seatan sencilla)

O D’Alembert no homogénea: u(x,t) = 4f0 X;[tt TT]] 4dsdt :f(;4[t—-r] dr :.

1%, uyy — Uy —2uy +2Ux

b] ‘ Uyy —2Uxy +Uxx +U=X+Y ‘

— w=0 — u=w+v=22,
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