4.4. Ondas. D’Alembert y separacion de variables

En 4.2 vimos que la solucion general del problema puro de valores iniciales homogéneo

u,t—cquX:O, x,teR

(P1) { u(x,0)=f(x), u(x,0)=g(x)

, P,q€C?,y que la solucién tinica de (P) venia dada por:

era l u(x,t) =p(x+ct) +q(x—ct)

x+ct ‘ formula de

’ u(x,t)= %[f(x*'d)*'f(x_d)] + é/—ct g(s)ds D’Alembert

X

Su solucion es suma de dos ondas que viajan a velocidad c, una hacia las x crecientes y
otra hacia las decrecientes. A la vista de D’Alembert, llamando G(x) = 5 fOX g(s)ds:

q(x)= %f(x) —G(x) vahacialaderechay p(x)= 1Ef(x) +G(x) va hacia la izquierda.

Ej 1. Supongamos f=0 salvo una perturbacion tridngular en torno a 0
y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0).

Dibujemos la solucién para diferentes t. Bastara trasladar las dos
ondas que viajan en sentidos opuestos [aqul’ ambas son %f (x) ]:
1=12¢ 2

}

1 1

Ha sido fécil dibujar la solucién [mucho mds cuesta dar su expresion analitica]. Los picos de
la f inicial siguen indefinidamente y van también a velocidad c. Para que u sea solucién
(02 ), debe fe c? y g€ C'. Si es continua pero no C2, como ésta, se llama ‘solucién débil’.
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D’Alembert con fuerzas externas

—Puy=F(x,t), x,teR

u(x,0)=f(x), ur(x,0)=g(x) | &

Se prueba que la solucién del problema | (Py) {

u(x, t):%[f(x+ct)+f(x—ct)] + é/xt g(s)ds+ 20/‘/)( e F(S,T)deT [DA]

u(x,t) sélo depende de los valores de f en x—ct y x+ct [puntos de corte con el eje x de las
caracteristicas que pasan por (X, 1) ]ydelosde g en [x—ct, x+ct] . Al intervalo se le llama dominio
de dependencia del punto (x, t) . Se prueba que el recinto de la integral doble es el tridngulo limitado
por 7=0 y esas caracteristicas. Asi pues, para dar la solucién U en un punto (x,t) se necesita s6lo:
i) los valores de F en el tridngulo, ii) los de g en su base, iii) los de f en los dos puntos.

Ut — Uxx =2

Ej2. u(x,0)=x, u;(x,0)=3

Utilizando directamente la dltima férmula [DA]:

u= 3O +(x=t)|+3 [ X+t3ds +5 [ f“[[rt TT]] 2dsdt = x+3t+2fot [t-7] dT = x+3t+2 .

A veces es facil hallar una solucién particular v de la ecuacién no homogénea y asi evitar el
célculo de la integral doble, pues w=u—v conduce a un problema mds sencillo con F=0,
(esto no se podrd hacer siempre si hay condiciones de contorno, pues podrian dejar de ser
homogéneas). Por ejemplo si F depende s6lo de x o de t se puede buscar v(x) o v(t):
Wit — Wxx=0

w(x,0)=x+x%, w(x,0)=3
> w=F[(x+H)+(x+) 2+ (x—1)+(x—1)?] +fXX_+[t 3ds = x+x2+12 43t — U=x+3t+t2.

—Vix=2 = v=—X2+Cx+K —si v(x)=—x, w cumple {

Wit — Wxx =0

_ _ 2
w(x,0)=x, w;(x,0)=0 — W=Xx — U=x+3t+t°.

V=2 — V([):t2+3t — {

Pepe Aranda ecuacién de ondas - 2/16



Cuerda semi-infinita

(Ps) { U —C2Uy=0, x>0, teR [para que no esté rota,
3 Vu(x,0)=f(x), ur(x,0)=g(x), u(0,t)=0 debe ser f(0)=01].

D’Alembert exige funciones definidas Vx y f y g no lo estdn cuando x <0. ;Cémo extender
estas funciones a todo R? Si llamamos f* y g* a sus extensiones se debe cumplir la condicién:

— 1 * 1t _ -
u(0,t) =% [ (ct)+f*(=ct) |+ o ¢ 97(s) ds=0, . ‘_f:?g V—\fog o~
luego f*y g* han de ser impares respectoa 0, DT N

es decir, f*(—x)=—f"(x), g"(-x)=-g"(x) .

Asi pues, la solucion de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

{ Ug — c2uXX:O,x,teR

u(x,0)=f*(x), ur(x,0)=g"(x) ’
pues u cumple la ecuacién, las condiciones iniciales para x >0,y la de contorno. El problema
del uso de [De] es que f* y g* tienen, en general, diversas expresiones en distintos intervalos.

ux =4[ Gera) +1* (x-ct) ] + 5 [ ' 4(s) ds | [Del
x—ct

Resolvamos ahora el problema mds general con fuerzas externas y extremo mévil:

(Pa) { U —C%Uxc= F(x,t), x>0, teR [debe ahora ser
4 L u(x,0)=f(x), ut(x,0)=g(x), u(0,t)=hg(t) f(0)=ho(0) 1.

Primero debemos hacer la condicién de contorno homogénea, hallando una v que la cumpla
y haciendo w=u-v, ya que entonces serd w(0, t) =0, aunque probablemente se complicardn
la ecuacién y el resto de condiciones. La v mds clara (no siempre la mejor) es: v(t)=hg(t) .
La solucién del problema en w la dara [DA] si sustituimos sus f, g y F porlas f*, gy F*,
siendo ésta ultima la extensién impar de F mirandola como funcién de x .
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Ejemplo de cuerda semi-infinita

ug—uxx=0, x>0,teR

Eid | L(x,0)=u(x,0)=0, u(0, 1) =£2

Hallemos primero simplemente u(1,2) .

Para anular la condicién de contorno podemos usar la v citada:

Wit —Wyx = —2 Wo—w _{ 2, x<0
w=u-12 > { w(x,0)=w;(x,0)=0 — { t~Wax=1_2,x>0 _,
w(0,1)=0 w(x,0) =w¢(x,0)=0

w(1,2)=3 [[ F*=3[(2) drca M +(-2) érea&] =-3 > u(1,2)=—3+4=1.
[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el célculo de integrales dobles.
Con otra F habria que hacer 3 integrales dobles, una para el tridngulo y 2 para el trapecio].
Pero podriamos conseguir un problema sin F, haciendo el cambio con una v mejor.
Tanteando se ve que v=x2+t?> cumple la condicién y también la ecuacién:

Wit —Wxx =0 Wit —Wxx =0, x,t€R
w=u-v — { w(x,0)=—x%, w;(x,0)=0 — { w(x,0)=F*(x)
w(0,1)=0 wi(x,0)=0

S w(1,2)=1[f(3)+(-1)] = -4 > u(1,2)=5-4=1.

Con el segundo cambio no es dificil dar la u(x, t) paratodo x,t>0 (con el primero costaria
mucho). Esta claro que hay que considerar dos posibilidades, pues, aunque x+t es positivo,
x—t puede ser también negativo, y la f* tiene expresiones distintas en cada caso:

-3 x+t)2+ L (x-t)2=-2mx, x<t (x-1)2, x<t
0, x>t

[Como las ondas viajan a velocidad ¢=1 los puntos a distancia >t debfan estar parados en el instante t ].

w=1§[f*(x+t)+f*(x—t)]={ - u={

—%(x+t)2—1§(x—1)2:—x2—tz, x>t
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Cuerda finita (tnica resoluble por separacion de variables)

ug—C?ux=0, x€[0,L], teR
®s) {u(x, 0)=1(0 u(x.0=g(x) | N TTo,

0 L u(0,t) =u(L,t)=0

Para hallar su solucién tnica usando D’Alembert extendemos f y g a [—L,L] de forma
impar respecto a 0 y luego de forma 2L-peri6dica a todo R:

f(=x)==f"(x) . f"(x+2L)= f*(X) , g( X)==g"(x) .g" (x+2L) =g" (x) .

[Entonces f* y g* también serdn
impares respecto a L y tendrdn,
en general, infinitas expresiones].

Utt—CZUXX :0, X,tER

La solucién de (Ps) se obtiene entonces aplicando [De] a { . " .
o) plicando IDE2 1 (x, 0)=F(x) . ur(x,0)=g" (x)

u(x, 0) :f(X) , U((X, O) :g(x) (hay fuerzas externas y

movemos los extremos)

ug—C?uxc = F(x,t), xe[0,L], teR
Si queremos resolver | (Pg) {

u(0,t)=ho(t) , u(L,t)=h.(t)

primero se halla una v que cumpla los datos de contorno y se hace w=u—v . Tanteando con

funciones v=a(t)x+b(t) se ve que una posible v es ‘V(X, t)= [1 —f]ho(t) +5h(t)].

La solucién del problema en w vuelve a venir dada por [DA], poniendo en vez de sus f, g y
F, las extensiones impares y 2L-periddicas f*, g* y F* (vista F como funcién de x ).

Pepe Aranda ecuaci6n de ondas - 5/16



Ejemplo de cuerda finita

ugp—uxx=0, x€[0,1], teR

(Puede representar la
Ej4. | u(x,0)=f(x)={}" 05’1‘/521</f<1 pulsacién de la cuerda

ur(x,0)=u(0, ) =u(L, ) =0 de una guitarra).

Es muy complicado hallar explicitamente u(x,t) = % [f* (x+t) +f* (x—t)] Vx,t pues f*
tiene infinitas expresiones y habria que discutir en qué intervalos se mueven x+t y x—t:
1/2

/\ y\ —1—)( -3/2<x<-1/2
1

£ (x) = x, —-1/2<x<1/2
0 ) 1-x, 1/2<x<3/2
\/ X—2, 3/2<x<5/2
Algo més sencillo, pero atin largo, serfa dar la solucién paraun t oun x fijo. Pero si es muy
facil hallar v paraun (x,t) dado. No se necesita siquiera la expresién de f* . Por ejemplo:
1 1[pr(13 «(_ 1 1[pe(_3 w(_3 3 1
u(3.3) = 2 [F(R) + (=) = 2" (-8 + (=) = ~1(3) =3

7-
f* es 2-periédica f* es impar

Tampoco se precisa la expresion de f* (si su grafica) para hacer dibujos basta trasladar a

izquierda y derecha %f*y sumar . Por ejemplo, dibujemos u(x, 1)=3 [f*(x+3)+* (x—1)]:
u(x,1/4)
4l

4
El maximo de la gréfica de Ef* (lade f* con la mitad de altura), se ha ido al
ir hacia la izquierda hasta (1/4, 1/4) y al ir hacia la derecha a (3/4,1/4) .

Al sumar dos rectas con la misma pendiente sale otra con el doble, y al sumar
dos con pendiente opuesta queda una constante.

Las complicaciénes de D’Alembert desaparecen sélo cuando las funciénes
extendidas son las propias funciones iniciales, es decir, si son ellas mismas impares y peridicas. Si f(x) =sen 71x fuese
nuestra f, simplemente la solucién Vx, t serfa u(x,t)= [sen (x+t)+sen(x— t)] =senxcost.
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Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema homogéneo para la cuerda con extremos fijos ya resuelta extendiendo
los datos y aplicando D’Alembert. [Si no fuesen cero los datos de contorno se haria w=u—-v y
en problemas no homogéneos se probarian series de autofunciones del homogéneo]

ug — cPuy =0, x€[0,L], teR

(®s) | u(x, 0)=F(x), ur(x,0)=g(x) , u(0,t)=u(L, t)=0

Separando variables u=X(x) T(t) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:
X' 1T X"+AX=0, X(0)=X(L)=0 — A, _"—” , Xp={sen 2%
X=gT="1"
¢ T +Ac?T=0 n=1,2, ...

Para esos A, sonlas Tp=kp cos"’[et +cn sen"%d n=1,2

=
Probamos, pues: | u(x,t)= Z [kn cos 2Z€L + ¢, sen 27€ | sen 22X
=1

con K y cp constantes que debemos determinar. Para que se cumplan los dos datos iniciales:

u(x,0)= 3" knsen X =f(x) — ’kﬂ—Lfo f(x)sen® dx, n=1,2,.

n=1

ur(x,0)=>" ey sen X =g(x) —

n=1

—nm/o g(x)sen dx, n=1,2,.

Para ciertas cuestiones (valores, dibujos, ... ) es mejor D’Alembert, pero la serie muestra mejor otras propiedades. Por ejemplo, u
es % —peri6dica en t por serlo las Tp . Observemos ademds que la soluci6n aparece como suma infinita de ‘modos naturales de
vibracién’ [sen m] cada uno vibrando con una frecuencia nnc (‘frecuencias naturales’ de la cuerda). En términos aciisticos el

primer término da el tono fundamental (de frecuencia ”C )y los demds son ‘arménicos’ (de frecuencia miltiplo de la anterior).

Pepe Aranda ecuacién de ondas - 7/16



Ejemplos de ecuacion de ondas

U= uxx=0, x€[0,1], teR (Ejemplo 4 de antes que podia
Ej4*. | u(x,0)=f(x) :{ ’1(_’)(05:/521</§<1 representar la pulsacién de la
ur(x,0) =u(0, 1) =u(L, ) =0 cuerda de una guitarra).

Basta copiar las férmulas halladas: u(x,t)= Z kncosnmt sennmx (2-periddica),
n=1

_orl/2 1 _ __4 nT (—0 o
con k,,_2f0 xsennnxdx+2f1/2(1—x)senn7rxdx_---_Wsen%(_o si n par).

[Pulsando la cuerda en el centro desaparecen los arménicos pares. También aqui todo serfa muy simple si f(x)=sen 7x,

pues no habria que hacer integrales: u(x, 0) :2;1";1 knsennnx=sen ix — ki=1 yresto 0 — u:costsenx],

Ei s, | Ut~ U =0, x€[0,n],teR a) Resolverla por separacion de variables.
J ut(x,0) =x, u(x,0)=u(0,t)=u(n,t)=0 b) Hallar u(2,2) con D’Alembert (y comparar).

a) Rehacemos célculos desde el principio. De los datos 0 se deduce X (0)=X(7)=T(0)=0.

X" +1X =0 5 _ T”+AT=0 _ _
{X(O)=X(7r)=0 — Ap=n°, Xp={sennx}, {T(O)zo — Tp={sennt}, n=1,2,...

o o o
_ _ _ _ 2(71)n+1
u=Ycpsenntsennx. us(x,0)= ) ncpsennx=x — u(x,t)=>" S—F—senntsennx .
n=1 n=1 n=1
_2(n _ _2cosnnm
pues ncn—;f[J Xsennxdx=—S2220 /
1 X+t :

b) u=3 [,_, 9, g" extensi6n impar y 2r-periddica de x . 71!;

u(2,2)=4 [Tsds+} [*(s—27) ds=4—dn+n2=(n-2)2.

[Con 10 términos de la serie con x=t=2 se obtiene u(2,2) ~ 1.3047 yes (7 —2)2 ~1.3032 ]
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Ejemplo final (no homogéneo para onda con rozamiento) y reflexiones generales

Ei 6 Up+2Ur — Uy = (1+2) sen x, x € [0, 7], teR | Separando varilzllbles”en la/ homogénea:
IO u(x,0)=u(x,0)=u(0, t) =u(x, t)=0 u=XT — XL -T2y,
{;I(/OK/D;:(?{) 0= Xn:{sennx} n=1,2,... [y T+ 2T, +AT,=0 que aqui no se usa].

Llevamos a la EDP: u(x,t)= ZT,,(t) sennx — Z [T} +2T)+n?T,| sennx=(t+2) senx.

ya desarrollada
Ademids: u(x,0) ZT,,(O) sen nx=u;(x,0) ZT’(O) sennx=0 = T,(0)=T,(0)=0Vn.
" " T +2T{+Ty=t+2
) T1(0)=T{(0)=0
Ti= (ci+cot) e+t [u=—1 dobley Tip=At+B] Ll ux,t)=t(1-e ") senx.

Todas las EDOs son homogéneas con datos nulos (y es T, =0) menos {

Reflexiones generales sobre el método de separacién de variables.

Todos los problemas vistos estaban formados por una EDP lineal L[u]=F, con L lineal (es
decir, L{aui+bug]=al[us]+bL[uz] )y unas condiciones adicionales lineales también.
Siempre hemos tenido primero que garantizar que fueran las condiciones de contorno =0.

En los problemas homogéneos buscamos soluciones de la EDP que eran productos u=XT ,y
ello nos llevé a unas X, autofunciones de un problema de contorno y unas T, soluciones de
otra EDO también homogénea. Construimos la serie u(x, t) =2, ¢y Tn(t)Xn(x) y fijamos los ¢y
imponiendo la condicién inicial (o las condiciones) y haciendo desarrollos de Fourier.

En los no homogéneos llevamos a la EDP una serie hecha con productos de autofunciones X,
del homogéneo por funciones T, (t) a determinar. Resolviendo la familia restultante de EDOs
lineales no homogéneas, con los datos que se deducian de los iniciales, obtuvimos la solucién.
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Problemas de ondas para la pizarra

Ut —4uxx=0, x€[0,7],teR . .
17. Resolver { u(x,0) =0, ty(x,0)=sen3x 2 For separacion de variables.
u(0, ) =u(nx, t)=0 b] Utilizando, razonadamente, D’Alembert.

3(sp20). a] Calcular la solucién de T+ T = 2e~! que cumple T(0)=1, T/(0)=0.
Ut — Uxy = Ze—tsen X, X€E [O , 7T] ,teR [Llevar serie con autofunciones del ho-
b] Resolver {

. mogéneo ala EDPy alos datos inicia-
u(x,0)=senx, ut(x,0) =0, u(0,t)=u(n,t)=0 les y calcular la tinica T, (t) no nula].

Ut —Ux=0, x€[0,27], teR  Dibujar u(x,7) y hallar suexpresion con
20. Sea { u(x,0)={ gse";(e’[); Eg:r]r] . D’Alembert. Resolver por separacién de
ur(x,0)=u(0, t)=u(2x,t)=0  variables y comprobar.

ug—Uyx=2x, x,teR

16. Poner en forma candnica y resolver por diferentes caminos: b) { u(x, 0) = (x,0)=0
,0)=ut(x,0)=

{u"—uXX:O,xzo,teR i) U((5,2)),
19. Sea _ _[2x-x2, x€[0,2] _~ . Hallar: ii) u(3,2),
u(x, 0) =0, ur(x, 0)={g" 7\ e "™ u(0,1)=0 iii) u(1,2).
Ut —uxx=0, xe[0, ], teR [Separar variables u=XT , hallar las Xp ylas Ty,
21. Resolver U(X, 0) =0, ut (X, 0) =X . usando todos los datos =0, y calcular los coeficientes
Uy (0, [) =Uuy ( T, t) =0 de una serie imponiendo el dato inicial no nulo].
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Soluciones de problemas hechos el 19N

Uy —4ux=0, xe[0,n],teR ) =XT x” T __] X" +1X=0
17. | u(x,0)=0, ut(x,0) =sen 3x al u(x, 1) ’ T - {X(O)ZX(")ZO
u(0,t)=u(m,t)=0 — A,=n?, n:1,2, ..., Xn={sennx}.
17 _ d.i.
Y ademads { ;(0*)4:’107—_0 , 12+4n?=0 — T=cy cos2nt +cp sen 2nt =5 ¢1=0, T,={sen2nt}.

Cumple la EDP, u(x,0)=0 y los datos de contorno la serie: u(x,t)= Z Cpsen2ntsennx .
n=1

Del otro dato inicial: u;(x,0) = Z 2nc, sennx=sen3x — 6c3=1 y el resto de los ¢,=0.
n=1

La solucion es por tanto: ‘ u(x,t)= 6 sen 6f sen 3x

(facil de comprobar).

b] g(x)=sen3x es impar y de periodo 27t y su extensién g* es ella misma. D’Alembert da:
1 [x+2t . 4 px+2t

_ _ _ _ cos3s]x+2t sen 6t sen 3x
u=3 [ g =3[, sen3sds=—cs3 | — 12[cos(3x 6t)— cosggxs-:st)] senfbtsendx

t ci+1=1,

~t
© Gpo1=0, 02_1 T=e '+sent.

3(sp20). a] p==i. Tp=Ae™'—> A=1, T=cycost+cosent+e”
_ X" +AX=0 [formulario y _ —
b] u(x, t)=XT _’{X(o) X(n) 0 dmosdemmomo] — Xp={sennx}, n=1,2, ...

Probamos en la EDP: u= Z Tn(t) sennx — Z [Ty +n?T,] sen nx=2e~'sen x (yaese:ea;;‘s’;lada

n= 1 n=1
Los datos inciales: u(x,0)= Z T»(0) sen nx=sen x (desarrollada), Ut(x,0)= Z T,(0) sennx=0
=
— T1(0)=1, T’(O):O y para n>1 se deduce que Tn(O):T,',(O):O — Tp>1=0

—t
Basta resolver {7T_ (O)T‘ 1.71(0)=

4 (hechoenal). La solucion es ‘u(x, t)=(e"'+sent) senx ‘ .
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Otra solucion (usando D’Alembert y separacion de variables)

U —Ux=0, x€[0,27], teR u(x,t)= % [f*(x+t)+f*(x—t)] ,con f* extensién impar y
20. | u(x,0) _{ 2senx, x€[0,7] 4 -periddica de f. Para dibujar u(x,7) basta llevar %f
. ’ - 0

, xe[m,2x] . . . ) .
U (x,0) =u(0, ) =u(27, ) =0 aizquierda y derecha 7 unidades y sumar las gréficas.

[Sélo queda lo que va a la derecha con la mitad de altura].

Si x e [0,27] siempre x+m € [n,37], x—7we[—-m,n] (enél f'(x)=2senx, por ser impar):
u(x,m)=% [ (x+m)+ (x— )| =1 [0+2sen(x—x) | =[=senx] Vx€[0,2n].
_ X"+AX =0 T'+AT=0 _ t
u_XT_)<X(0):X(27r):O’ A= Xn=fsenF} 0=tz y {7050 = Ta={cosg}.

u(x,t) —chcos Msen X — u(x,0) —chsen 14 {gse"jeff [zoﬂ]”] =
n=1 ’

n n
nx n 1 sen(§71)7r sen(§+1)7r

cn—27rf0 25enxsen2 dx—ﬂf0 [cos —1) —cos X]dxr;z”[ g_1 — §+1
25en 8sen 2 0, n=2m
1 1 2 m _1rr —
= — -1 .Yes co=— 1—cos2x|dx=1.
I3 [ +2 2] T x(n?-4) {”7(2;_3)2_4,n:2m—1 2 nfo [ ]

— u(x, m)=—senx, pues

s(2m—1)r sen (2m;1)x (2m—1)7r_0
=0,

o
u=costsenx + %
o cost=-1, cos
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Y el problema anterior utilizando el Maple

Definiendo la extension (funcién a cachitos) y creando el dibujo animado (estd en el campus):

_ problema 20

> f:=x->piecewise(-5%Pi<x and x<-3%Pi,2xsin(x),
-3%Pi<x and x<-Pi,0,-Pi<x and x<Pi,2*sin(x),Pi<x and x<3%Pi,0,
3%Pi<x and x<5%Pi,2xsin(x),5%pi<x and x<7%Pi,0):
plot(f(x),x==5%Pi..7*Pi,thickness=3);

AN N
Vv "U "V

[> with(plots) :us=t->1/2%(f(x—t)+F (x+t)):
animate(plot, [u(t),x=0..2%Pi],t=0..4%Pi, thickness=3, frames=201);
t=0.

2

1

H1a
©
|3
A
|3
oy
|3
©
|
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Y ahora por separacion de variables (arriba 5 términos y abajo 10)

> Xn:=sin(n*x/2):
cn:=int(f(x)*Xn,x=0..2%Pi)/Pi assuming n::integer:
c2:=int(f(x)*sin(x),x=0..2%Pi)/Pi:S:=k->sum(cnxXn,n=1..k):
[c2,cn,S(5)];plot([f(x),S(3)],x=0..2%Pi,thickness=[3,2,2]);
. (nm [ x . (3x . (S5x
l _SSln[ 2 ] 85m[2) 851n[ 2 ) - Ssm[T]

s + sin(x) +
(n’ 74)

2l

1.5

0.5

> vi=t->cos(t)xsin(x)+8/Piksum( (- 1) “m/ ((2*m-1)"2-4)%
cos((2xm=1)xt/2)*sin((2xm-1)*x/2),m=1..9):
plot([v(0),v(Pi/2),v(Pi),v(2%Pi)],x=0..2%Pi,thickness=3);
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Una cuerda infinita (y, por tanto facil) por varios caminos

Ut —Uxx=2X, X, t€R L. .. =
=V Las caracteristicas de la ecuacién de ondas son: { ¢ =xd
u(x,0)=us(x,0)=0 n=x-t

- E+n=2x

Ut =Ugg —2Ugqy+Unny

16. b)

forma candnica.

Podemos utilizar D’Alembert directamente:

T asdsdr= [ [S ] ge= flax[t-T] dr = x[- (t-1)2] = [x3].

-1
u(x.H=3fy —[t-7] X—[t-7]
O, por ser v=-— %x3 solucién de 1a EDP, con w=u—v tendremos una homogéna mads facil:
wit — Wxx =0 _1 3 311,32 ,_ _ 2
{w(x,o):xs/B, w(x,0)=0 W_G[(XH) +x=t) ]_3X AT, uswrv= T

Mucho peor es calcularla con la forma candnica de arriba. Resumiendo algo los célculos:

ug ==z En—gn*p(€), u=—gEn(E+m)+p(£)+q(n) =5 (x®—x*)+p(x+t)+q(x~1),
Xty ol (x—p) L [u(x,0)==x®/4+p(x) +q(x) =0 - 81
w==g+p ) =g () = 0 e (010 5 pl)=atn) /- PO=A0) =
[No tiene sentido separar variables, pues es en todo R y no hay condiciones de contorno
y, por tanto, ni autofunciones ni series de Fourier que son la base del método].
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Ultimas soluciones (uno sélo D’Alembert y otro separando variables)

X+t

Ut —Uxx =0, X>0 t€R | Lasoluciénes u(x,t)=3 ,_; 9" (s) ds, con g" extension

19. 0 2x-x2, x€[0,2] 2x+x2 si x€[-2,0]
ut(x,0)= {0 x€[2,00) impar de g atodo R: g*(X):{ 2x—x? bsli xe0,2]
u(x,0)=u(0,t)=0 0 enelrestode R

. 7 7 1|--- 2 *
Entonces: i) u(5,2)=3% *=1/"0ds = . N2 g
) u(s,2) 2f3 2f3 [o] o V\z .

i) u(3,2 2582 ds—. - : 1
(3,2)= 2/ g'= 2/( ) 2mz\i’/
iii) u(1,2)=5 “ = 1 [%(2s-8? ds:.
iii) u(1,2) 2/_1gg*impar2f1 ( ) 3
U=t =0, x€[0, ], teR | y=x(x) T(t), X A o [ X rax=0
21. | u(x,0)=0, us(x,0)=x 0T, {x (0)=X"(7)=0
uy (0,t)=uyx(m,t)=0 — A,=n%,n=0,1, ..., Xn:{cosnx} [con XO:{1}].
(TV4AT=0 2, o_ T=ci+cat — To={t}
Y ademds T)=0 - K7 =0 - T=cqcosnt+cosennt — Tp={sennt}, n>1

Satisface EDP, u(x,0)=0 y datos de contorno la serie: u(x,t)= %Ot + ch sen nt cosnx .
n=1

o
o o e . _ CO _ _ 2 T _ . .
El otro dato inicial da: u;(x,0)= 7+ch,,cosnx_x — CO_E/O xdx=m,ysinx1:

n=1
Cn nnfo xcosnxdx— sennx]o—n—/0 sennx dx= £~ [( 1)1=1] (se anulasi n par).
Luego u:%t—%[sentcosx+%sen3tcosfﬂx+-~-]‘:gt—% %cos@n—ﬂx.
n=1
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