4.5. Separacion de variables para Laplace. Ideas de unicidad

Los problemas para Laplace son de contorno. Los dos mds importantes son:

dominio
acotado

Problema Au=F en D Prol‘ilema Au=F en D D
e

Diric?llet: (Pp) { u=f en 8D Neumann: (Pn) { un=f en 8D

con D abierto acotado y un derivada segtin el vector normal unitario exterior n.

Si la ecuacion estd describiendo una distribucién estacionaria de temperaturas en una placa, en (Pp) fijamos la temperatura
en el borde y en (Py) el flujo de calor en direccién normal al borde. Los problemas de valores iniciales no se llevan bien
con Laplace pues pueden no tener ‘dependencia continua’ (variando poco los datos, varian mucho las soluciones).

(Pp) es un problema bien planteado (en los apuntes se prueba su unicidad).

Pero para que (Py) pueda tener solucién es necesario que F y f satisfagan la relacion:

// Fdxdy = ?{ fds [b_asta apl{car el teorema de la
b £h) divergencia a Vu para verlo],

y si el problema de Neumann (Py) tiene solucion, esta contiene una constante arbitraria.

Se dice que (Py) ‘tiene unicidad salvo constante’, situacion que es esperable, pues ecuacién y
condicién de contorno sélo contienen derivadas.

Ademds se imponen a Laplace condiciones del tipo u+aup=f, a>0, y aparecen problemas
mixtos con condiciones tipo Dirichlet en parte de 9D, en otra parte de tipo Neumann... Todos
tienen significado fisico y todos tienen solucion vnica.

Resolvemos problemas homogéneos y no homogéneos, en cartesianas y polares, de Dirichlet, de
Neumann y mixtos. En cartesianas el problema de contorno serd en x oen y segin convenga,
pero en polares serd siempre en € (para la EDO habitual, preferible a la de Euler en r).
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Dirichlet en rectangulo

Dirichlet Au=0, en (0,a)x(0,b) i b
homogéneo [P4] { u(x,0)=f(x), u(x,b)=fy(x) qw) )
en un rectingulo u(0,y)=0go(y). u(a.y)=ga(y) o

Basta resolver los 4 problemas obtenidos anulando 3 de las 4 funciones y sumar las soluciones.
uX,y)=Xx)Y(y) — X"Y+XY"=0 —

X" +AX =0, X(0)=X(a)=0
Y —Y=0, Y(b)=0
[poniendo —A salen X"/ —=AX=0, Y +AY=0].

Au=0, en (0,a)x(0,b)
Resolvamos: | ¢ u(x,0)=f,(x) A A {
u(x,b)=u(0,y)=u(a,y)=0

El problema para X tiene solucién no trivial si A= , Xp={sen2ZX} n=1,2,.

Para esos A, es Yp=cq e"/24cy e~ "7Y/2 pero nos interesan las que cumplen Y (b)=0:

c2:_c162nnb/a N yn:C1en7rb/a(enn[y—b]/a_enzr[b—y]/a) R Yn:{sh nn[atH/J}

Probamos: | u(x,y)=>" ¢y sh@ sen2ZX | u(x,0)= Z ¢ sh2Z2 sen 22X = £, (x) .
n=1 n=1

Suponiendo f, € C' a trozos, los ¢, vienen dados por: ’ Cn sh"’”’ 2f0 fo(x) sen 12X dx ‘

Andlogos son los otros 3 problemas. Uno con estas mismas X, y dos con las Y, = {sen%} .

[En la practica, anulando términos con cambios W =u—V , 0 menos subproblemas se llega a la solucién.
Lo tnico necesario para separar variables es que sea U=0 en x=0,a obienen y=0,b].

[En los apuntes se ve también aqui el problema no homogéneo de Dirichlet].
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Un ejemplo mixto en cartesianas

Ya dijimos que los problemas con parte Dirichlet y parte Neumann tienen todos solucién tnica.

Uxx +Uyy =0, (x,y)€(0,1)x(0, ) Como en el [Pq], llevard

Ei2. u(x,0)=uy(x, m)=u(0,y)=0, u(1,y)=1 u(x,y)=Xx)Y(y) a

X" -AX=0, X(0)=0 2

" — -V’ =
{ Y7+AY=0, Y(0)=Y'(n)=0 _ An=(BELE  yomfsen @)

Para esos A es X =cqe@=Dx/2 g e~ (20~ 1)’(/2)((—7) co=—C1, Xp= {sh (@n— ”X}
0)=0

©
Probamos entonces u(x,y)= Z Cn shi(zn?)x seni(zn;)y .

n=1

Para precisar las ¢, imponemos el dato u(1,y)=1 que falta:

2n-1_2 [T @n-1y 4 _ 4 (@n-1)n
Cn sh <= = ?/o sen ~—5—dy = ~5 [1-cos =527 ]

_ % (2n 1)x (2n—1)y
U(X,,V)—Z 7 (2n- 1)sh2" 7 sh 2 -
n=1

Se prueba que las soluciones u de Laplace dadas por las series son realmente soluciones. Si los datos con cla
trozos (incluso si son discontinuos como en este ejemplo), la u tiene infinitas derivadas en el rectdngulo abierto, es
Au=0 ahiy se toma el valor de contorno con continuidad para los puntos del borde en que los datos son continuos.
La situacién serd totalmente andloga en el circulo. La situacién es parecida a lo que ocurria con la ecuacién del
calor, pero no con la de ondas, en la que los picos iniciales se mantenian indefinidamente.
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Problema de Neumann no homogéneo en un cuadrado

Au=F(x,y), en (0, )X (0, )

(Pl {uy(x, 0) =ty (x, ) =ux (0, y) =uy (7, ) =0

Sabemos que separando variables en Au=0 salen X”’+AX=0, Y”-AY=0.Y los datos nos dan
X' (0)=X"(x)=0,Y’(0)=Y’(x)=0.Podemos escoger {cosnx} 6 {cosny}, n=0,1, ...
Por ejemplo: u(x,y) = Xo(x) + ) Xp(x) cosny —
n=1
oo 5 oo
X7+ Xy —n?X,] cosny = % +3 Ba(x)cosny, By(x)= %/()”F(X, y)cosnydy .

n=1 n=1

Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:
X[ = %Bo: %fO”F(x,y) dy, X/V-n?X,=Bn,n>1, con X,(0)=X/(x)=0.

Las X, si n>1 quedan determinadas (el homogéneo, como vimos en 3.3, tiene s6lo la X=0).
Pero X'=0, X7(0)=X{(7) =0 tiene sol;:ciones no triviales ({1} ) y, segtin 3.3, para que haya
solucion para Xy es necesario que sea fo 1-By(x) dx=0. Es decir, [P2] tiene solucion sélo si

’ /OnfonF (x,y)dxdy=0 ‘ y entonces hay una C arbitraria (coherente con lo dicho en 4.2).

Ej 1. Resolvamos cuando |F(x,y)=x—a|. Sélo hay solucién si ff F=0, esdecir,si a=% .

Entonces nos queda XJ'=x— Z - pues, por suerte, F(x,y) yaestd desarrolladaen {cosny} .

Por esta misma razén los By, y por tanto los X, , sonnulossi n>1.
Integrando e imponiendo X’(O) X’ (7r)=0 obtenemos u(x,y)= 6x - x2+ C.

lSl hubiéramos probado u(x,y)= Z°° Yn(y) cosnx habria sido necesario desarrollar en serie].
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Laplace en polares. Dirichlet en un circulo.

Au = u,,+}u,+rl2uf;g= 0, enr<R

Dirichlet | [Pp] {U(H,H):f(e) “oelo.2n)

2rr R o 0”+10 =0
u(r, 0)= R(r©(0) — CAE = 87— ) _, { f(e)

r2R”+rR’ - AR=0
Parece no haber condiciones para ©, pero estd claro que la solucién debe ser 27-periédica en
6, es decir, debe ser ©(0)=0(2x),0’(0)=0’(27) . Para el problema peri6dico sabemos que:
Ap=n?,n=0,1,2,..., 0g(0)={1}, ©,(0)={cosn@,sennd} .
Las R asociadas a esos autovalores son (ecuaciones de Euler con y?—n?=0 )
Ro(ry=ci+calnr, Rp(r)=cir"+cor™" sin>1.

Para ser C? la solucién debe estar acotada cuando r — 0 (y fisicamente es también necesario),
asi pues co=0 en ambos casos. Probamos, pues:

u(r,0)=% +i r"[ap cosn@+bysennd] | — %2 +iFn‘” [an cosn@+b,sennd] = £(6)

n=1 n=1
2 2
- ’ an=—fm o F(0) cosn0d0 ., n=0.1, ..., by=—ts [7(0)senn0dO,n=1.2, ... ‘

Como siempre, si el problema fuera no homogéneo llevariamos a la EDP y al dato de contorno
la serie con autofunciones del homogéneo:

u(r,0)=ag(r) +i [an(r) cosn@+b,(r) sennd].

n=1
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Ejemplo de Dirichlet no homogéneo en un circulo

Ur+ +“f9 =4, r<1

Ej 3.
J u(1,9)—sen29

u=ag(r) +i [an(r) cosn@+b,(r) senn®] —

n=1

ay+1al +Z [ay+1a) - —anl cosn@ +|by+1b] - —bnl sennd)=4,
constante ya desdrrollad‘\

2

Hay que resolver las ecuaciones: rag +ag=4r, r<ap +ray —nPa,=0, r2b/+r),—n?b,=0.

ra
0

La condicién u(1, 8)=sen26 impone: ap(1)=0 Vn; ba(1)=1; b,(1)=0, n#2.

La acotacién cuando r— 0 serd la otra condicion necesaria para preisar la solucién de cada

EDO de orden 2. Para ap necesitamos una solucién particular, que se puede dar con la fve:

‘1 Inr

1-44dr Inr-4dr 2
0 1/r ’

_1 — _ ==
=T aOP_Inr/ 1/r r = =r

0, mejor, tanteando una agp =Ar? (aop:Ae25 y no autovalor) — 2A+2A=4, A=1. Asi pues:

5 acotada ap(1)=0 _p acotada by (1)=1

ag=ci+colnr+r =0 — c¢1=-1, b2=c1r2+02r — =0 —> c1=1.

Podemos asegurar ademds que el resto de a, y b, son cero (0 es claramente solucién y no
hay mads por tener un problema de Dirichlet solucidn tnica). La solucién del problema es:

u(r,8) = r2—1+r2sen20 ‘ [Se podria escribir en cartesianas: u=(x+y)2-1 |-

[Sélo trabajando en circulos o coronas circulares aparece el problema periédico. En otros aparece el que indiquen las
condiciones de contorno para ©, que figurardn explicitamente (como en varios de los siguientes). La acotacién sigue
exigiéndose cuando el origen esté en el borde del recinto, pero serd sustituido por condiciones explicitas si no es asi].
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Dos ejemplos mas en polares, en otros recintos

Uno homogéneo con condiciones mixtas (y nuevas condiciones de contorno) que exige integrar.
{ @ +10=0 (2n-1)2

EjSs. 311(1:3)’—63 ru<(r1 ’()?_<u6(<rn7r)—o G)(0):@/(70:0’/1"= v Q
r(1,0)=0, u(r,0)=ug(r, 7)= G),,:{senz”;f)},n:h?w-

-1 —n+1 Racot. -1 & -1 _
— rPR"+rR—-2;,R=0, R=cyr""2+cor ™2 — Ry={r""2}, u=) cyr" 2 senZ1 0.
n=1

Rl n
ur(1,6)=Y cn 2t sen?s 1 g=0, c,,:%%/o Osen2=10do = - -

00
16 (=)™ p-1 2n 1

2
= g s [ 2 senr 0.

Otro problema (mixto) no homogéneo y que no exige integrar. Se buscan como siempre lo
primero las autofuciones del homogéneo:

. | Au=r®cos36,r<2,0<0<% | [©”+10=0
Ej 6. x / x -
u(2,0)=ug(r,0)=u(r,%)=0 0'(0)=6(%)=0

Ap=9(2n—1)2, @n:{cos3(2n—1)9}, n=1,2,... — u(r,@):ZRn(r) cos3(2n-1)0
n=1
sl 2
— Z[R,’,’+}R,’,—g(2%1).‘?n]coss(2n—1)9:r2c0536’
n=1
20 ’ 4 —
r° R’ +rR; —9Ry=r Rp=Ar*
1 1 R cr3+cr3+r— Ry=1[r*-2r°].
{R1 acotadaen 0, Ry (2)=0 T e 2 = Ri=7] |

Concluimos que la solucién (dnica) es u(r, 6) = 17 [r4 - 2r3] cos36.
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Otro ejemplo (no homogéno y sin periodicidad ni acotacion)

El recinto de este ultimo problema de Dirichlet no homogéneo no toca el origen. La acotacién
se sustituye por un dato explicito sobre r=1 y todas las condiciones de contorno estdn a la vista:

Ei7 Au=senf, 1<r<2, 0<0<n Las autofunciones del /
J /- u(1,0)=u(2,0)=u(r,0)=u(r, 7)=0 homogéno las da: 0
0 0
®"+140=0 5 _ _ RS
{@(o):@(n):o - Ap=n?, O,={sennd}, n=1,2,... > u(r,0)=>" Rn(r)sennd.

n=1

[La serie de cosenos y senos del Ej 3. no cumple los datos de contorno (no hay periodicidad)].

z [FI,’{ + %Ft‘,’, - %Rn] senn6@ =sen 6 [ya desarrollada en senos].
n=1

[Si fuese una F(r, €) cualquiera, se desarrollaria en senos, viendo la r como constante].

Las dos condiciones para las R, salen de las otras condiciones de contorno:

iRn(UsennH:iRn(Z)sennH:O = Rn(1)=R,(2)=0 Vn.

n=0 n=0
Sélo tendra solucién no nula r2R1’+ I'qu —Ry=r? con los datos de contorno nulos de arriba.

cc.
1+1§I’2 S C1:—z, 02:3

Fx’1p:Ar2 [ A=2 no autovalor] — A:% — Ry=cir+cor” 3 5 -

La solucién es, por tanto: u(r,6)= (%r2 - %r+ %r’1 ) sen O .
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Neumann (homogéneo en circulo y un ejemplo en semicirculo)

Au=0, en r<R

Newmann | 1P {2 55 5767 "0 < 0,20

Todo como Dirichlet, hasta
la u(r,0) que se prueba:

u(r,0)=% +>" r"[apcosnf+bysennd] |, f(8)
n=1

pero cambia la condicién final: u,(R,0)=0+ 3, nR"1 lan cosn@+b, sen n6)| =f(8) —

2 2
:m;ﬁ 7(0) cosn0de , by=—1 r

an nzRn=1Jo

f(8)sennfdo, n=1,2, ... ‘

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y cosenos de f(8) .

Es decir, debe ser foznf( 0)d . Ademés (se va al derivar) a, queda indeterminado

lConﬁrma visto en la primera pégina: Neumann tiene unicidad salvo constante y debia ser fao fds :ffD F dxdy=0 J

Ei4 Au=0en r<i, 0<0<m Las ecuaciones para ® y R que
I3 U (1,0)=cos®0, ug (r, 0)=ug (r, 7) =0 | salen de u=RO son conocidas:

{ 0’ +10=0
®’(0)=0"(m)=0

— /ln:nz, G)n(O):{coan} ,n=0,1,2,... —

Ro= | Ffacm.R -1 S
2R +rR—n?R=0 — H0=C1+cz2Inr — o={1} _, u(r,9)=a0+2anr”cosn0.
Rp=c1r"+cor™" = Rp={r"} =
S
u,(1,9):z nancoan:cos30:%c059+};c0530 - a1:%, a3:1172, Vag, el resto 0
n=1
- u(r,é)):C+%rcos 6)+11—2r3c0536, vC.
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Problemas de Laplace para la pizarra (X1, V3, V10 o M14)

Uxx+Uyy =0 en (0, )X (0, ) Au=y cosx en (0,71)x(0,1)
23. Resolver: a) {u(n,y):S +cosy R {ux(O,y):uX(n,y):O
u(0,y)=uy(x,0)=uy(x, 1)=0 uy(x,0)=uy(x,1)=0

Au=0, r<1,0<6<§

4%*e21). Hallar un término de la serie solucion de . .
u(1,0)=cos 0, u(r,0)=u(r,%)=0

27. Resolver por separacion de variables a) { 551: g )’_10< Z(<22 0)=1+sen 0

1 1 s
+ U+ = =0, r<i1,0<6<%
24. Resolver y comprobar: b) { U ¥ pUrt 2400 4 2
u(1, 9) c0520 ug(r,0)= ue( Z)=0
1 1 _ o
29. Resolver: r2FI”+I’H'—%H= 7r’ {u,,+7u,+72u‘9977rc052 ,1<1,0<6<x .

u(1,8)=ug(r,0)=u(r, 7)=0

Ut u,+ LIgg 0,r<1,0<0<%

or separacion de variables.
(1,9) sen36, u(r,0)=u(r,%)=0 P P

4b(s20). Resolver {

6(d19). a] Hallar la solucién general de R+ %R' =4 (haciendo R’ =v o mirandola como ecuacién de Euler).

Upr+ 1Ur+ 1 sUgo =4,r<1,0<@<Z [Llevar serie con autofunciones del homogéneo
2 . b
. alaEDPy precisar la tinica Rp no nula usando

b] Resolver
u(1,0)= 3 ug(r,0)= Ug( . 2) 0 otros datos de contorno].
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Soluciones Laplace X1 (cartesianas cortos y uno largo polares)

Au=0, (x,y)€(0,7)x(0,7)

u(m,y)=5+cosy, u(0,y)=uy(x,0)=uy(x,7)=0 u=xy =

23. a)

Y”4+AY=0,Y'(0)=Y'(n)=0 — A,=n?, Y,={cosny}, nz0.

— u=CoX+ ) cpshnxcosn
X" —n?X=0,X(0)=0 - Xo={x} y X,={shnx} si n>0. 0 Z " v

n=1

shx

Sh”cosy‘

o
— u(x, ) =com+ Yy cpshnm cosny =5+cosy — ‘u(x,y) =4
n=1

Au=ycosx, (x,y)€ (0, 7)x(0,1)

e (0, y) =t (70, y) =ty (x, 0) =ty (x, 1)=0 | YY) =Yol)+ 2, ¥aly) cosnx —

n=1

b

=

Y(;"'Z [Yn"—nzY,-,] cosnx=ycosx y ademds Y;(0)=Y;(1)=0 —
n=1

Y1” -Yi=y
Y] (0)=Y](1)=0

_el-y
1+e

— Y1:c1ey+026’y—y£> Y= —y. Los Y, =0 para n>2.

Al ser Neumann sale (al resolver Y6’=0+c.c.) una C arbitraria: ‘u=C+[%—y]cosx‘.
Au=0, r<1,0<0<% u=RO (O + 10 =0
* > > 2 = —4n2 -
4%(e21). u(1,0)=cos 0, u(r,O):u(r,%):O {@(o)zg(g):o , Ap=4n°, O, {sen2n9}.

. A=A, R dC()lddd
Y ademés: r2R”+rR’—AR=0 =5 p=+2n, R=c{r¥+cor=2" {rz”}

N © 2
u:anr2” sen2n6 — u(1,9):an sen2n6=cos 6, bn:;/ cosx sen 2nx dx .
o

n=1 n=1

/2
Y si n:1,b1:%/ coszxsenxdx:—%cos3x]g/2:%. ‘u(r 0)= —r sin26 + - ‘
o
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Soluciones Laplace V3 (homogéneos y cortos, el primero periddico)

i —
Au=0,1<r<2 Sabemos que: {8 2"’19—0_”1,7::72,
TT-per.

u(1,0)=0, u(2,0)=1+sen 0 | @ _{cosng,sennd},n=0,1,2, ...
Ro=cy+colnr — Rg={Inr
o=cr+ezlnr == Fo {inr}

27. a)

— rPR"+rR' —n?R=0, u=+n —
Ro=cir"+cor™ —— Rp={r"-r7"
u(r,@)=agInr+ %" (r"—r=")[a, cosn6+b, sen n] . Imponiendo el iltimo dato:
0 n=1

u(2, 6):a0|n2+2 (2”—21—,,)[ancosn8+bnsenn0]:1+sen 0 Haozﬁ,m:% yresto 0.

=1
" u(r,0)=1L+2(r—1)seng.

] ] _ p u=RO (O +10=0 (formulario)
Up+ pUr+ 3Uge=0, r<1,0<6<3 - {@/(@:@'(%):0

24. b) g
u(1, 6)):cos26), ug(r,0)=ug(r, 5)=0 y ue(r.0) LR(NE' (0)=0. ..

=4n?, @n—{cos2n0} n=0,1,2,. [@o:{1}] y ademads

= =0 /2)2

r’R"” +rR’ —AR=0, u=+2n, R acotado — Hn={r2”} [También si n=0, cy+caInr — {1} ].

Luego cumple casi todo la serie u(r,0)= %0 + Z apn r?" cos 2n6 . Sélo le falta:
n=1

u(1,0)=5% 2 +Za2nc052n6 0+c0s26+0+- - - — ap=1 y demds ap,=0.

n=1
[Sl fuese una f( @) cualquiera, tendriamos que integrar: ap = 4 /OH/ZI(G) do, ap= 4f07r/2f(0) cos2n6 dH]

Comprobando: u,=2rcos26, uy=2cos26, Ugg=—4rcos20, Au:[2+2—4] cos20=0,
u(1,0)=cos26, ug=-2r2sen26 seanulasi =0 ysi 0=%.
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Solucién de un no homogéneo (10 de diciembre)

29, ‘rZH”+rR/—%R=7r3‘ Euler. p(u—1)+pu~-1=0 - p=x1, R=cir'2+cor '/2+R,.

/2 172

r’1/2/2 —r’3/2/2

__1 2 e a2 _ 14 o\ 3 g )2 —1/2, 4%
== 1 Ro=—r P a2 [ ol = (-2)r% . R=cyr'/Pacor™ 2445 .

O mejor, Rp=Ar® ( Rp=Ae® en la de coeficientes constantes) — 6A+3A— % =7, A:% T

_ 0" +10=0
u,,+}u,+r12ue9:7rcosg ,r<1,0<@<n | U=RO — {@’(0)=®(n)=o -

— — — 2
u(1,0)=ug(r,0)=u(r, 7)=0 A= (2n;1) ) @,,:{cos (2n;1)9}, =12, ..

Llevando u(r,0)= Z Rn(r) cosM ala EDP:

n=1

—1)2 —
Z [FIW+ R, (2’; 21) Rn ] cos (2’721)0 =7r cosg (ya desarrollada).

Del dato otro de contorno u(1 0)= Z Rp(1) cos~=5* @n— 1)9 =0 deducimos que R,(1)=0 Vn.
n=1
Y ademis las soluciones han de estar acotadas en r=0. S6lo serd no nula la Ry, solucién de:

20 ’ 1 — 7,3 =

PR +rR! - 1Ry =7r% a],ac. Ry (1)=0

{ DN == Ry=cir' P+ 4P T T oy=-1.
R; acotada, Ry (1)=0

La solucién es: ‘u(r 0)= %[ r1/2] cosg ‘
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Ultimas soluciones Laplace (10-14D)

U+ 3 1 Ur+ 1 sUgg = 0, r<1,0<6< % El formulario da las ecu.aciones que
aparecen separando variables y con

s20.
U(1 0) sen 30, U(I‘, 0) —U( ’%) =0 los datos de contorno:

u=RO — {8/(/0;’:8(:”?3):0 , A,=9n°%, O,={sen3n6}, n=1,2,.
r2R” +rR’ —9n?R=0, R=cyr¥"+cor=%" H—ﬂffFf ={r¥"}, n=1,2,... u= chr3"sen3n(9

Es u(1,0)= chsen 3nf=sen36 — c1=1 yresto ¢,=0. u(r,0)=r3sen36 solucién.

n=1

R'=v
d19. S v=—Y+44, e/a:e"”’:}. v:$+}f4r:$+2r, R=K+Clnr+r?|.

O bien, r?R"+rR’=4r?, pu(u—1)+u=0, u=0 doble, R=c; +cInr+R, . Usando la fve:

’ r,Ft’p_Inrfw 1/{ = [partes]= 2r< Inr—2r Inr+r2=r R=ci+calnr+re|.

0 1/r
O mejor, Rp =Ar? (Rp=Ae® en la de coeficientes constantes) — 2A+2A=4, A=1 7

1 1 _ x| U=RO® (@ +10=0 .2
Urr+7Ur+7U09 4,r<1, 0<9<7 - <91(0)=®/(%)=0 , Ap=4n~,

u(1,0)= 3 ug(r.0)= UG(’Z) 0 ©p={cos2nd}, n=0,1,... [@={1}]
u(r,0)=Ro(r) + Y Rp(r) cos2nf — R[’J’+17F?6+Z[R,’,’+‘;F?,’,—4rL22H,,]cos2n0:4.
n=1 n=1

Del otro dato u(1,0)=Ry(1) +Z Rp(1) cos2n@=3 sale Ry(1)=3 y las otras R,(1)=0.
n=1
Y ademads las soluciones han de estar acotadas en r=0. S6lo serd no nula la Rg, solucién de:

v lpr al, ac. Ry (1)=3
Ry + 7Ry =4 =5 Ro=K+r2 =5 K=2 — |u(r,0)=2+r2|.
Rg acotada, Rp(1)=3
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