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Calculo diferencial en R"
i j ok
a,b,xeR™ a-b=a;bi+ - +a,b,=|a|||[bllcos¢, |lal|=(a-a)'/?, axb=|a a a.
(n=3) by by b3

Segmento que une a y b: x=a+r(b-a), re[0,1].
B.(a)= {x: ||x-al| <r} .aeintACR"siexiste B,(a)CA. dA= {x: Vr, B, (x) tiene puntos de A y de R"—A} .

Campo escalar f: D cR" — R. Gradiente Vf = (g—){l, cees 667];) [perpendiculara f(x)=C|.
feC™en A sisus derivadas parciales de orden n son continuas en todo xeA. feC? = Soy=Fyx-

Derivada de feC!en acintD segin v: Dyf(a) :Ai%w = Vf(a)-v [direccional, si |v|]|=1].
feC!enunentornode a = f diferenciable en a (tiene plano tangente) = f continuaen a.
Plano tangente a la grificade z=f(x,y) en (a,b): z=f(a,b)+fx(a,b)(x—a)+fy(a,b)(y-D).

Plano tangente a S en (a, b,c)€S dadapor F(x,y,z)=K: VF(a,b,c)-(x—a,y—b,z—c)=0.
Funcién vectorial ¢(t)=(c;(1),...,ca (1)) :R>R". ¢/ (1) =(c|(1)....,c;, (1)) . Recta tangente: x=c¢(1,)+s¢’(1,)

P : 0f1/0x1 -+ 8f1/0xn
. _ . n m  Matriz diferencial — o o o
Campo vectorial f = (fi,..., f,): DCR"— R™. o jacobiana de f: Df(x)= (6fm/c9x1 BT b
f
l?ﬁgiﬁg;: R*ER"SR™, g diferenciable en a, f diferenciable en b=g(a) = D(fog)(a)=Df(b)Dg(a).
icular: ar _ (= O dx | Of dy, Jr=LeXr+fyyr
En particular:  f(¢e(t)) — —-=Vf(c(1))-¢c (t)—ax] ittt g ar f(x(r,s),y(r,s)) — o fors+fovs ]
2 2 i J k
divf:g—£+---+g%, Af:%+---+37£, rot£=Vx £=|6/0x 670y )0z
" ! " fog

Si n=2: f=(f.g)., divf=fi+gy, Af=fox+fyy=frr+tfr+sfoo.

= (hy_gz s Sfe—hy agx_fy) .
rot (Vf)=0, div(Vxf)=0.

Calculo integral en R"
Integrales dobles: f continuaen R=[a,b]|X[c,d] = //R f =fabfcd f(x,y)dydx =/Cd/ab f(x,y)dxdy.
d(x)

¢, d continuas en [a, b], f continua en D={(x,y) : anSb,c(x)SySd(x)} = //Df =fabfc(x) f dydx
d rb(y)
[0 f dx dy

a, b continuas en [c, d], f continua en Dz{(x,y) : cSySb,a(y)stb(y)} = ffo =/C a(y)

Areade D : A:ffD dx dy. Volumen bajo f(x,y)>0 en D V:ffD fdxdy.
) 1 . . . _ . )
Cambiosde & (u,v) = (x(u,v), y(u,v)) de C ,myectlv(;l(en)D , g(D )—Da(y f) mtegrabl; I?ntqnce:ts.
X,y X,Y) _ | Xu Xv clerminante
| dudy, con d(u,v) " |y, y»| jacobiano].

variable: [ © £ (x, y) dxdy = [[,), f(x(u,v), y(u,v)) |a(u,v)
En particular: ffD f(x,y)dxdy = ffD* r f(rcos6,rsend)drdd.

Integrales triples: f continua en B=[a, b]X[c,d]X[p,q] = ffB f:/qucdfab Flroy2) dv dy d (olas oras )
d(x) rq(x,y)
-/;(x;c pq(x)fy); f(x7 Y, Z) dzdy dx .

V={(x,y,2) a<x<b,c<y<d(),plx.y)<z<qx. 0} = [[f, =/
Volumen de V=/fv dxdydz. MasadeV: M:ffv D(x,y,z)dxdydz, D(x,y,z) densidad.
Cambios: f/v f(x,y,2)dxdydz :ffv* I (x@uyv,w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |g((lfvyfv))| dudvdw.
) x=psenfcos¢ [pZO,OS0§ﬂ,0§¢<27r

Esféricas: y=p sen 6 sen ¢ 8(x,y.z) 2
z=pcosb 6(p,9,¢)i=p sen ¢

x=rcost ,>0,0<0<2n

Cilindricas: y=rsen® [ 8(x,y,2) | _
7=7 a(r,0,z) |~ r

Integrales de linea: c¢(7): [a, b] = R", C! a trozos, describiendo curva C. L:/abll ¢/(1)|| dt longitud de C

f campo escalar: fC fds Efc fds Efab f(e(®)) lle’(r)|| dt  [independiente de la parametrizacién].
f campo vectorial: /c f-ds= /a bg (¢())- ¢’(r) dt [salvo el signo, independiente de la parametrizacion].
Si f =VU [U potencial, f conservativo], /c f-ds=U(c(b))—U(c(a)) [independiente del camino].

(f(x,y),8(x,y)) conservativo = fy=g,. (f(x,y,2),8(x,y,2), h(x,y,z)) conservativo = rotf=0.

Teor. Green: D CR?, 9D curva cerrada simple, f=(f,g)eC!(D) = // [gx—fyldxdy =7§ f-ds.
D oD
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Cénicas sencillas: (x—a)*+(y—-b)*=R*, L+5=1, X5-%H=1,5-X-],
2,.,2_p2 bl e — 2
X“+y°=R" — \ .............. L2 y=ax“+bx+c L
arabolas.
c(t)=(Rcost,Rsent), 4 /\a 0 a x=ay?+by+c P
paramétricamente. _a\_/ / _ i xy=C hipérbolas.
a ~b .‘.‘-"""“. """"""""""

Algunas propiedades de las funciones trigonométricas

2k-1 2k-1

sen km=cos %:O, cos kmr=(-1)%, sen%:(—l)k+1 )

SN S | T g = N2 T o Z—V3 i
seng=cosF=5,senF=CosF =5, SeN 3 =COS g =" . =y, T ¥

ly_ & —+ —4
arctan(ivg)—ié , arctan(+1)=+Z , arctan (+V3)==% .
sen(a+b)=senacosbxcosasenb, cos(axb)=cosacosbFsenasenb.
= 2, 1=cos2a

sen2a=2senacosa ’ ° sen“a= 2 ’ sen3a— 3sena—sen3a cos3a— 3cosa+cos3a

2a= 2., 2 2 _ l+cos2a - 4 ’ - 4 :
cos2a=cos“a—sen‘a,  cos"a=-34,
sena senb = cos(a—b);cos(a+b) . cosa cosh = cos(a—b);—cos(a+b) . sena cosb = sen(a+b);sen(a—b) )

[senx]’=cosx, [cosx]'=-senx, [tanx]’:1+tan2x:0032x, [arctanx]’=1+17.

Para integrar sen™ cos™ con m y n pares se usan las férmulas e.
Si alguna de las dos e impar, son casi inmediatas [tras utilizar, tal vez, que sen®+cos®=1 |.
Las integrales / R(x,Va2—x?)dx se convierten en trigonométricas haciendo x=asenu .

Se integran por partes /x" senx dx, /x” cosxdx, fx"e“xdx , fx” Inxdx,...

Funciones hiperbélicas

—e~ - 4 AV [ === "
shax=2— chy=%3— tha=3L, M” \IMI “‘
[shx]’=chx, [chx]'=shx, [thx]’=1—th2x:ﬁ, /‘ ‘ ---------- S| —

Ecuaciones diferenciales ordinarias

EDOs de primer orden: [ f. £, continuas en entorno de (a, b) = solucién tnica con y(a)=b |.
Algunas ecuaciones resolubles: Separables: y’'= % - f q(y)dy = f px)de+C.
Se convierten en separables: y’=f(2),con z=2; y’=f(ax+by),con z=ax+by .
Lineales: Homogénea y'=a(x)y — y = Celadx,
No homogénea y'=a(x)y+f(x) — y:Ce/“(")d"+ e/“(x)dx/e_f“(x)dxf(x)dx [sgh+y, ]
Exactas: M(x,y) +N(x,y)y’=0 con M=U, ,N=U, [ My=N, | - U(x,y) =C.

wronskiano.

’

EDOs lineales de orden 2: [n] ’ v'+a(x)y’+b(x)y=f(x) vy
1 2

,a,b, feC(). |W|(x):‘YI ¥2

Si x, €1, [n] tiene una sola solucién con los datos iniciales y(x,)=y,, y'(x0) =Yy, .
Si y1, y2 son soluciones de la homogénea ( f=0) con |W|(s)#0 para sel,

la solucién general de la homogénea es: y=c1y;+c2y» .
Si y, esuna solucion de [n], la solucién general de [n] es: y = c1yi+coy2 +yp .

Una soluci6n particular de [n] es: y,= y> TIW]T‘ZX -y / Tzvjlrdx [fve].

Si b(x)=0, y’=v lleva [n] a lineal de primer orden en v .

y1 solucién de la homogénea = y,=y; / e=Jadx y[zdx otra solucién de la homogénea.

[Salvo en los casos conocidos las soluciones se calculan probando series de potencias en la ecuacién].
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uy £y reales — y = cp e+ cpeH2*
u doble (real) — y = (c1+cpx) eH*
u=p+ig —y=1(cicosgx+cysengx)eP*

Coeficientes constantes:
wW+au+b=0

Método de coeficientes indeterminados para hallar y, de y"”+ay’+ by=f(x):

Si f(x)=pm(x), pm polinomio de grado m ,y p=0 no autovalor hay solucién particular
Yp=Pm(x).Si u=0 es autovalor de multiplicidad r, hay y,=x"P,,(x).

Si f(x)=e**p,(x), pm de grado m,y p no autovalor hay solucién y,=e**P,,(x).
Si p es autovalor de multiplicidad 7, hay y,=x"e! P, (x).

Si f(x)=eP* [pj (x) cos gx+q (x) sen qx] ., Pj,qx degrados j,k,y p+iq no autovalor
hay y,=eP* [Pm(x) cos gx+Q,,(x) sen qx] con P, y Q,, de grado m=max{j, k} .
Si p +iq es autovalor hay y,=xeP* [Pm (x) cos gx+Q,(x) sen qx] .

Uy £y reales —» y = ¢y xH+ cp xH2
u doble (real) —» y = (c1+cp Inx) xH
U=p+qgi >y= [c1 cos(gInx)+cy sen(qlnx)] xP

x%y"+axy'+ by =0

Euler:

u(u—1)+au+b=0

Una y, de x2y”+axy’+by=h(x) se obtiene de la [fvc] (con f(x)=h(x)/x?),

o utilizando que con x=e* se convierte en y”’(s)+(a—1)y’(s)+by(s) = h(e®).
Problemas de contorno para EDOs y serie de Fourier

[py'] —gy+Ary=0 peC!, g,r continuas, p,r>0 en [a, b],

®) {CW(a)—OZ’y'(a)=ﬁy(b)+ﬁ’y’(b)=0 ’ |l +le’[, [Bl+|B"1# 0.

Los A, > . Las {y,} son espacio vectorial de dimensién 1 y cada y,, tiene n—1 cerosen (a,b).
(yn,ym)sfabrynym dx=0,sintm.Si a-a’20,8:-'>20y g(x)=0en [a,b] = 1,>0.

Para escribir y”+a(x)y’+b(x)y=f(x) en forma autoadjunta, se multiplica por ela,

[ p(x) y’] "+ gx)y=f(x) tiene 1 solucién cuando el homogéneo
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+B’y’(b)=0 (Py) tiene sdlo la solucién y=0.

infinit . b —
ninguns Segunsea [”f(x) yu(x) dx g

Elno homogéneo (Py) {

Cuando (Py,) tiene soluciones no triviales {y;,}, (Pf) tiene

Si f es C!atrozos en [a, b] la serie de Fourier Z cnyn(x),con c,= <<f 2 ”>> , converge hacia f(x)

n=1

enlos x€(a,b) enque f escontinuay enlos x en que es discontinua hacia 5 [f(x )+f(x+)] .

Problemas separados conocidos para | ¥ + Ay = 0 | (ya en forma autoadjunta, r=1, g=0):

senos cosenos senos impares cosenos impares
c.contorno | y(0)=y(L)=0 | " (0)=y"(L)=0 y(0)=y"(L)=0 y'(0)=y(L)=0
2 2 2 2n-112n? 2n-1]% 72
A PE =12, | BE p=0,1,2,.. | BT porn | BT o
v Gmoyn) | {sen 22§ | {eos 252}, L6 % {sen 25772} & | {eos o™} &
n=
Por tanto, en estos cuatro casos es ¢, = % /OL f(x) yn(x) dx (poniendo 3 en la series de cosenos).
Condiciones periédicas: y(—L)=y(L),y’(-L)=y"(L) — yn={cos™™> sen@x} n=0,1,.. [yo={1}].
La serie en senos y cosenos de f(x) en [-L,L]: f(x) ==+ Z [an cos “F* + by, sen ”I’fx] con

senos

La serie en COSenos

L

an=1 [ f(0)cos™ > dv, n=0.12..... by
-L

enlos x en que su extension 2L-periddica es continua (y en los otros x hacia %[ fOx)+f (x*)] ).

converge hacia la extension

impar
par

=%/ f(x)sen%dx, n=1,2,..,
-L

y 2L-periédica de

converge a f(x)

la f.
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EDPs de primer orden

’ A, y)uy+B(x,y) ux=H(x,y)u+F(x,y) ‘ % = % — caracteristicas £(x,y) =K.

{fff(x’y) > Aup=Hu+F ; {fff(’”) — Buy=Hu+F.
n=y n=x

EDPs de 2° orden

Uyy = qzuf‘g +2qsugy + szum7
’Auyy+Buxy+Cuxx+Duy+Eux+Hu = F‘ {

— Uxy = pqUeg+(pS+qr)ugy+rsig,
Uyx = p2u§§ +2priug, + rzum,

Hiperbélicas (B°~4AC>0)  pyrapglicas (B2-4AC=0)  Elipticas (B2~4AC<0)

E=px+qy
n=rx+sy

_ . _ B-VB-4AC > Ar_B
{f—x—TY {€=X—%y {fz_\/—ﬁc—;‘z
2_ = —
n = - BBAC n=y n=y

gyt Dug=F"|, | ugy+Eu,=F"|.

Formas candnicas resolubles: ’ Upp+ Eup+Hu=F*

Separacion de variables para calor

Tienen solucién tnica { " ~kixx=F(x,1), x€(0, L),’ > 0 )
u(x,0)=f(x), c.contorno fisicas

u(0,0)=ho(t) . ux(0,0)=ho(t) . u(0,1)—aux(0,1)=ho(t) [temperaturas o flujo
a,b>0
u(L,t)=hp(t) ° ux(L,t)=hp(t) > u(L,t)+buy(L,t)=hp(t) ° dados o radiacion libre]
Separando variables en la homogénea: u;—ku,,=0, u=XT — X”"+1X=0, T'+1kT=0.

En problemas no homogéneos se prueban series de autofunciones del homogéneo, con T;,(t)
que se determinan llevando la serie a la ecuacién con F desarrollada y usando el dato inicial.

Si las condiciones de contorno no son homogénas hay que hacer un cambio de variable w=u—-v .
En particular v(x,t)= [1 - %] ho(t)+3hp(t) satisface v(0,t)=ho(t), v(L,t)=hr(t).

Ecuacion de ondas

Ue — Cuxy = F(x,1), x,1€R

La solucién tnica de
{u(-x’ 0) Zf(x) s I/l[(.x, 0) :g('x)

xX+c x+c[t—-7]
u(x,t) = %[f(x+ct)+f(x—ct)] + %‘/7 rtg(s) ds + 2]7/(:/7 t F(s,7)dsdr

clt—71]

Si F=0, %f(x) - %fox g viaja hacia la derecha y %f(x) + ifox g hacia la izquierda.

- _ _ = Uy~ =F*(x,1), x,1€R
i S WA (50)= (5.0 (£0) = ()

[, g", F* extensiones impares de f(x), g(x), F(x,t) respectoa x=0 6a x=0y x=L.

{ut,—02uxx=F, x>0,teR {u,t—czuxx:F, xe[0,L],teR {

Separando variables: Uy —CPuyy =0, u=XT — X"+1X=0, T"+Ac*T=0.

Separacion de variables para Laplace

{Au:F en D Au=F en D

u=f en oD solucion unica. Unicidad salvo constante {Mn= FenaD si f fD F dxdy:yf D fds.

Separando variables en cartesianas: uyx+iy, =0, u=XY — X"+1X=0, Y"F4Y=0.
En polares: ur,+%u,+ri2ugg =0, u=RO® — O”+10=0, r2R”+rR'—AR=0.
En circulos y coronas se exige periodicidad. Si el recinto incluye el origen, acotacién de la R.

En particular, en un circulo r <R es: 4, =n?, 9, = {cos né, sen n9} , Rp={r"}, n=0,1,...



