1. Calculo diferencial en R”

1.1 Campos escalares y sus derivadas

El espacio R"

R"= {x: (X150 sXn): XK E R} es un espacio vectorial de dimensién n con las operaciones:
X+Y=(X1, oee s X)) F (V15 o> V) = (X14Y1, oo s Xn+yn) y kx=(kxy,...,kx,), X,yeR", keR.

Si x,y€R" se definen ademds el producto escalar de dos vectores X - y=x;y; + -+ X, Vn ,
la norma o médulo del vector ||x||=(x-x)'/?=, [x3+.-+x7 y la distancia d(x,y)=|x-yll.

[Otras notaciones para los elementos de R” son X o X ] punto (x,y.z)

A cada elemento de R" le llamaremos indistintamente punto o vector de R".
Casi todos nuestros ejemplos seran en R> o R* donde llamaremos x=(x, y) o
x=(x,y,z) . Un xeR? se puede ver como el punto de coordenadas cartesianas
(x,y) ocomo el vector que une el origen (0, 0) con (x, y) [anélogo en R3]. R
es caso particular de R" y a los ndmeros reales se les llama a veces escalares.

Las siguientes propiedades (menos las dos tltimas) son facilisimas de demostrar:

x-y=y-x, (kx)-y=k(x-y)=x-(ky), x-(y+z)=x-y+x-z, x- x>0, [[kx]||=]k][[x]],
(desigualdad de
Cauchy-Schwartz) °

desigualdad
triangular) °

Ix[I=0 < x=0, |x-y|<I[x]llyl Ix+yll < lIxll+yll ¢

Muchas definiciones y propiedades de arriba tienen significado geométrico claro. Suma
es el vector diagonal del paralelogramo de lados x e y. O lo que es lo mismo, es
el vector cuya punta es el punto donde acaba x si llevamos paralelamente su base al
extremo de y . La desigualdad triangular dice que la longitud de un lado de un tridngulo
es menor que la suma de las longitudes de los otros dos... (significado andlogo en R?).
En R el producto escalar pasa a ser el producto y la norma, el valor absoluto.

En R?yen R? hay una forma alternativa de expresar el producto escalar.

Se prueba que: ’ x -y =|x|||lyllcos ¢ |, con ¢ angulo que forman x e y.

De esto se deduce que x -y =0 cuando son perpendiculares.
A los vectores de la ‘base canénica’ de R" los llamaremos {el, - en} = {(1,0, ...,0),...,(0,0,... ,1)}
y todo x se puede escribir como combinacidn lineal de ellos: x=(xj,...,x;)=x1€] + - +x,€,.
En R? habitualmente se escribe e;=i=(1,0) y e;=j=(0,1).
Yen R, e;=i=(1,0,0), e,=j=(0,1,0), e3=k=(0,0,1).

Un vector se dice unitario si tiene norma 1. [i, j y k loson|.

Si x#0,un u unitario con su misma direccién y sentido es u= ﬁ .

i j k
Solo para n=3, se define el producto vectorial de x e y como el vector: | XXy =|x; x» x;
[Es perpendicular a x e y, su longitud es el drea del paralelogramo que yioya s

tiene por lados esos vectores y su sentido es el que sugiere i X j = Kk].

Ej1l. Sean x=(1,0)=i e y=(-2,2). Entonces es:
+y=(-1,2). Ly=(-L1). xl=1, [yll=VB=2VZ. x-y=—2
X+y »2). 7Y > 1) X > 1y - X0y .

[Como ¢> % debia ser x - y=||x]|||ly|| cos # <0. De hecho es ¢=arc cos :—é = 37” ]

Ej2. Si x=(1,0,2), y=(-2,1,3), su producto escalares x-y=4. |[x[|l=V5, |lyll=V14.
Ix=y|l=I(3,=1,=1)]|=V11 nos proporciona la distancia entre los dos puntos x e y.

(1,0,2)-(-2,-7,1)=0 )
~2,1,3)-(=2,-7, 1)=0 (perpendicular).

Ixxy||=3V6 nos da el drea del parelogramo cuyos lados son los vectores.

ijk
xxy=|102|=(0-2)i-(3+4) j+(1-0 k =(-2-7,1) .
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Rectas y planos

En Célculo en una variable, una recta del plano se suele escribir y=mx+b 6 y=yo+m(x—xg),
fijandonos en la pendiente m , la ordenada en el origen b o el punto (xg, yg) por el que pasa.

Veamos otras expresiones ahora utilizando vectores. La recta que pasa
por los puntos p=(p1,p2) ¥ q =(¢1,g2) se puede escribir:
x=p+t(q—-p) o x=(1-r)p+1q, teR.

[Para te[0,1], p+t(q—p) describe el segmento que une esos puntos].
O dado p y el vector direccidon v =(vi,v,) larectaes x = p+¢v, oen coordenadas: {)ycz};;g; .
Ej 3. Describamos paramétricamente de varias formas el segmento que une p=(-2,3) y q=(1,0).
En cartesianas la recta se ve claro que es y=1—x. De aqui: (¢,1-t), te[-2,1]. N 3
De la expresion de arriba, como v=q—p=(3,-3), deducimos otra parametrizacion:
p+tv=(-2+3t,3-31), te[0,1].

O intercambiando los papelesde p y q: q+¢(p—q)=(1-32,3¢), t€[0,1].

[Las 2 primeras expresiones describen el segmento, al crecer ¢, en el mismo sentido y la tercera en el opuesto].

Las ecuaciones vectoriales de las rectas en el espacio son las mismas, pero con 3 coordenadas:

X=pi+ivy . X—pi _ y=p2 _ z—p3 [interpretando que el numerador
y=P2:l’V2 . Eliminando la 7: Vi va 13 es 0 si se anula su denominador].
Z=p3+ivy

.. . — [Con a, b, ¢ no las tres cero.
La ecuacion general de un plano en el espacio es Si d=0 pasa por el origen].

Si u y v son dos vectores (no multiplo uno de otro), x=ru+sv,t,s€R
describe el plano que contiene esos vectores y pasa por el origen.

X=Pp-+tu+sv es otro plano, paralelo al otro y
que pasa por p (y los puntos p+u y p+v). ;\

Un plano quedard también determinado conocidos un punto p suyo y un

vector n normal (perpendicular) al plano pues entonces: | (x—p)-n=0]. l," ',/'

Si n=(a, b, c), desarrollando: a(x—pi)+ b(y—p2)+c(z—p3)=0, que se
puede poner ax+by+cz=—ap;—bpr—cp3.Comparando con la ecuacion
escrita arriba, concluimos que un vector normal a un plano ax+by+cz=d es el vector (a,b,c).

Ej 4. Demos varias expresiones para la recta que pasa por los puntos p=(1,2,-8) y q=(7,5,1).
Un vector direccién es v=q—p=(6,3,9),ylarectaes: p+1tv= (1+6¢,2+3t,—8+9¢), reR.
O con un vector més bonito u=(2,1,3) y q envezde p: q+ru = (7+2t,5+¢,143¢), teR.
x=T7+2t =7 _1
Eliminando ¢, por ejemplo, de la segunda: {y=5+t - S5-=y-5= ZT .
z=1+3t
Y eligiendo dos pares de términos (nosotros los primero = tercero y segundo = tercero) obtenemos la
recta como interseccién de dos planos:
o e (3x-2z=19
3x-21=2z-2, 3y—15 =z—1, es decir, {3y—z=14

Ej 5. Hallemos la ecuacion del plano que pasa por p=(3,2,-1), q=(1,-1,3) y r=(3,-2,4).
Es perpendicular al plano, por ejemplo, (q—p)X(r—p) = (-2,-3,4)x(0,-4,5) = (1, 10, 8) .

El plano es, por tanto: 1(x—3) + 10(y—2) + 8(z+1) =0, es decir, x+10y+8z=15.

x=3-21 > 1=3-%

Mis largo es eliminar 7 y s de x=1(q—p)+s(r—p) = {y:2—3l—4s s=3 %3
z=—1+41+5s
3a+2b-c=d

O, atin peor, resolver el sistema {a —-b+3c=d p[;rszp;grlfggglﬁizs]
3a-2b+4c=d



Campos escalares (también llamadas funciones escalares).

f:DcR" —R
X=(x1, ..., Xn) = f(X)

(son funciones reales de varias variables reales en un dominio D ).

Su grafica es el conjunto de puntos de la forma (xl, ey Xy f(x1, . ,xn)) ,con (x1,...,x,)€D.

Si n=1 describe una curva en el plano, si n=2 una superficie en el espacio (que se puede tratar de dibujar

en perspectiva) y si n>3 estamos ya en un espacio de dimensién >4 . Trabajemos con ella para n=2.

f: R —R
(x,y) = f(x,5)

Para esquematizar su grafica (sin ordenador) buscaremos secciones (curvas en
el espacio) que obtendremos cortando la superficie con diferentes planos.

Unas secciones interesantes se consiguen cortando con planos z=cte, llamadas curvas de nivel (es
decir, curvas del plano xy sobre las que f toma un valor constante). Otras faciles de calcular son

las obtenidas al hacer x=cte o y=cte (en particular los cortes con los planos yz o xz).

Ej6. | f(x,y)=x>+y?|. Las curvas de nivel, dadas por x’+y>=C, Zz_{,(x'y)

serdn aqui circunferencias, de radio \C .

x=0 = z=y?

Las secciones con » son pardbolas.
y=0 — z=x

Con esto es fécil (en este caso sencillo) dibujar la gréifica

de lo que se llama un ‘paraboloide de revolucién’.

[Si las curvas de nivel son circunferencias centradas, la superficie serd de revolucion]. T

. C=4 C=1 C=0

Ej7. |g(x,y)=(x-y)? ‘: C — x—y=+VC (rectas paralelas).

En concreto, si C=0, 1,4 se obtienen y=x, y=x+1, y=x+2. —eey)

El corte con x=0 es una pardbola: z=y?. También lo son los

cortes con y=0 (z=x?) ocon y=-x (z=4x2).

Viene a ser la gifica de la pardbola z=y? trasladada a lo largo = T
de larecta y=x (que es donde se anulala g).

Ej 8. Sea | h(x,y)=y*—x?|. Dibujemos la grifica de este ‘paraboloide hiperbélico’ (silla de montar).

Los cortes con y=0 y x=0 son las pardbolas z=—x? y z=y?
[y en general son pardbolas los cortes con y=C y x=C].

Las curvas de nivel son en general las hipérbolas y*>—x?>=C

[menos para C=0 en que se reducen a las rectas y==+x ]. c

No es facil hacer el dibujo en 3 dimensiones, pero las curvas de
nivel y los cortes ya nos bastan para hacernos una idea bastante aproximada de la grafica.

Hay otras superficies importantes que definen mds de una (o no definen ninguna) funcién escalar:

Las primeras definen 2 campos escalares z=++v/R2—x2—y2 y z=++/y2+x2 y la tercera ninguno.
V4

o 4
[las curvas de nivel

son circunferencias]

Los cortes con x=0 son la circunferencia z=++/R%— y? (esfera), y las rectas z=+y (cono).

El cilindro no depende de la z. Es la circunferencia unidad llevada verticalmente (de —co a oo).

Todos estos ejemplos son ‘cuadricas’: Ax2+By2+Cz2+Dxy+Exz+Fyz+ax+by+cz=d (que generalizan las
cénicas a R?). Hay mas tipos de ellas: elipsoides, hiperboloides de una y dos hojas, parejas de planos...



Entornos y abiertos. Estos términos apareceran varias veces en el curso, asi que los definimos:

[circulo en el plano, esfera

n 3 — n.,
Entorno de centro acR" yradio r es B.(a)={xeR": |x-al|<r} 7 cupacio.sin bordes].

El punto a€ A es interior al conjunto A CR" si hay algin r tal que el entorno B,.(a)CA.
A es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si A=intA={x interiores a A} .

Frontera o borde de A es dA={x: Vr, B,(x) contiene puntos de A y de R"-A}.
Se llama cierre de A al conjunto A= intA U dA.

Ej 10. El producto cartesiano de intervalos abiertos (a, b) X (c, d) (rectingulo sin borde) es
un conjunto A abierto en R?: para cualquier a del conjunto existe un B, (a) conte-
nido en él (por ejemplo, si r es el minimo de las distancias a los 4 lados). Su frontera cl.i®

0A son los 4 lados y por tanto A =[a,b]X[c,d]. A no es abierto pues los puntos
de JA no son interiores (ningin entorno estd contenido en A).

- ..'._.___-

Limites y continuidad. Las definiciones son (aparentemente) muy parecidas a las de R:

Limite: 1im f(x)=L si Ye>0 36>0 tal que si 0<||[x—al < entonces |f(x)—L|<e.
X—a

f continuaen acintD & lim f(x)=f(a) & Ve 36 tal que ||x—a||<d = |f(x)—f(a)|<e.
X—a

[Para n=2 debe existir un ¢ tal que la imagen de f en Bs(a) esté entre los planos z=L—-& y z=L+¢].

Teoremas (como los de R) aseguran que suma, producto y cociente con denominador no nulo de
/'y g continuas son continuas. Y también se prueba que lo es la composicion de campos escalares
con funciones reales continuas:

Teor 1. ’ f :R" — R continuaen a, g : R — R continuaen f(a) = go f continuaena.

Probando sélo que f(x)=C y que f(xy,...,x,)=x; son continuas en todos los puntos de R" :
|f(x)-C|=0<e V6, [f(x)-f(a)l=|xk—ar|<[x-al<e sid=¢,
se deduce de estos teoremas que muchisimos campos escalares lo son en todos o en casi todos los

puntos a simple vista. Asi, por ejemplo, son claramente continuos en todo R? los campos de la
pagina anterior (son sumas, productos... de funciones continuas). También lo son claramente:

2_ . Z
flx,y)= ’y‘ 2+31 (lo son numerador y denominador, y éste no se anula)

h(x,y)=e*Y (es composicién de la continua f(x,y)=xy y g(z)=e? funcién continua en todo R ).

glx,y)= #yz es claramente continua cuando (x, y) # (0, 0)

y discontinua en ese punto (‘tiende a oo’ pues x2+y>—0 y es positivo).

Sélo hay que pararse a mirar la continuidad en algunos puntos patolégicos (lo mismo que sucedia en R).
Ponemos un par de ejemplos sélo para mostrar que aqui las cosas se complican:

Ej11. f(x,y)=(x>+y?) sen #ﬁ ,con f(0,0)=0, es obviamente continua si x#0.
Para ver que lo es también en el origen podemos aquiacudir a la definicion (en general complicado):

|f (e, )= £(0,0)| < [ +y?| <& si [I(x, )= (0,0) | =vx?>+y2 <6=+e,
o mirarla como composicion de la conocida continua g(x)=x sen % y del campo h(x,y)=x>+y?,
o incluso utilizar que sigue siendo cierto en mds de una variable eso de que ‘cero X acotado = cero’.

Ej12. f(x,y)= x);—f; , £(0,0)=0 vuelve a ser continua claramente si x#0. ;Lo es en (0,0) ?

Vamos a acercarnos al origen a lo largo de diferentes curvas.
2
— . — _mx
Empezamos con las rectas y=mx: f(x,mx)= 77— x:>00
Pero esto no es la definicién del limite en R>.

P
p2+l

Sigamos ahora las parabolas x=py?: f(py*,y)=

Tan cerca como queramos del origen hay puntos en los que
el campo vale, por ejemplo, % (p=1). Discontinua en 0.

[Dibujada con un ordenador, presenta f el aspecto feo del dibujo de la derecha].



Derivadas direcionales, derivadas parciales y gradiente

Sean f: DcR"— R y acint D paraque f esté definida cerca de a. Para hallar la derivada en R se usan
los valores de f en a y puntos cercanos a+h. En R" hay puntos en cualquier direccién. Miremos c6mo
varfa f sobre una recta que pase por a (dada por un vector v), es decir, en R?,
la variacién de la curva obtenida cortando la gréfica con un plano vertical:

. - Ve
La derivada de f segiin el vector v en un punto a es: e
— . +hv) — .. /(@)
Dyf(a) = fi(a) = lim M (si existe). /‘,f/(aﬂv) ,

Cuando v es unitario se le llama derivada direccional v /
(de f en la direccidn del vector v en el punto a). -~ AN
a+hv :

[Es la derivada de la funcién de una variable f(a+zv) en t=0 ] { %

Veremos pronto formas sencillas de hallar estas derivadas, pero por ahora s6lo tenemos la definicidn:

Ej 13. Hallemos la derivada de ’f(x, y)=4—x2—4y? ‘ en (1,0) segin el vector (v,v):
A=) =4()2 =3 . 2hv—5hAV?
D (1,0)= Jin SO < gt 0. ) )
Asf, en particular: Dy 1) f(1,0)==2, D22)f(1,0)=—4, D1 -1)f(1,0)=2,.
Las derivadas direccionales son D (1 ,) f (1,00=—V2 y D( 1 ) f(1,0)= \/_ (v,)
Ve VTV

El caso mds importante aparece al tomar como v alguno de los vectores de la base candnica:

A la derivada de f enladireccion de ey se le llama derivada parcial de f respectoa xy :
----- < hv--" n) — s---s Uk 5..., Up
74 (@) = [, (8) = Dif(a) = Do, f (@) = Jim Lt G O Q)

of _ sz _
es decir, 7= (a) esladerivadaenel punto x=a; delafuncion g(x)=f(ay,...,x,...,a,)
de una sola variable que se obtiene mirando todas las x; constantes menos la x .

. . P) 9 .
En R? usaremos simplemente las notaciones 0—£ =fx, 6—1; =fy |,yen R’ ademds az =f,

En R?, por tanto, fy(a,b) esladerivadade f(x,b) en x=a y fy(a,b) lade f(a,y) en y=b.Se
calculan simplemente viendo la otra variable como constante. Y su significado geométrico es claro:
son las pendientes de las tangentes a las curvas corte de la grafica con planos x=a o y=»b.

Ej13b. Si f(x,y)=4-x2-4y? es f,(1,0) =—2x|(1’0)=—2 y fy(l,O):—8y|(1’0):0
que son las pendientes de las tangentes a las pardbolas obtenidas cortando con

y=0y x=1 [g(x)=4-x? y g(y)=3-4y? |, respectivamente en x=1 ¢ y=0.

[La primera es negativa por decrecer f al crecer x y la segunda O por tener ahi un maximo].

Si las % existen para todos los x€ D tenemos n nuevos campos escalares 3_5{1’ e % que se
J n
pueden volver a derivar consiguiendo las derivadas parciales de orden 2,3, ... :
Af [0f ()= PfX) _ )
3_)%[ Ox; ] = Oxiox; ijxk (x) = ]kf(x) >
Ej14. Si f(x,y)=x>e™? sus derivadas primeras f, =L =2xe 2, fy= a—f=—2x e~ vuelven a tener
derivadas parciales V(x, y), con lo que tiene sentido calcular
_9f _na-2y Pf Af1_ 2 Of _ _f 4,202
fax=ga=2e", foy= ayax [a ] —4xe™™, fyx= Fyox —4xe? fyy—a_yz—4xe Y.
Y podriamos seguir calculando derivadas: fi,x= W £=0,..., fyyy= g;yj; =—8x% %,

Ej15. Si f(x,y,z)=x%y —cos(yz) se tiene que f,=2xy, T =x>+zsen(yz), f.=ysen(yz).
Entonces: fix=2Y, fxy=2%, frz=0; fox=2x, fyy=22cos(yz), fy.=sen(yz)+yzcos(yz);
fex=0, fry=sen(yz)+yzcos(yz), fzz =y?cos(yz). Algunas derivadas coinciden (no es casual).

Se dice que feC" en D abierto si sus derivadas parciales hasta orden n son continuasen D .

Igualdad de Schwarz
o de Clairaut:

Si feC?enunentornode a = Dy;f(a)=Djcf(a), jk=1,....n




Se llama gradiente de f al vector Vf= (6x1 .. 6f) yes Vf(a)= (6x1 (a),. ..,6x ! (a )) .

> Oxp

Halladas las (.‘;Tfk (y, por tanto, el Vf) es muy fAcil hacer derivadas segin vectores. Se prueba que:

Teor 2. | Si f€C' enun entorno de a, la derivada segtin el vector v es Dy f(a)=Vf(a)-v.

Significado del gradiente. Sea v unitario y supongamos Vf(a) # 0. Entonces, por
elteorema: Dy f(a)=Vf(a)-v = ||Vf(a)|| cos ¢ . Asi que la derivada direccional es
la componente del gradiente en la direccién de v.La Dy serd maxima si cos ¢=1
(cuando los vectores tienen la misma direccién y sentido). Por tanto, la direcciéon
y sentido de Vf son aquellos en los que f crece mas deprisa. Si cos$ =0, serd Dyf(a)=0:
en la direccién perpendicular a Vf el campo no varia. Asi, en R?, serd Vf perpendicular a las
curvas de nivel de f (a sus tangentes). [Y en R? serd perpendicular a las superficies de nivel].

Vf(a)

Ej 13c. Parala f(x,y)=4—x>—4y?, ya es muy ficil hallar las Dy del Ej 13: Vf=(-2x,-8y) =
D, f(1,0)=(-2,0)-(1,1)==2, D1 ’1)f(1 0)=(-2,0)- (( W) -2, ...
Dibujemos ahora algunos vectores gradientes y algunas curvas de nivel (elipses x +4y =4-C).
En concreto, se dibuja Vf enlos puntos (1, 0), (2,0), (0, 1), (2, 1)
[son los vectores (—4,0), (-8,0), (0,-8), (—4,-8) a escala]
y las curvas para C =4, 0, -4, -8, —12.

Viendo la gréifica de f como una montafia, Vf indica la mdxima
pendiente. Entre las derivadas direccionales en (2, 1) es mdxima
la fijada por Vf, es decir, en la direccién de

V=(— %—%) [y el valor mdximo es Dy f(2,1)=Vf(1,2) - v=4V5=||Vf(L1,2)|| ]

Es minima en la direccién opuesta al gradiente v=(-= 7 \f [su valor serd —4V5 ]

Es nula en la direccién de los vectores perpendiculares a Vf [ (2,-1) o (-2,1) ], vectores que son
tangentes a la elipse de nivel x>+4y?>=8 que pasa por el punto (2,1).

Ej 7*. Hacemos célculos similares a los hechos para el Ej 13 para el campo del Ej 7: g(x,y)=(x—y)>.

Aquies Vg(x,y) = (2x=2y,2y—2x) =2(x—y)(1,-1). L, €4 C=1C=0
[Vector perpenticular a las rectas de nivel que apunta hacia donde crece g !
con médulo 2V2 [x—y| mayor seglin nos alejemos de la recta y=x]. ) C=4

/
En el punto (0,—1) el vector Vg es (2,—2) . El vector unitario u para el S S / 1 x
que es, por ejemplo, minima la derivada direccional en el punto es:

u= (—% , % ) [pues (=1, 1) es opuesto al gradiente de méduloV2|. ¢, %
[La derivada minima serd Dy g(0,—1)=(2,-2) - u =—2V2 =—||Vg||=|| Vel |lu]| cos = ]

[No hemos vuelto a usar la definicién inicial de la derivada segiin un vector.
Al igual que en R sélo se necesita esa definicion para funciones raras].

[Obsérvese que Vg=0 sobre y=x: los cortes con x=a e y=>b son pardbolas con minimos ahi].

Ej 15%. Los célculos y significados son analogos en R®. Para f(x, y, z) =x%y — cos(yz) es:
Vf(x,y,2) = (2xy, x>+ zsen(yz), y sen(yz)) . En particular es V£ (1,1,0) = (2,1,0).
La derivada de f enel punto a=(1,1,0) segin el vector v=(1,-1,2) es (2,1,0)-(1,-1,2)=1.

Si buscamos la derivada direccional debemos dividir por el médulo: u= %V — Dyf(a)= %

La derivada direccional méxima es en la direccién y sentido de Vf y su valor serd su médulo V5 .

La derivada es O en la direccién de todo vector perpendicular a Vf,
que ahora no constituyen una recta, sino un plano. Si v=(a, b, c) es
perpendicular: (2,1,0)-(a, b,c)=2a+b=0 —

v=(a,-2a,c), ||v||=V5a2+c? — u=

1
— (a,—2a,c).

Un par de estos vectores u son, por ejemplo, (0,0,1) y (%, —%, %) .




Campos escalares diferenciables y plano tangente

En una variable se cumplia ‘derivable = continua’. En R”" la existencia de todas las derivadas parciales no
implica la continuidad. Ni siquiera la existencia de derivadas direccionales en todas las direcciones.

Ej 16. Para f(x, y)={(1) SX=0 0 =0 o £.(0,0)=£,(0,0)=0, pero f es __Z
claramente discontinua en el origen. 7

La f(x,y)=3
seglin cualquler Vector en el punto [pues f(x,mx)=

2
1+m4x2 es derlvable paratodo m en x= O]

Buscamos una definicién que recoja informacién globlal de todos los puntos cercanos a a. Una funcién en R

era derivable si tenia recta tangente. En R? serd diferenciable si posee plano tangente.
Empezamos reescribiendo la definicion de derivada:

fa+h)
Taythf'(a)

f derivable en a & tim LEBLDLDh 0 5 f(ash)=f(a)+f (a)h+o(h). o
si el numerador es o(h), despreciable respecto a & a a+h

En R" ser diferenciable sera casi lo mismo. Como en R, g(v)=o(]|v|]) significard que hm =0.

\VII

f es diferenciable en a siexiste Vf(a) yes f(a+v)=f(a)+Vf(a)-v+o(||v]).

f (x) - f(a) = Vf(a)- (X—a) z=f(a)yrdf(v)

lIx—al| x—>a

O sea, llamando v=x-a,

Sin=2,loessi f(a+v)=f(a)+fi(a)u+f,(a)v+o(]|v]]), o sea, si cerca m
de o(||v|
a=(a,b), se parece al plano: z=f(a)+f,(a)(x—a)+f,(a)(y—b).

(Como saber siuna f es diferenciable? La definicién, complicada, sélo se
necesita en puntos patolégicos (que no trataremos). Por otra parte, si f es 4
diferenciable parece que va a ser continua. Se prueba que:

Teor3. | feC! enunentornode a = f diferenciableen a = f continuaen a.

Por tanto, un campo discontinuo (como los del Ej 16) no puede ser diferenciable. —

Pero los hay continuos y no diferenciables, como le sucede al cono z=+/x2+y2 en
el origen. Sus cortes con los ejes son z=|x| y z=|y|, funciones no derivables en 0,
por lo que no existen f,(0,0) ni f;(0,0) . Por tanto, no puede ser diferenciable ahi.

[Una f continua y no diferenciable tendrd ’picos’, como le pasaba al |x| en R].

Hemos deducido para R? que si f es diferenciable, su plano tangente en el punto (a, b) es:

2= f(a.b) + fi(a.b)(x=a) + fy(a.b) (y=D) |.

Ej 13d. Como para f(x,y)=4-x>—4y? las f,=—2x y fy=—8y son continuas en todo R? claramente
es f diferenciable en todo el plano y es facil de calcular, por ejemplo, el plano tangente en (—2,1):
z2=—4+4(x+2) - 8(y—1) =4x — 8y +12.

Como en R? es Vf perpendicular a las superficies de nivel, esto nos da un modo de hallar el plano
tangente en un punto (a, b, c¢) de una superficie S dada en la forma F(x,y,z)=K:

’VF(a,b,c) - (x—a,y-b,z—c) = 0‘.

Ej 17. Por ejemplo, hallemos el plano tangente en (1,2, 3) a la superficie esférica x?+y>+z2=14:
VF(1,-2,3) = (2x,2y, 22)|(1 3= (2-4,6) —
2(x—1)—-4(y+2)+6(z—3)=0,0bien, z= 5(14—x+2y) .
Mas largo es hallar este plano con la férmula de mds arriba:
z=+\V14-x2-y2 — z,= \/‘—i 5 = % ,

2x(1,-2)=-1%,2y(1,-2)=3 - z=3-J(x-1)+3(y+2)'




1.2 Campos vectoriales. Regla de la cadena

En esta seccién tratamos funciones cuyos valores seran vectores. Primero el caso mds sencillo:

c:R— R"

Funciones vectoriales: | = " (c1(0)s o cn(D)

. Sus gréficas son curvas en R".

Bastantes veces nos ocuparemos de ¢ para ¢ en un intervalo finito: 7€ [a, b] . Entonces la imagen
de ¢ es una curva finita que une (en ese sentido) el punto ¢(a) con el ¢(b) [extremos de la curva].

Casi siempre trabajaremos en R o R® y serd ¢(7) = (x(¢), y(¢)) o e(t)=(x (1), y(1), z(1)) -

Se dice que ¢ es continua en un punto o intervalo si lo son sus n componentes c¢{(t), ..., c, ().

Y es derivable si las n lo son y su derivada es el vector | ¢'(¢) = (ca (1), s (1)) |-

c(t+h)—c(1)
h

s

Interpretemos ¢’(¢) para n=2 (o n=3). Alser ¢’(t)= &fn%

la pendiente de la secante tenderd a la pendiente de la recta tangente a la
curva C descrita por c(t) . Fisicamente, si ¢(¢) describe el movimiento
de una particula a lo largo del tiempo [es decir, si es su vector posicion,
que se suele llamar r(z) ], ¢’(7) representa el vector velocidad v(r). ! ¥

[El escalar ||¢/(7)|| describe la rapidez (velocidad escalar) con la que la particula avanza por la curva] .

Por tanto, ecuaciones de la recta tangente a C en un punto c(¢,) (si ¢’(¢,)#0) pueden ser:

[xX(5)=clto)+s¢ (to) | 0 | x(s5)=€(to)+(s5=1) € (1) |

[esta toca ¢(zo)
cuando s=t, ]

Ej 1. Sea c(r)=(cos#?,sent?), con t€[0,V2r |. ¢(0)=¢(V2r)=(1,0).
Por ser ||c(2)||=Vcos?+sen? =1, recorrerd ¢ la circunferencia unidad.
¢/(t)=(—2¢sent?, 2t cost?) serd un vector tangente, y es ||¢’(z)||=2¢ 1=0,\2n

[con lo que este médulo (la velocidad escalar) crece con el tiempo].
[Llega a (0, 1) para t=+/m/2, y tarda el doble de tiempo en dar la vuelta entera].

c’(\/% ) =(—V2r,0) - x=(-V2rs,1) es larecta tangente en (0,1) [0 més sencilla x=(s, 1) |.

[La misma curva la describe ¢.(7) =(cost,sent), t€[0,2n], siendo en este caso ||c,(¢)]|=1 constante].

Ej2. Sea c(1)= (t3, 2t2) . Dibujemos la curva descrita por ¢ para t € [—1, 1], hallemos su recta tangente
en el punto (—1,2) y el punto en que esta recta tangente vuelve a cortar la curva.

Dando valores a 7, o viendo que se puede poner y=2x%/3 sale el dibujo.
[Cuando ¢’ =0 (sin tangente definida), pueden aparecer picos como el del origen].

Elpuntosedasi t=—1: ¢(-1)=(-1,2) yes ¢/(-1)=(3r2,41)|__,=(3,-4).
La recta tangente es: X(s)=(3s—1,2-4s) [toca (3,0) cuando s=1/2].

t=—1

Corta la curva para 7 y s que cumplan: 3=3s—1,2:>=2—4s —
(3s—1)2=(1-25)%, 85°-3s?=0, s=2 —> (3.%) [y s=0—> (-1,2)].

2°8
2/3 ylarecta y= 2_34x se cortan si 27x%2=(1-2x)3 que lleva a lo mismo] .

1 <05 0 o5 i

[O bien, la curva y=2x

Mis dificil es, desde luego, dibujar curvas en R*. Estudiamos el ejemplo sencillo cdsico, una hélice:

Ej 3. Dibujemos la curva del espacio descrita por ¢(7)=(cosz,sent,t), t€[0,3x]. -3, '\C?E)
Como [x(#)]*>+[y(¢)]*=1, la proyeccién sobre el plano xy es la circunferencia ~-«<7 | __i-"
unidad, mientras que la z de la curva crece constantemente con . T ol /

| v
==

El vector velocidad serd ¢’(r)=(—sent,cos?, 1), conlo quees ||¢/(7)]| =2,
que no depende de ¢ (se recorre la curva a velocidad escalar constante). ) "\\
Por ejemplo, para t=27 [en el punto (1,0,27) | es ¢/(27)=(0,1,1) ylarecta ~~ic7| —_')
tangente en ese punto se puede escribir: i /

x=(1,0,27) +5 (0,1, 1) = (1,5, 27+s) Lcontenidacnelplano x=1 /E%/

y coherente con el dibujo].




Primer caso de la regla de la cadena. Generalizamos la formula (fog)’(x)=f"(g(x))g’ (x).
Tratemos por ahora el caso mds sencillo, que une funciones vectoriales y campos escalares:

Sean ¢: R — Ry /:R" = Rde C'ysea n(n)=/(eln).] A8 ]
Teor 1. | Entonces % es derivable y es /(1) =Vf(e(r))- (), 0sea:| R
W (1)= 2L (e()) X} (1) + -+ + 2= (e() X, (1) . h:R— R

_'_
S(e()

af _9f dx  Of dy

La ultima igualdad (por ejemplo cuando n=2) habitualmente se escribe en la forma | 7z =357+ 3 v dr |’

expresion imprecisa que no deja claro donde esta evaluada cada término [las parciales en ((x(#), y(¢)) y las
derivadas ordinarias en ¢ ] y que mantiene el nombre f parala h (son los valores de f sobre una curva).

h describe la variacion de f sobre la curva dada por ¢ y, por tanto, 4’(f,) mide la variaciéon de f segun el
vector tangente a la curva en ¢(7,) , y esta derivada es, como sabemos, Vf(c(7,))- ¢/ (t,) .
También se pueden dar derivadas segundas y sucesivas; por ejemplo, si n=2, como h’'=f, x'+f, y":
R'(t) = fex (x/)2+ 2fxy x,y/"'fyy (y/)Z + fx x”"'fy ', pues (fx) :fxxx/"'fxyy, PR

Ej4. Si c(t)=(13,212), f(x,y)=(y+x%)* y h=foc, hallemos h’(~1) utilizando la regla de la cadena.
e(-1)=(-1,2), ¢(=1)=(3.~4) . Vf = (dx(y+22),2(y+22)) ‘=3 (-12,6) .
Por tanto: h’(-1) = Vf(e(-1))- ¢’(=1) = (3,-4)-(~12,6) = —60.
[Podemos comprobar componiendo y derivando: h(f)= (224192 5> p/(-1)=-60 ]
[Que la derivada sea negativa implica que la f decrece al avanzar sobre la curva,

como se puede comprobar dibujdndola junto a varias curvas de nivel f=C, que
son pardbolas de la forma y= +VC—x2 (u observando el gradiente en el punto)].

f: DcR" — R™

X= (X1, e xn) = £(X)=(f1(X), ...\ fn(X))
[O funciones vectoriales de varias variables reales con dominio D . Ya hemos el visto el caso
particular de las funciones vectoriales, con n=1. Uno que ya ha aparecido, con n=m, es Vf;
otro, para n=m =3, serd rotf ; otros serdn los cambios de variable que iremos haciendo].

Campos vectoriales. Son funciones de R" en R™:

En la diferencial de f escalares cumplia un papel importante el vector Vf . Aqui lo va a cumplir una matriz:

0f1/0x1 - 0f1/0xn

Se llama matriz diferencial o jacobiana de f en a a Df(a)= .
[Las m filas de Df son los gradientes de las m componentes]. Ofm[0x1 -+ Bfm[0xn)y_,

[Si m=1, esta matriz es una matriz nx1 : el vector gradiente Vf(a).Si n=1, el vector derivada de una
funcién vectorial ¢’(¢) (escrito como columna). Y si n=m=1, la mas simple de las matrices: f’(a)].
Diremos que f es diferenciable en a cuando lo sean sus m componentes fi, ..., f;; en ese punto.

Y por tanto, si todas las f; son C! en un entorno de a entonces f serd diferenciable en a.
Y como en los campos escalares, cuando f sea diferenciable ‘se parecerd a una funcién lineal” dada por la

matriz diferencial: f(x) = f(a) + Df(a) (x—a).
Tponiendo x—a como columna y escribiendo el resultado como fila

Ej5. f(x,y)=(e*,y, 2x+y2) es un campo vectorial diferenciable en el punto (1,0) [lo es en todo R?]
porque las 6 parciales existen y son continuas en un entorno del punto. Su matriz diferencial es:

yery xe*V 01 _ x=1) _ 7
Df:( o xe ):> Df(l,O):(o 1). Como £(1,0)=(1,0,2) y Df(l,O)( ; )_(ny_z), la

2 2 20 f:RZ2> R3 se parece cerca (1,0) a f(x,y)~(1+y,y,2x).

En caso de que m =n, tipico de los cambios de variable, cumplird un papel importante (por ejemplo en la
integracion) el determinante de la matriz diferencial nxn , llamado jacobiano del cambio:

Of1/0x1 -+ Of1/0xn

. =fi (X1, Xn) . . .
Si {yl....l.?c.l...?c. , el determinante jacobiano es Wsjfsmﬂz : :
In = (Ktsees ) e B Sl 91 -+ OO

[Jf (a) #0 implica, por ejemplo, que el cambio es inyectivo en un entorno del punto, con lo que
existir la funcién inversa f~! en un entorno, que era lo que sucedia en R cuando f’(a)#0 ] .



Caso general de la regla de la cadena

g f
Sean R"— R"— R” g diferenciable en a, f diferenciableen b=g(a) =
Teor 2. a — g(a)=b — f(b)

fog diferenciable en a y D(fog)(a)= Df(b) Dg(a) [producto de matrices].

Ej 6. Sean g(x,y)=(x—y,y%), f(u,v)=(u+v,uv,v). Hallemos D(fog) en (2, 1). Utilizando el Teor 2:
11 _ 11 _ 11
Df(u,v)=|v u ,Dg(x,y)z(‘ 1), g(2,1)=(1,1) = D(fog)(2,1) =11 (‘ 1): ).
01 0 2y 01/\9 2/ o2
Comprobemos componiendo los campos y calculando luego la diferencial:

1 2y-1 11
(Fog)(x,y) =f(x—y,y?) = (x=y+y%, xy>=y%,?) , D(f<>g)(2,1)=(y2 2xy—3y2) =((1) ;)
0 2y @0

Veamos la forma que adopta en un caso que aparecerd bastantes veces:

f:R°>R, g:R°>R?, h=fog:R>>R ’ VTN
(r,5) = (x,) (r.5) = f(&(r, )= f(x(r,s), y(r8)) | |
(a0 any _(of af)(‘é’f ‘3?):> oh _ 9fox [ 0fdy oh _ fox  Of Iy

ar 9s) ~\ox ayllay ay Or — Oxor " Byor’ 8s  dxds T Oy s
or Os

Conviene memorizar estas férmulas, que se utilizan mucho mas a menudo que la forma matricial. No
se olvide que la fy yla fy estdn evaluadas en (x(7,s),y(r,s)). A menudo se mantiene el nombre
impreciso de f parala h, pues es simplemente la f en unas nuevas variables.

Parecidas son las férmulas en R®. Parauna (r,s,1) — f(g(r,s,0))=f(x(r,s,0),y(r,s,1),2(r,s,1))
fr=fexrt fyyrtfezr | | fi=foxstfyystfzs | | o= foxot fyyet foze |-

Todas (y otras no escritas) son faciles de reconstruir: aparecen las derivadas de f respecto a todas las
variables intermedias multiplicadas por sus derivadas respecto a misma variable de la izquierda.

las derivadas son:

s i

Ej 7. Escribamos, usando la regla de la cadena, la ecuacién en derivadas parciales (y—2)u, —xuy =x2y
en las nuevas variables s=xy—2x, t=x [este tipo de cédlculos se hardn muchas veces en 4.1].

Usamos las férmulas de arriba, pero cambiando el nombre de las variables:

{ux =uUgSx+ Uty = (y=2)us+ ity
Uy = UgSy+ Uty = Xils

Sélo falta escribir xy en las nuevas variables: xy=s+2x=s+2t — .

Esta ‘EDP’ tan sencilla incluso la podemos resolver ya. Las u(s, ) que la cuamplen son las de la forma:

, que llevada a la ecuacién nos da —xu; = x>y, u; =—xy.

u(s,t)=—st—t>+f(s) , para cualquier funcién f (desaparece al derivar respecto a ).
Asi hemos hallado la solucién de nuestra primera EDP: u(x,y) = f(xy—2x)+x>—x2y, VfeC'.
La comprobamos: uy = (y—2) f'(xy—2x) + 2x=2xy, uy = xf’(xy—2x)—x> —
(y=2)uy—xu,=0- (y=2)x2—x(2x—2xy)=x2y .

. . [x=r+s? n 2 g {fr:fx"'sfy
Ej 8. Si {y:rs , las derivadas de f(r+s-,rs) respecto a las variables (r, s) son fo=2sfidrfy

Si f€C? podemos hallar también las derivadas segundas utilizando la regla de la cadena.

Como f, y fy son también funciones de r y s, se derivardn respecto a r y s de la misma forma que
se derivaba la f (utilizando la expresion de arriba):

frr= (fr)r = (fx)r"' S(fy)r = [fxx"’sfxy] + S[fyx"'sfyy] = fxx +25fxy + Szfyy
® frs= (fr)s = (fx)s'" S(fy)s'"fy = [zsfxx+rfxy] + S[zsfyx"'rfyy]"'fy = 2Sfxx"'(”"'Zsz)fxy"’rsfyy"’fy
Fss=(fs)g =25 (fx)s+ 7 (fy)g+2fx = 25[28 fux+rfxy] + 7 [25 fyx+rfyyl#2fx = 452 fxx+4rs fry +r2fyy +2fx

[Para escribir, por ejemplo, (fx)r simplemente se utiliz6 el hecho de que, segtin las expresiones para
las derivadas primeras, habia que derivarla respecto a x y sumarle s por su derivada respecto a y ]

[(.) se podria también hacer asi, pues sabemos que las derivadas cruzadas de las funciones C 2 coinciden:
Frs=(fs), =2s[ frx+sfyx] + [ fxy+5fyyl+fy =28 fex+(r+25%) fey+7sfyy+fy |-

10



Divergencia, laplaciano, rotacional

. . . . —(_0 il
Sif=(fi,..., f,): R"— R" escampo vectorial C', la divergencia V=(a_x1’ e m)
de f es el campo escalar: divf = V-f = % +o+ gﬁ . [notacién s6lo, eso

1 *n no es ningtn vector].
En particular, cuando f =(f,g) es | divf=f,+g, |, ysi f=(f,g,h) es ’ divf = fi+g,+h, ‘

Si f:R"— R esde C2 el laplacianode f es Af = V- (Vf) =V =2L+... +gxf.
1 n

+fyy‘ 0 ’Afzfxx"'fyy"'fzz"

Es otro campo escalar. En particular,

Para n=3 hay otro importante campo vectorial que se obtiene a partir de uno dado:

Si f=(f,g,h): R*— R’ esde C!, el rotacional de f es el campo vectorial:

i j Kk
rotf = VX T =|gox 9oy 9oz|= (hy—g,)i+ (fz=hx)j+ (g&x—f) k.
f & h

Algunas propiedades y relaciones (para n=3 y campos C 2 ) facilmente comprobables son:
| 1ot (Vf)=0, div(rotf)=0, div(gf)=gdivf+Vg-f, rot(gf)=grotf+Vgxf.

Por ejemplo, la primera: rot (fx fy’ fz) = (fzy_fyz) i+ (fez—fax)i+ (fyx_fxy) k=0.
[No sdlo el rotacional de un gradiente es 0. En 2.2 veremos que si el rotacional de un campo
vectorial C! se anula, este campo serd el gradiente de un campo escalar que sabremos calcular].

i j k
d/ox 90y )0z
xyz ez y2

div (rotf ) =x—x=0 (S;ll’é‘; V(divE)=(0,z+z%€7%, y+e¥?+yze¥?). A(divl)=(+y?z+2y) 7.

Ej9. Sea f=(xyz, e, y?). divf=yz+ze’*. rotf = =(2y-ye¥?, xy, —xz).

[No tiene sentido hablar del gradiente o laplaciano de f, ni de divergencia o rotacional de campos escalares.
Estos cuatro ‘operadores’ (reglas que convierten unas funciones en otras, como también hace la derivada)
son ‘lineales’ (porque lo es la derivada): V(af+bg)=aVf+bVg,a,beR, eigual los otros tres].

x=rcos@ | r=yxr+y?,

. 2 P . .
Escribamos Vf y Af en R en términos de las coordenadas polares: y=rsent | tang=" .

fr=cos@f,+sendf, {frcosﬁ—%fgsenﬂzfx

Por la regla de la cadena: { fo=—rsen0f,+rcos0f, £ sen 9+}f9 cos 0= f,

Vi=fre + % fo €q, sidefinimos e, =(cosf,send), eg=(—senf,cosb)|.

[Esta pareja de vectores son unitarios y perpendiculares entre sy es d%er =ey ]
Utilizando de nuevo la regla de la cadena para escribir las derivadas segundas:

frr= 08?0 frx+2 sen 0 cos 0 fry+ sen’d fy A faa
2¢an2 2 20052 = |Af=fert s
foo=r"sen6 frx—2r-sen @ cos O fy,+r-cos°@ f,,—r cos O fx—rsenbf,

[Basta escribir la suma del segundo miembro y usar que cos’@+sen’d=1 para obtener fy+ Fyy 1.

Ej 10. Sea f(x,y)= x2+y2 ,con f(0,0)=0. Calculemos Vf y Af enel punto (x,y)=(1,1).

Escrito en polares toma la sencilla forma f(r,8)=r cos®0 y el punto pasa a ser (r, 9)=(\/_ . 3).
ML L)\_3v2f_ 1 L\_(1 _1
% )P %) =0-0).

Af =0+ Coi}(’ +Bcos Osen’0-3cos’ 2 cosf(3—4cos’d) queen (V2,%) vale 1.

7

Vf = cos’0 e, -3 coszﬁsen0e9|(\r2 1)~

x"+3xy —xy X +6xy°—2x X7y —4x(x*+3x"y x(3y“—x
3 2 Af436 223 8’%24(4322_2(32 2)

Ma3s largo haciendo: Vf= (m, o)e Iny)? Iy’ =25

Las polares son ttiles para analizar continuidades complicadas. ;Es continua en (0, 0) ? Con la expresién polar es
claro que podemos hacer f tan pequefia como queramos: | f(r, 0)-0|=r| cos30| <r <& si ||(x, y)~(0,0)||=r <5=¢.
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Acabamos el capitulo con mas ejemplos con preguntas varias (tipicos de examen) que sirvan de repaso:

Ej11. Sea f(x,y)= z—z . Dibujar sus curvas de nivel f(x,y)=0 y 1. Hallar ||[Vf(=1,1)| y div(Vf).
Hallar, si existe, un vector unitario u para el que Dy f (-1, 1) : 1) sea minima, ii) sea 0, iii) sea 3.
Dibujar ¢(r)=(r—1,€") ysi h(t)=f(c(r)) hallar ’(0) mediante de la regla de la cadena en R".
Calcular, por dos caminos, la ecuacién del plano tangente a la grificade f enel punto (—1,1).

f=0—-y=0, f=1 - y>=x> ,y=+x. [Yen x=0 la f tiende a +co]. Yk
Vf(x, y)=(-2x7%y2%, 2x72y) — |[Vf(=1, DII=]I(2,2)[|=2V2.

. _ _ 6y2 3y24x2 =
div(Vf)=Af= fatfy=6xtyP42x 2=y T - N A | 7

[Aunque las cartesianas son adecuadas, lo hallamos también en polares:

f(r,0)=tan?0, fr=f=0, Af= ﬁfgg = r%(l+4tan29+3 tan*9) |.

CZO-f—x
D, minima en sentido opuestoa Vf: (-1,-1) —» u= (—\%2 , —%) : =
[Vale Duf(—l,1)=(2,2)~(—%,—%)=—2\/_=—||Vf(—1,1)||,com0deb1’a]. y>k

Dy =0 en direccién perpendicular al gradiente: u = (L ,-L) ou=(-L,61).
. perp g (5-—5) (-7 %)
[Para precisar los tres vectores anteriores de i) y ii) bastaba con observar las curvas de nivel].

No hay ningiin u con Dy=3 pues el méximo valor es el médulo del gradiente y es 2V2<3.

Podemos dibujar ¢ dando valores: t=0 — (-1,1), t=1 — (0,e), xt—7> -0, yt—> 0,...

——00

0, como t=x+1, dibujar la grifica de y=e**' (lade y=e* llevada una unidad para la izquierda).
c(n)=(1,e"), n(0)=Vf(c(0))-¢'(0)=(2,2)-(1,1)=4 [comprobable derivando h(t)=e’(t—1)2].
Plano tangente: z=1+2(x+1)+2(y—1)=2x+2y+1, que podriamos hallar con la otra férmula:
=2 & F(x,y,2)=x22-)2=0. VF(~1,1, 1)=(2x2,-2y, 83| _y 1 1y=(-2,-2,1).
(-2,-2,1) - (x+1,y—-1,z—1) = =2x+2y+z—1 = 0, que nos da de nuevo el plano.
Ej 12. Sea f(x,y) =3 - \/szyz Dibujar las curvas de nivel f(x,y) =2,0,-2 ylagrificade f.

Hallar el plano tangente a la gréfica en el punto (4, 3) . Calcular Af(4,3) en cartesianas y polares.
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva interseccion de la gréafica con z=2 en (0,—1,2).

x2+y?=(3-C)? circunferencias de radio 3—C [1,3,5,si C=2,0,-2].
Corte con x=0, z=3—|y|. Y de revolucion. Es el cono de abajo.

V= (o fy)= (2020272, oy (2 y)12) 22 (4,23
Plano tangente: z = -2 — ‘Si(x—4) - %(y—3) =3- %x - %y.
F(r,0)=3-r — Af= frr+dfittfog =15 1= Af(4,3).
AN

O bien: —2(x2+y?) 12 4x2(x2+y2) 732432 (x24y2) 732 = (x24y2)~1/2

[El gradiente en polares también es ficil: Vf = f.e, L —(cos 0, sen 0) ]

Obviamente la tangente a esa circunferencia unidad contenida en z=2
tiene por ecuaciéon x=(t,—1,2) . Dos formas de describir esa curva son:

c(r)=(cost,sent,2),t€[-n,x] (¢'(-7/2)=(1,0,0)) o e(x)=(x,—V1-x2,2),xe[-1,1].

Ej 13. Sea f (x,y,2) = (xz?, yx?, zy*-32%) . Calcular: i) divf, ii) rotf, iii) V(divf) y iv) A(divf).
Hallar la recta perpendicular a la superficie divf=0 en el punto (1,2, 1) y precisar su punto de corte
con el plano x=0.

i j Kk
3/0x 8/dy 8/dz

XZZ yx2 Z))2_322

=2(yz,xz,xy). ii)) V(divf)=2(x,y,z-3).
iv) A(divf)=6.
Un vector normal a la superficie se obtiene de iii): (1,2,—2) [mejor sin el 2]. La recta es, pues:
x=(1,2,1)+1(1,2,-2)=(1+¢,242¢,1-2¢t) que corta x=0 si t=—1 — punto de corte (0,0, 3).

[Con un poco de vista se puede observar que x2+y%+(z—3)2=9 es la superficie esférica
de centro (0, 0, 3) y radio 3,y cualquier recta normal a ella debia pasar por su centro].

i) divf=z2+x2+y2—6z. ii) rotf=

12



