2. Calculo integral en R"

2.1 Integrales multiples. Cambios de variable

Integrales dobles. Su definicién generaliza la de la integral en R.
Sea f(x,y) acotada en un rectangulo R =[a,b]x[c,d] cR>. Se "
divide R en nxn rectingulos R;;=[x;—1,X;]X[yx-1, Y], de drea . g
Ax Ay = bfa% Se llama M;; y m;; al supremo e infimo de f a ,C’k y d_
en cada R;; y las sumas superior ¢ inferior son: 7 / 7
Un= ) Mix AxAy, Lp= ) mj Ax Ay h : 174
i,k=1 ik=1 x k1 M

(sumas de volimenes de prismas, una mayor y otra menor que el volumen que encierra f(x,y) si f>0).

Si las sucesiones {L,} y {U,} tienden al mismo limite, se dice que f es integrableen R,
se representa el limite comtn por ffR fo ffR f(x,y)dxdy ysellama integral de f en R.

ffR f representard (similar a lo que sucedia en R) la suma de los
voliimenes encerrados entre la grificade f y el plano z=0 en
R, con signos + o — adecuados. Y al igual que sucedia alli:

Teor 1. ’ f continnaen R = f integrableen R. ‘

También aqui las funciones ‘poco’ discontinuas siguen siendo integrables:

Siuna f acotadaen R es discontinua como mucho en un nimero finito de puntos

Teor 2. h . . .
y de gréficas de funciones continuas, entonces f es integrable en R.

Para calcular integrales dobles no se necesita la definicion, el problema se reduce a realizar dos
integraciones sucesivas de funciones de una variable:

de pubings |/ continuaen & = [ =[] [7 fex vy ey =["[ [ e ) dv]as

Para cada y constante A(y)= /a b f(x,y) dx representa el drea de la seccién
del sélido determinado por la grifica de f ; integrando A(y) entre ¢ y d
obtenemos el volumen: ff RS= fc dA(y) dy .Laotraigualdad es lo simétrico.

Ej 1. Sean R=[0,n]x[0,1] y f(x,y)=ysenx. Calcular la integral es facil:
1 2 1 _
//szfoﬂ [f() ysenxdy]dx:foﬂ[y bzenx]odxz 0” e dy=1=csx >r=1.

O bien: //R f =f01 [foﬂysenxdx]dyzfol [—ycosx]gdyzfol 2ydy=1.

No sélo se puede integrar sobre rectingulos. Podemos hacerlo en dos tipos sencillos de regiones D
(y otras mds complicadas se podran dividir en algunas de esa forma).

i) f continua en D={(x,y): anSb,c(x)SySd(x)},con
b pd(x)
<d ti ,b = = 5 dydx.
¢ <d continuas en [a, b] //Df /a/C(X) f(x,y)dydx

ii) f continua en D= {(x,y) rc<y<d,a(y)<x< b(y)},
con

a<b continuas en [c,d] = //D f :/Cd/a:)y)f(x, y)dxdy.

Teor 3.

Cuando la x varfaentre a y b,la y varfaentre c(x) y d(x) y similar para ii).
A(x)= fc ‘:)(:)C) f(x,y) dy describe el drea de la seccién e ffD f= fa bA(x) dx representa (si f>0) el volumen

del sélido encerrado entre la grafica de f y el plano xy en la regién D . ffD 1 proporciona el areade D .
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Ej 2. Integremos f(x,y)=xcos(x+y) sobre el D del dibujo, que es de los 7
dos tipos considerados en el teorema 3: A
T x T )= / b(y)=T
// f :/ [/ xcos(x+y) dy]dx :/ x [sen2x — senx] dx “ )=
D o LJo 0 D
= [x(cosx—%cost)]O +/0 [§ cos2x— cosx|dx = —3Z . . 0 7

O, con célculos més largos, integrando primero respecto a x :
& & partes [* 7 3
// f:/ [/ xcos(x+y)dx]dy = / [-mseny —cosy —ysen2y —cos2y] dy = —>F .
D 0 y 0

Observemos que, a veces, no solo es preferible integrar primero respecto de una variable concreta y
luego respecto de la otra, sino que no tenemos otra opcién. Por ejemplo, si fuese f(x,y)=senx>

>

no se podria hacer / [ / sen x2 dx] dy, por ser la primitiva no calculable, pero si se puede hacer:
0 y

;s X w
/ / senx? dy dx T/ xsenx?dx = —% cosxz]gr = % [1— cos 712] .
0 Jo 0
[No olvidemos que la integral de una constante es la constante por la longitud del intervalo].

[Los corchetes que hemos escrito hasta la dltima expresién normalmente no se escriben].

Ej 3. Calculemos // (y=2x)3dxdy, con D cuadrildtero de vértices (0,0), (1,2), (0,2) y (=1,0).
D

Para no tener que hacer 2 integrales, integramos primero respecto a x :

/
2 2 /y=2x
— 3 = _1 _ 41/2 _r2 _ /- 3
A/()'</y/2_l(y Zx) dXdy_/O' 8[(y Zx) y/2—ldy_/(; 2dy—4 EX y/
Con el otro orden de integracién hay que dividir en dos recintos:
0 p2x+2 1 02 :
/ / (y=2x)°dy dx +/ / (y=2x)dy dx |
-1J0 0 Jox <
0 1
=/_1 [4—4x4]dx+/0 4(r—1)*dv=4-2+%=4.

En recintos méds complicados no tendremos mas remedio que dividir. La integral sobre el recinto total D
siempre serd la suma de las integrales sobre cada uno de los subconjuntos:

Ej 4. Para calcular la integral de una f sobre el recinto limitado por y=x> e 1
y=2|x|—1 podemos hacer:

//Df:[?[[::_lf(x,y)dy]dx+/01[/2:_21f(x,y)dy]dx. =l ysz :

Obien, como y=x? & x=#+y, y=22x-1 & x:i%(y+1), y="2x-1 y=2x-1
se puede hacer (calculando mds integrales) también de esta forma: ol
1 -5 1 (y+1)/2 0 (y+1)/2
JLr= 1[5 remas|aye [ [ reeyyady+ [ ] [ o) ey
D 0 LJ-(y+1)/2 o LJyy -1 bJ=(y+1)/2

Si en particular integramos f =1 obtendremos, como hemos dicho, el drea de D :

0 1
A :[/D 1 :[1(x2+2x+ 1)dx+£ (x2=2x+ 1) dx = %+% = %

[Integrales iguales por ser f=1 paren x y D simétrico respecto a x=0; bastaba hacer 2 /01 ]

1 0
O bien: A =//D 1= 2/0 [%+%—\/§]dy+/_l [y+1]dy =25+ 1 =3 [1=drea tridgulo].
Tomemos ahora f(xy)=2x>y y hallemos la integral por el primer camino:

0 2 1 2 0 1
//L)f:[I [x3y2])_€2x_1dx +£ [x3y2];x_1dx:[l [x7 =4 —4x* —x3] dx + ; [x7 —4x3 +4x*—x3] dx

—[-ly2 4y lyrlo2,4 1y 1o 1
=[-gt5-5+3l+[g-5+5- 3l =~ + @ =0-

[Debl’a anularse por ser f impar en x y D simétrico respecto a x=0. El ‘volumen negativo’ definido por
la graficade f enlaparte de D con x <0 se concela con el positivo de la parte con x>0 ]
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Cambios de variable. Generalicemos para las integrales dobles la conocida férmula de R

b / ()
Jo ) g’ (w)du= [T.7 f(x)dx, con geC'([a,b]), 71l
en concreto, el caso de g inyectiva (creciente o decreciente) en [a, b] : .
’ _ a b a b
‘/[a,b] f(g(u)) |g (I/t)l dI/t - ‘/g([a,b]) f(x) dx . ’
En R? nuestra situacién serd esta: para calcular ffD f(x,y)dxdy A ﬁg(ﬁ)
realizaremos un cambio de variable g: D*cR> —» D cR?
(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) .

de modo de que el nuevo recinto de integracién D* o la nueva funcién
a integrar sean mds sencillas. Se puede demostrar (es complicado) que:

Sea g: (u,v)— (x(u,v),y(u,v)) de C',inyectivaen D* g(D*)=D y f integrable.
Teor 4.
eor Entonces: // f(x,y)dxdy =// fx(u,v), y(u,v)) |g§iz§ dudv .
D D ’

[El jacobiano viene a medir como se deforman las dreas al pasar a la nuevas variables].

Como primer ejemplo de cambio de variable consideramos los cambios lineales:

=AD —~BC #0 (para que defina biyeccién de R? en R?).

- //Df(x,y)dxdyzlAD—BC|//D*f(Au+Bv,Cu+Dv)dudv

[Las regiones se transforman de forma sencilla por llevar las aplicaciones lineales rectas a rectas].

{szu+Bv con dGey) _
y=Cu+Dv o(u,v) —

Ej 5. Sea D el cuadrado de la figura y hallemos // (x—y)?e**Vdx dy. 4

La forma de f y el recinto sugieren: { FrPEL o {x = (u+v)/2

x=y=v = (u-v)/2 -
Las rectas que definen los lados pasanaser: u=0,1, v=0,1.

1/2.1/2 =—%. Asi pues _//Dzéfolfol vze“dudvz%.

1/2-1/2
Mais a menudo nos va a aparecer y mds Util serd el cambio a polares:

El jacobiano

cosf —rsenf
senf rcos6

o(x,y) _
o(r,0) —

{xzrcos&

_ 2 20y —
y=rsend = r(cos“f+sen-6) =r.

. El jacobiano es ahora:

Con lo que el cambio adopta la forma: // fx,y)dxdy = // r f(rcos@,rsen®)drdf
D D"

(Qué conjuntos D provienen de conjuntos D* sencillos del plano 0 vy
r@ ? Unrectangulo [ry,r2]X[61, 02] pasaaser un sector de corona o ’ @
circular limitado por las circunferencias de radio r; y ry y por B \Eﬁ
. . v ,'_',. (" ‘: ". X
las rectas que pasan por el origen de pendientes 6; y 6. R 1 S
0 y /B Si lo que queremos es hallar el drea en polares de una regiéon D

=

g_fsz) limitada en 6 € [@, B] por r=fi(0) y r=f2(6) obtenemos:
) areazf(i8 S )rdrd0=%ff[fzz(e)—ff(g)]de-

| 7).

S (6)

r X
[ [Coincidente con mis apuntes de matematicas].
Ej 6. Hallemos // V4-x2-y2dx dy,con D el sector circular del dibujo: y
D

La presencia de x?+y? y el aspecto de D piden a gritos las polares.

X
/2 243/2
//r«/4rdrd0/ [/ 4r1/2dr]deT [(4” ] = 2
X 0 6
el [-] no depende de &  octante de esfera ! /2,
El cambio no es inyectivo en lado izquierdo del rectangulo D* (todos los puntos con r=0 D -
van al origen), pero el teor 4 se cumple aunque falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas. D)
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Aunque el integrando es sencillo en cartesianas, el recinto pide usar polares:

Ej 7. Calcular la integral doble ffD (x—y)?dxdy,con D semicirculo dado por x>+y><4, x>0.

En polares es (r cos @—r sen)? = r*( cos?6+sen®d —2 sen 6§ cos @) = r*(1— sen 26) . Por tanto:

/”/2 g r3(1-sen26) dr d6 = 4[ ,(1—sen26) do = 4.

-n/2J0 .
por el jacobiano (es impar)

Debia ser mayor que O por ser el integrando positivo. En cartesianas serfa mucho peor:
2 Va-y2 2
/ / (x2—2xy+y2) dx dy :/ (y3—4y+%(y2+2)\/4—y2 ) dy=---
-2J0 -2

En el siguiente ejemplo, aunque el recinto no pareceria adecuado a las polares, ya que no estd limitado por
curvas r=cte o §=cte, el aspecto del integrando las pide indudablemente:

Ej 8. Integremos f(x,y)= x2+ 5, sobre el semicirculo x%+(y—1)2<1,y>1.
Las curvas que limitan el recinto, escritas en polares quedan: / \
y=rsenf=1 — r=1/senf, x>+y>=2y, r’=2rsenf — r=2senb . N i
3n/4 p2sen 6 3n/4 \
/ / VZSZ"H dr do =/ (2sen?6—1)db = — 32/4 cos20do=1.
n/ 1/sen 6 r /4 7/

Las cuentas se complican mucho si se intentan hacer de cualquiera de las dos formas en cartesianas:

1 1+V1-x2 1
// —XZ{yzdydx=%/ [1n2+1In (14+VI=22 )+ In(1+2%)] dx = - -
.

V2y—y? 2 Y 2 /2~
O atn peor: / / dxdy = 2/ [arctan £] 2y dy :/ e dy=---
V2y—y parenx Jq y10 1 vy

Usemos el cambio a polares para hallar un integral impropia de una variable con primitiva no elemental:

Ej 9. Para calcular / / ~*dx consideramos la integral doble:
/ / e (x +y2)dxdy / —y/ —x2 dx dy / Je™ y?2 dy= 2 ’_\JN
0
I da: [ e dr do=2] ) . _ S
En polares queda: / / re rdf= —[—ie ]O_Z =5

Deducimos ademas, por la paridad del integrando, que / h e dx = \r.

Ademas del areade D, A:ffD dx dy ,y del volumenen D bajo f(x,y)>0, V:ffD f dx dy ,las integrales
dobles tienen otra serie de aplicaciones (las férmulas son andlogas para R?).

La masa de una placa D es M:ffD p(x,y)dxdy, si p(x,y) es su densidad.

El centro de masa de D es el punto (X,y) con x= ﬁ ffD xXp,y= ﬁ //D yp (centroide si p=cte).

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y son: I = [[ y*p . I, = [[, x*p .

Ej 10. Sea D un semicirculo de radio R de densidad directamente proporcional a la distancia al centro
de D . Hallemos su centroide, su centro de gravedad y sus momentos de inercia respecto de los ejes.

Se puede probar que si una ldmina tiene un eje de simetria, su centroide estd en
.Cmasad en dicho eje (y si tiene dos, estd en su interseccién). Por tanto, x.=0. La otra
D Pcentroide
- _1 _ 2 TrR 5 _ 2 [r31R_ 4R _
7 Ve=7% fnydxdy == /0 o T sen @ dr df = ) [;]0 =37 ~042R.

Para el centro de gravedad hay que incluir la densidad p(r)=kr (simétrica). También x=0.

R — R
Como la masa es M:foﬂfo krdr do= ’“g}k , serd y:% /oﬂfo r3sen 6 dr do =;—§ ~048R.

R R b/d e
Los momentos: I =k [["[" r*sen®0drdf =% [" r*dr ["[1-cos20] d6 = kxR’
Iy=k [ rtcos0drdg = & [* r*dr ["[1+cos26] do = £2&

[Los célculos en polares llevan a integrales de sen™f cos™8 . Recordemos que si m o n son impares son mas
sencillas, y que si son pares se usan las igualdades sen’6=(1—cos26)/2, cos?0=(1+cos26)/2 ] .
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Integrales triples. Andlogamente a n=2 se define la ff »f parauna f(x,y,z) acotada en un
paralelepipedo B={[a, b]X[c,d]X[p, q] . Describird un ‘volumen’ de un ‘sélido’ de 4 dimensiones
con ‘base’ B y ‘altura’ en cada punto dada por f(x,y,z). Esta integral se podra calcular también
con integrales iteradas:

q rd pb [o las otras 5 iteradas
f continuaen B = /// f= / / / f(x,y,2)dxdydz intercambiando los
B pJc Ja papelesde x, y, z].

Ej11. Si f(x,y,z)=2yz—x y B=][0,1]x[0,2]x][0, 3] es:

//Bf=/01/02/03 (ZyZ—x)dzdydxz/ol/Oz (9y-3x) dydx = ' (18—6x) dx = 15.

O podemos hacerlo, por ejemplo, con este otro orden de integracion:

//Bf=/03/02/01 (2yz—x)dxdydz=/03/02 (2yz-1)dydz = [ (4z—1)dz = 15.

También podemos integrar sobre recintos V c R? mds generales. z =qtey)
Si V={(xy2ra<x<b,c(x) <y<dx),ply) <z<qxy}, _J, - ’/>
siendo continuas c,d en [a,b] y p,q en D= {(x, y):a<x<b,c(x)< ]

y<d(x)},

. . b pd(x) pa(x.y)
ysi f escontinuaenV = /// f :// / f(x,y,z)dzdydx. z=p(xy)
v a Je(x) JIp(x,y) y

Anélogas férmulas se obtienen variando los papeles de x, y, z, 5
y muchos recintos que aparecen son de algunos de esos tipos. b / 5 y=d)

X

Cuando f=1, laintegral f/ v dx dy dz describe el volumen de V.

Lo maés dificil de las integrales triples es dibujar las graficas o al menos hacerse una idea de ellas para saber
cudles de las funciones que definen los recintos son mayores o menores.

Ej 12. Calculemos /// x dx dy dz, con V regién acotada por los planos
x=0, y=0, z=0, x=1, , X+y+z=2.

En el cuadrado [0, 1]% [0, 1] del plano xy esta z=2—x—y por encima de z=0.

///dexdydz =/1/1/2—x—yx dzdy dx :/1/1 (xmx?mry) dyd
/0 (2x—x*-x[% ] ) dx / (B-x?)dx=3-1=3

O un poquito més corto si cambiamos el orden de dx y dy - El primer paso es igual, y luego:

1 1
/0/0 (2x—x2—xy)dxdy=/0 1—-—-)’)51}’ zlt:%'

j 13. Hallemos con f(x,y,z)=xyz, V tetraedrode vértices (0, 0,0), (1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1) .
Ej13. Hall ( ) dro de vértices (0, 0,0), (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)
\%

El plano que pasa por los 3 dltimos puntos es x+y+z=1 y la base estd
limitada por los ejes y por x+y=1. Por tanto:

1 pl-x pl-x-y 1 l_xx (1—x— )2
///f=// / xyzdzdydxz// 2N 5 X dy dx
% 0 Jo 0 0 Jo

1 1
_ x(1=x)* | x(lx)*  x(1=x)* _ x(1x)* 1
—/0[ 7 tT8% "3 ]dX—/O 74X = 35 -

Ej 14. Calcular/// e%dx dy dz, con V sélido limitado por x=0, x=1, 2|
y=0, y=1, z=0 y la superficie z=2—x> =2
En [0, 1]x[0, 1] es z=2—x mayor que z=0 (no se necesita el dibujo). A
2-x2 /////
/// /// xe*dzdydx // 2—1]dydx - y
1
/ [xe?~x] dx——%[ By ]0—%(ez—e—1). <
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Con hipétesis andlogas a las del plano se tiene la férmula para los cambios de variable:

Sea g: (u,v,w) — (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) de C!,inyectivaen V*, g(V*=V
y f integrable = // f(x,y,2)dxdydz =/// f(glu,v,w)) |%
v Ve v

[Vale aunque g no sea inyectiva un niimero finito de puntos, curvas o superficies].

dudvdw.

En particular, los mds interesantes son los cambios a cilindricas y esféricas. Definamos cada una
de estas coordenadas y familiaricémonos con ellas antes de hacer integrales.

Cilindricas:

y=rsen@ |. Darlascilindricas de un (x,y,z) es trivial parala z,y se
> < — . P
r20,0<6<2r | (7=¢ tiene ademds que r=+x>+y?, tanf=2

{ x=rcosf O sea, las polares del plano xy junto con la coordenada z.
<

rcos@ rsen6 0
—rsen@ rcos@ 0

=[r],y, por tanto:
0 0 1

0(x,y,2) _

El jacobiano es G

//v fx,y,z)dxdydz :///V*rf(rcose,rsene,z)drd@dz

(Qué conjuntos del espacio son sencillos en cilindricas? Los
puntos »=C forman un cilindro, y los §=C y z=C planos
(vertical y horizontal). Un paralelepipedo V* se convierte en un V como el de la derecha.

Ej 15. Calcular la integral de la funcién f(x,y,z)=ze* " sobre el cilindro x2+y><4, 2<z<3.

24y2 _32”2 r2 _ 94 10212 _ 5 4
///vzex*y dxdydz—/2/0 / rze a’rd@dz—TQﬂ-[Ee ]0—7”(6 -1). 3..

© }acobiano

Lo mismo que integrar en z y hacer luego el cambio a polares. En cartesianas no se puede
o 2,02 2,2
hacer porque aparecen primitivas no calculables: f e¥ ™ dx o f eX Y dy.

2,2

Esféricas: x=psenfcos¢ | Como pr=r’+z%,es p=xlryl+l =/ri+z2.
r>0,0<0<n |4 y=psenfsened |. Ademds: tanf==L, tangb:% [mirando cuadrante].

z
0<¢<2nm z=pcosd [A veces se suelen cambiar los nombresde ¢ y 6,

pero usaremos la notacién de los libros de fisica].

senfcos¢ pcosfcos¢ —psendsend
O(x,y.2) _

A St R LY — 2 2
30p.0.) — senfsen¢ pcosfsend psenfcosg |= p~cos“fsend
cos 6 —psend 0

cos ¢ —sen ¢
sen¢ cos ¢

cos ¢ —sen ¢

+p?sen’d
sen¢ cos ¢

=|p?sen@| es el jacobiano y por tanto:

[/ f(x,y,2)dxdydz :// p*send f(psenfcosp, psenbsend, pcosb)dpdldp
\%4 \%A

En esféricas, p=C describe una superficie esférica,
¢ =C es un plano y 6 =C una superficie conica.
Un recinto simple V en esféricas es, por tanto, el
dibujado a la derecha. [El mds sencillo de todos, desde
luego, es la propia esfera que tantas veces aparece].

Ej 16. Escribamos el punto de coordenadas cartesianas (— 1,1, -V6 ) en los otros dos sistemas.

r=V1+1=V2. tanf=-1 y 2° cuadrante — 0:%” [no es, por tanto, f=arctan(~1)=—% |.

Las coordenadas cilindricas (polares mds la z) del punto son, pues: (r,8,z)= ( 2, 37”, —\/6) .

AT 26 = _ N2 _ 1 _5nx _ St 3nx [¢ esla 6 de
p= [+1+6 =2V2. tanG_T@_—\—@, 6_?' (p,9,¢)—(2\/§,7,7). las cilindricas].

En los siguientes ejemplos se ve que muchas veces las cartesianas no son las coordenadas mds adecuadas para
calcular integrales (si lo eran en los ejemplos de la pdgina anterior). En el primero, lo mds corto serdn las
cilindricas (o polares) y en el segundo, integrando sobre esfera, lo seran las esféricas.
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Ej 17. Hallemos el volumen que encierran el cono z =+/x2+y? y el plano z=0
sobre el cuadrado R = [0, 1] %[0, 1].

Podriamos hallarlo mediante integrales dobles o triples, utilizando las
coordenadas adecuadas en cada caso. Vamos a hacer /f v dxdydz. b’

En cartesianas es fécil el recinto, pero son dificiles las integrales: 2 | Y

trt xiey? Ll ordenador, tablas o X
= 2.2 _ b
/0/0/0 dzdxdy —/0/0 \/):dxdy—[ iy = xtu ]
1
=%/0 [V1+y2 = y*Iny +y*In(1+/1+y2)] dy = - -

1
cos 6’

401/cos 6 4 4 IN2
> s e W2 drdo =2 a0 _ o [esoan _ 2 [V _au
0 0 3 0 cos? 6 3 0 cos*0  ,—qeng 3 0 (1-u?)?

= Hlog 22| kot ] = AVZ +1n (1442)].

T+u " 1-u
/4 p /2 p1/cos @ sen ¢ /4 p /2 /4
28 o 2 _2 dod¢  _2 d¢  como
Esféricas: %/; /7r/4L p~senddp df d¢_3_/0' /n/4 sen290053¢_3/0 cos’¢  antes

Ej 18. Calculemos el volumen de la esfera unidad. En esféricas:

2npl pm
volz/ // pzsenﬂdﬁdpdxﬁ:2ﬂ[—0050]g[%p3]é:47”.
0 JoJo

En cilindricas (o polares en la segunda integral): x=1 — r= cono y recinto simétricos,

En cilindricas por dos caminos (mds largo):

Z
Volz/// rdrdzd9=27r/ 1_21 =4T”.

-1

2n 1
vol /// rdzdrd0:27r/ 2rV1—r2dr:4T”.
V1-r2 0

Las cartesianas son las coordenadas menos adecuadas aqui: g=V—xy?
vol = // / dz dxdy = 8// 1-x2-y2 dx dy

= [camblo x=+v1-y? sent | —8/ Z0- —y?) dy :%

Aplicaciones fisicas similares a las vistas para las integrales dobles son:
Masa de un s6lido V es M fov D(x,y,z)dxdydz,si D(x,y,z) essudensidad.
Centro de masade V es (x,y,Z) con )_c:ﬁffvxD, y:ﬁ//v yD, Z=ﬁ//v zD.
Momento de inercia respecto al eje z: .= [[f,, (x*+y?) D (andlogos los otros).

Ej 19. Hallemos la posicién del centro de masa de una semiesfera sélida homogénea.

Por simetrfa, serd X =y = 0. Volumen=27R>. [Masa=2xR>D, D constante]. ®

_ 27 /2, R s1R[ 5 72 N2V
__3 3 _31|pe o _3R _
—WA A ‘/0 P SCHGCOSded9d¢ —E[T]O [%]0 —?—0.37513.

[El recinto pedia a gritos utilizar las coordenadas esféricas].
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2.2 Integrales de linea

Una funcién vectorial era ¢ : [a,b] — R", ¢(¢) = (x1(¢), ..., x,(2)),
cuya gréfica es una curva C en R" y era ¢'(¢) = (x{(?),...,x,(1))
el vector tangente a la curva. Llamaremos a ¢ también trayectoria o
camino en R". Es ¢ camino C! sies continuay ¢’ existe y es continua
Vte(a,b) yes Clatrozossi C escontinuay [a,b] se puede dividir
en un nimero finito de subintervalos siendo C' en cada uno de ellos.

Ejl c: [O, %] — R? con c(f)=(2cost,2sent) esuna trayectoria C' pues Ye(n/2)
¢/(1)=(-2sent,2cost) existe Vi€ (0,5). 2
¢.:[0,2] — R? con ¢.(t)=(t,V4-12), e/(t)=(1,~1(4-1*)71/2)

es otro camino C', que describe esa misma curva (en sentido opuesto). c(0) B
Se dice que ¢ y c. son dos parametrizaciones de la misma curva C .

[Las dos curvas describen ese cuadrante de la circunferencia x2+y2 =4, pues en ambos casos se cumple que
4cos?t+4sen®t=4, r2+(4—r2)=4. Es mejor, en general, usar cosenos y senos al parametrizar circunferencias
para que no aparezcan raices que son mds dificiles de integrar].

Hay dos tipos de integrales de linea: de campos escalares y de campos vectoriales. Comencemos con:

Integrales de campos escalares a lo largo de curvas:

Sea ¢(t): [a,b] = R" camino C'ysea f uncampo escalaren R" tal que f (c(2)) es continua
en [a,b].Laintegral de f sobre ¢ (o alo largo de c) se define:

[ras=["rlew) e wlar.

Si ¢ es C' atrozos o f(c(t)) continua a trozos, se se descompone [a, b] en intervalos sobre
los que f(e(?)) || c’(r)]| seacontinuay serd /c f ds la suma de las integrales sobre cada uno.

Ej 1% Si f(x,y)=xy y ¢, c. son los de arriba, las integrales a lo largo de los dos caminos son:

/2 b}
lle’|| = V4 sent +4 cos?t =2, /f ds =/ 16 cos sen’t dt = 18 sen3t]g/ =1
c 0

’ 2 2
lell=y 4= [ fds=["1 (=) e dr = -3@-2PP] = 2.

No es casualidad que ambas integrales coincidan. Se prueba que:

Teor 1. | Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces fc fds= fc fds= fC fds.

Como la integral de linea de una f escalar no depende de la parametrizacion, sélo de la curva,
es licita la notacion /c f ds (integral de f sobre C) en la que la funcién ¢ no aparece.

La raiz de la norma hace que el cdlculo de estas integrales sea (salvo para curvas sencillas) complicado y no
es extrafio que aparecezcan integrales no calculables. [En las de campos vectoriales no ocurrird esto]. Ademas
de las circunferencias, también suelen ser faciles estas integrales sobre segmentos:
Ej 2. Calculemos la integral de la f(x, y)=xy” ahora sobre el segmento que une (0,2) y (2,0).
Podemos parametrizarlo utilizando que pertenece a la recta y=2—x:
(x)=(x,2-x), x€[0,2]. l@II=lI(1,-DII=V2 —
2
/f ds =/ V2x(2-x)2dx =V2 [2x2—§x3+%x4](2)= %
c 0
O también con la expresion para los segmentos que ya vimos en 1.1:
c.(1)=(0,2)+1(2,-2)=(2¢,2-2t), t€[0,1]. [Mismo sentido, doble velocidad].

1
e (O)I=2V2 — [ fds=16V2 [ t(1-1)2dt=16V2 [12=23+114]! =42 . [Debia salir lo mismo].
2 3 4 0 3
Cs 0

IS
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Interpretemos estas integrales. Sea primero f=1. Si pensamos que ¢(¢) describe una particula, al
ser ||c’(¢)]| la velocidad escalar en el instante ¢, parece claro que ds=|| ¢’(¢)|| dt (‘diferencial de
arco’) representa la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo dt’ y por tanto:

L= fc ds = fu b |l ¢’(#)]| dt representa la longitud de la curva C definida por c.

Veamos la forma que adopta la longitud de la gréifica de una funcién y = f(x) en VY y=A(x)
un intervalo [a,b]. Una parametrizacion clara de estas curvas es ¢(x) = (x, f(x)), '\’.
x€la,b].Y como ¢’'(x)=(1, f'(x)) , la longitud pasa a ser : :

L / NI+ (f (x)) [Camblando los papeles seria similar para x= f(y)]

Ej 3. Calculemos la longitud de la curva descrita por la funcién vectorial ¢(r) = (2¢2, %), t€[0,1] .

1
c(1)=(41,3?) = L :/ tV16+9¢2 dt 2%(16+9t2)3/2](1) =8l ~226. y
0

1

O con otra parametrizacion de la misma curva, usando que es y= (1)3/ g

(x,(%)%?), xe[02] = L / 1+9x l/zdx_64(1+9x 3/2]O = 125 ~1]. 3

Insistimos en que estas integrales se suelen complicar. Por ejemplo para y=x? sale una de cilculo largo, y
para y=x> aparece ya una no calculable que se debe aproximar con ordenador. Hay pocos ejemplos sencillos
como el anterior. Si es ficil dar la longitud de segmentos o circunferencias, pero eso no exige integrales.

Si f escualquier campo con f(c(t)) =0 Vt€|[a, b], fc fds z
representa para n=2 el area de la valla de altura f(x,y) en
cada (x,y) delacurva C, puesun ‘diferencial de valla’ tiene ‘

por drea f(c(r)) ds = f(e()) [[¢'(1)]| dz. 7 e O=:050)—>

Si f toma valores positivos y negativos sobre la curva, la integral puede perfectamente salir negativa. Eso
significaria que drea de la valla que estuviese ‘bajo el suelo’ seria mayor que la que estd por encima.

SEO.(0)

0,1-¢),te]0,1]
(t-1,0), t€[1,2]

Tenemos que hacer una integral sobre cada segmento y sumar el resultado.
Sobre el vertical, f(¢i(2))=t-1, [[ej(H)]=[[(0,-D]=1 —

/fds /(r—l)dt lol==L
Sobre el otro, f(ea(1)=t—1, ley(1)lI=1I(1,0)[=1, /fds _/] (t-lydr=1.

(es C! a trozos).

Ej 4. Hallemos la integral de f(x,y)=x—y sobre la curva c(z)= {

La integral total es, por tanto: / fds / / + 2 =0.

[El 4rea de la valla positiva sobre el eje de las x se cancela
con el drea de la valla negativa sobre el eje de las y].

Otra interpretacion para n=2 o n=3 de las integrales de linea de campos escalares es la siguiente:
si ¢(¢) describe un alambre (en el plano o en el espacio) con una densidad variable dada por p(x),
la masa del alambre serd M = /c pds.

Y también da el valor medio de una funcién f sobrelacurva C: f = % fc fds.

Un ejemplo de longitud y otras integrales calculables exactamente en el espacio:

Ej 5. Sea el alambre en forma de hélice: ¢(f)=(cost,sent,t), t€[0,2x],
y de densidad variable p(x,y,z)=x>+y>+z>.
Como || ¢’||=V2, su longitud es L =f027r\/§ dt =27V2 ~89.
Su masa es M:\/Ef(fﬂ(coszt+sen2t+t2) dr =\2 (27T+§ ) ~ 125.8.

[Y su densidad media es, por tanto: 1+§7T2 ~ 14 2]
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Definamos ahora el otro tipo de integrales (que aparecen mds a menudo en fisica):

Integrales de linea de campos vectoriales:

Sea ¢(t): [a,b] — R"de C' ysea f : R" — R" campo vectorial continuo sobre la grifica de c.
b
Entonces la integral de linea del campo f alo largo de ¢ se define /f-ds =/ f(c(r)) ¢ (1) dt.
c a

Si f(e(t)) - ¢’(¢) es s6lo continua a trozos, dividimos el intervalo y sumamos la integrales.

Sic()£0vry T(1)= % es el vector tangente unitario: £((c(?)

[t-ds=[7[fct) - TO] IOl di = [ £-T ds, 30

y se puede ver esta integral de linea como la integral del campo escalar f-T,
componente tangencial de f en la direccién de c¢. Por tanto: |

/ f - ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre c¢.
c

Demos otra notacién (la damos para el plano). Si ¢(r) = (x(), y(2)), f(x,y)=(f(x,y),g(x,y)):
L f-ds =fab [f(x(0), (@) x" (1) + g (x(1), y(1)) y' ()] di = | [. f(x,y)dx +g(x,y)dy

[La notacién es similar para n>2. jCuidado!, pese a su aspecto sigue siendo integral de linea].

Ej 6. Calculemos varias integrales del linea del campo f(x,y) = (xz, 2y+x) sobre distintos caminos:
ci(t) = (1,1), t€[0,1], e(t) = (4%,41%), 1€[0,1], e3(t) = (1-1,1-1), te[0,1]
[describen la misma curva, la tercera en sentido contrario]. y
1 1
S frds=[ (%30 - (1, 1) di = [ (P+30) di = 3+3 = .

1/2 1 4 ) 1/2 0.5 .3 11 < c"
czf-ds=f0 (1624,121%) - (8¢t,8t) dr =16 [~ (87 +61%) dt = ¢, §
S Brds = [ (1=02,3(1=0)) - (=1, =1 dr = [ (~4+51+1>) dr = =1L 1
t,0), te[0,1 1 2
calt) = {El’t)_l),et[e[l]’z] o tds= [ @20 (L0 de+ [P (220-1)- (0. dr = 242 = 1.
_[(0,1), te[0,1] ol 2 _ 1 _ 4
es() = {1 SN Lt ds = [ 02000 dr+ [ (=12 140)- (1,0 dr = 144 = 4.

[La integral parece depender sé6lo de la curva y del sentido en que se recorre. Incluso para algunos campos no
dependerad siquiera de la curva, sélo del punto inicial y del punto final].

Ej 7. Hallemos la integrales para los mismos ¢k de arriba, pero ahora para el campo g(x, y) = (y,x—4y):
[ g ds=) (t,-30) (1,1)dr == [ 2t dr =1,
[ g-ds = [P @2,-1282) - (81,80) di = — [ 16 dr = 1,
[ g-ds = [ ((1=1),=3(1=1)) - (=1, ~1)dt = [} 2(1-1)dr = 1. [Unica distintal.
[ g-ds = [ (0,0) - (1,0)dr + [ (t=1,5-41) - (0, 1) di = [* (5-41) di = -1
[ g-ds = [ (1,-41) - (0, 1) di + [7(1,6=5) - (1,0)dr = — [} 4t di + 1= 1.

Ej8. Si c(t)=(1,2,1), 1€[0,1] es [ zx?dx+xydy+y’dz =/0l (2 1+23-2t+15.0)dt = 1+2 =1L
Ej 9. Hallemos el trabajo realizado por una fuerza constante f=d al recorrer una particula una trayectoria
r(1)=(x(7), y(t),z(r)) que une dos puntos del espacio a=r(a) y b=r(b):
b ’ ’ ’
Ld-ds=["(di,dy.d3)- (x'(2),y'(1),2' (1)) dt

=di(x(b)~x(a)) + da(y(b)~y(a)) + d3(z(b) ~z(a))
=d- (r(b)-r(a))=d- (b—a), independiente de r.

Si consideramos ¢(t)=r(a+b—t), t€[a, b], que recorre la misma curva en

sentido opuesto, el trabajo es fc d-ds =fab(d1, dy, d3)-(=x'(t),—y’(1),-z'(t)) dt =—d -(b-a).
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Veamos qué sucede en general con las integrales de campos vectoriales al cambiar la parametrizacion.
Se prueba que no cambia el valor absoluto, pero si, quizds, el signo:

Si ¢ y c. describen la misma curva C, entonces segin ¢ y ¢, lo hagan en el
mismo sentido o en el opuesto se tiene, respectivamente:

/f-ds=/f-ds, obien/f-ds=—/f-ds

Como la integral de linea de un campo vectorial s6lo depende de la curva C y el sentido en que
se recorre (y la un campo escalar s6lo de C ), podemos elegir las ¢ mas sencillas para calcularlas.

Teor 2.

Ej 10. Tiene un sentido preciso hablar de la integral de f(x, y)=(y,0) alo largo
de la circunferencia unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

[Las integrales sobre curvas cerradas suelen representarse con el simbolo f ]
Podemos elegir ¢(r)=(cost,—sent),t€[0,2n] (o [-m,x],0...), c
_ 2x 1 [ 2n .
}{f’ ds —fo (—sent,0)-(—sent,—cost) dt = ifo (I—cos2t)dt =n.
Con cualquier parametrizacién que proporcionase el mismo sentido se llegaria a lo mismo.
[En cartesianas habrfa que usar dos caminos: (x, VI-x2),xe[-1,1] y (x,-V1-x2),x€e[1,-1] ]

Ej 11. Calculemos la integral de linea del campo vectorial g(x,y,z)=(z, e”, xy) desde (1,0,0) hasta
(1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

Hay muchas formas de parametrizar un segmento en el espacio. Para este, para el

que se tiene x=1 constante, una ¢ salta a la vista: c¢(¢)=(1,2¢,3¢), t€[0,1].

Esta misma parametrizacién es la que nos daria la expresion general vistaen 1.1:
c(t)=p+(q—p)t, t€[0,1] [si =0 estamosen p ysi t=1 en q].

Otra distinta, observando el dibujo de la derecha, es: ¢.(y)=(1, y, % y), y€[0,2].
Calculemos ya la integral pedida con ambas parametrizaciones (debe salir lo mismo):

1 1
/g-ds:/ (3[,62’,2t)~(0,2,3)dt:/ (262 + 61) dt = e2+2.
c 0 0

2 2
/cg-a?s=/O (%y,ey,y)~(0,1,%)a’y:/0 (e+3y) dy = e?+2.

Integrales de gradientes. Generalizamos la férmula de R: /a b g'(x)dx=g(b)—g(a).

Sea U : R"— R un campo escalar C'y ¢: [a,b] — R" camino C! a trozos.

Teor 3. Entonces: [, VU-ds = U(c(b)) - U(e(a)) .

Si ceC! (si no, dividimos), [” VU(e(1)- /(1) dt = [ (Uo ¢)'(1) dt = U(e(b))~U(e(a)) .

Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del camino, sélo b
del punto inicial y final. Si identificamos un campo como un gradiente, la
integral es muy sencilla. Cuando ¢(a)= ¢(b), ¢ describe una curva cerrada e A

fc VU- ds = 0: la integral de linea de un gradiente a lo largo de cualquier curva cerradaes 0.

Siun campo vectorial f es gradiente de alguna funcién U, a U se le llama
funcién potencial para f,y el campo f se dice conservativo.

(Como saber si f es conservativo? Condiciones necesarias sencillas para n=2 y n=3 son:

Si f(x,y)=(f(x,y),g(x,y)) de C!esconservativo = f, = gx.

Teor 4. Si f(x,y,2)=(f(x,y,2),8(x,¥,2), h(x,y,z)) de C'esconservativo = rotf=0.

Si (f,g)=(Ux,U,)=VU, con Ue C?, debe ser fy=gx, pues, como sabemos, Uy, = Uy .
Y lo mismo para n=3. Ya vimos en 1.2 que el rotacional de un gradiente siempre era 0.

Pidiendo muy poco més las implicaciones opuestas se cumplen (aunque es dificil de demostrar):

Teor 5. | Si f es C! en todo R? [R3] Yy [y=8x [rotf = 0] = f es conservativo.

[De hecho basta con que sea C en lo que se llama un ‘conjunto simplemente conexo’ (sin ‘agujeros’)].
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Si las derivadas cruzadas no coinciden, no puede f ser gradiente. Si son iguales, muchas veces es
sencillo hallar una U tal que VU= f [aunque la implicacion < haya veces que no se cumple].

Ej 12. Sea f(x, y)=(y?, 2xy) . Hallemos la integral entre (0,0) y (1, 1) a lo largo de diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x?, c) la circunferencia x>+y?=2x.
Posibles parametrizaciones: a) ¢, =(t,7), b) cp,=(, ?), ¢) Cc= (t, 2t—12 ) ,con t€[0,1] todas.
Las integrales en cada caso son:
@) [ (12,20 - (1,1) di= [ 3Pdi=1,
b) o (4,26%) - (1,21) di= [} Se*di=1,

1
2 _2). 1t —Ya 22y g
c)A (2t—12,2tN2t—12) (l,m)dt—/o (4t-31%) dr=1.

Pero como %(yz) =2y = ﬁ%(ny) y feC! sabemos por teorema 5 que f es conservativo.

Y es facil en este caso hallar una U :

Si U,=y?, debe ser U= xy>+p(y) para alguna funcién p ;
. 5 L = U(x,y)=xy“.
Si Uy =2xy, debe ser U= xy“+q(x) para alguna funcién ¢

Por tanto, las parametrizaciones y célculos de integrales de arriba han sido intitiles, puesto que la
integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1) - U(0,0)=1-0=1.

[El campo (y, 0) del ejemplo 10 no era conservativo. No podia serlo desde que vimos que
su integral sobre un camino cerrado era no nula. Pero también lo asegura f,=1 # 0=g, ]
Ej 13. Hallemos la integral de f(x, y)= ( ﬁ , x2xTy2) alo largo de x”+y?=1 en sentido antihorario.
Si e(t)=(cost,sent), t€[0,2n], yfc f-ds =f02”(—sent, cost) - (—sent,cost) dt=2nm.

y2—x2

No puede haber un potencial C! que contenga la curva, pese a ser fy=gx= [EarE

Como se ve en el ejemplo anterior, no basta la igualdad de las derivadas cruzadas para ser conservativo.
Es necesario ademds que la f sea ‘buena’ [y esta f noera C! en (0,0) ]
Y ahora un ejemplo de campo conservativo en el espacio:

Ej 14. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(4x,3z—-2y,3y) desde (1,0,0)
hasta (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

Como en el ejemplo 11 ya parametrizamos el segmento, podemos hallar la integral directamente:
e()=(1,26,31), 1€[0,1] = [ £-ds=[' (1,5,61)-(0,2,3)dr = [ 281dr = 14*]) = 14.
i j Kk
9ox 8oy 9oz
4x 3z-2y 3y

Pero para este campo es rotf= =(3-3)i+(0-0)j+ (0-0)k=0.

y ademds f es C! en R3. Existe, por tanto, una funcién potencial U(x, y,z) para el campo f.
Ue=4x — U=2x>+p(y,2)
Debe ser Uy =3z-2y — U=3yz—y*+q(x,2) , U=2x>+3yz—)* =
U,=3 U=3 ,
2=y = yZ+r(x ) [ f-ds=U(1,2,3)-U(1,0,0) = 16-2 = 14.
Este es el valor de la integral sobre cualquier camino que una los puntos, por complicado que sea.
Por ejemplo, hallemos la integral a lo largo de ¢*(¢) = (e"’z, 23, 31%), te[0,1]:
1 1
/ f.ds= / (47,912 —413,61%) - ((1-2t) &', 612, 6t) di = / (2(2-41) €272 49014 ~241%) dt
c* 0 0
= 22721 185~ 415] = 14

[El campo g del ejemplo 11 no era conservativo, por ser rotg=(x, 1-y,0)# 0,
y era necesario utilizar la definicién para calcular la integral pedida] .
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Teoremas de Green y de la divergencia
Veamos dos teoremas que relacionan integrales dobles e integrales de linea sobre curvas cerradas en el plano.

[Se verdn otros similares en el capitulo adicional 5 para integrales de campos en el espacio (estos se pueden
ver como casos particulares de aquellos), tras definir las integrales de superficie].

) curva simple
Una curva simple serd la imagen de una ¢ : [a¢,b] — R, C I'a trozos P
e inyectiva. Si ademds es c¢(a)= c¢(b), se llama curva cerrada simple. simple

Una curva de estas puede recorrerse en dos sentidos opuestos; para indicar Gc

; ] R urva cerrada
que se recorre en sentido antihorario indicaremos 55 .

simple

Teorema de Green:

Sea D cR? limitado por dD curva cerrada simple y el campo f =(f, g) e C'(D) . Entonces:

//D [gx—fy]dxdy:jl{mfdx+gdysjéDf.ds_

[Obsérvese que si f es conservativo, el teorema de Green dice 0= 55 f - ds como debia ser].

Ej 10*. Encontremos, usando Green, el valor n de la integral de f(x, y)=(y,0) sobre
la circunferencia unidad calculado ya en el ejemplo 10.

Como el sentido de recorrido es opuesto al que pide Greeny g,—f,=-1 es:
f t-ds=-[[ (-Ddvdy=[[ drdy=dreadeD=n 1>=1.
oD D D

Ej 15. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(y, 2x) en la regién acotada por y=—x> e y=—1.

gx—fy=1 (por tanto la ffD medird el drea de la region y debe ser positiva). —1 1

0
La integral doble: [], [gv—fyldxdy = [\ [T dydx= [ (1-x>) dx=%.
La frontera dD esta formada por dos curvas:
cl(x):(x»_xz) , X€E [19_1] s cz(x):(x»_l) , X€E [_1’ 1] -

f.ds =/_1(—x2,2x)-(1,—2x) dx+[(—1,2x)-(1,0) dx= [\ 52dx+ [ (- ax=1.

D

\

-1 c,

oD

Ej 16. Hallemos }{ e*sen y dx+e>*cos ydy siendo D el rectingulo [0, 21x[0,7].
a

D
Ll 2

La 0D esta constituida ahora por 4 curvas (segmentos sencillos) distintas:

2 /2 4 2 /2 (0,¢) 24
/(O-l+0)dt+/ (0+e cost-l)dt—/ (e’~1+0)dt—/ (O+cosz-1) dt @0
0 0 0 0

= e4[—sent]g/2—[et]§— [sent]g/2 =et-e

2 (:,0)l 2 X

Utilizando Green los cdlculos son bastante mds cortos: g, — f, =2 e?* cosy—e*cosy,
/2 p2 2
/ (2e** —e*) cos y dx dy= [sen y]g/2 [e—e*],=e*-e?.
0 0
Las integrales de linea normalmente son de peor cdlculo que las dobles (como en los ejemplos anteriores),

con lo que Green se usa mds para hacer las segundas en vez de las primeras. Pero en casos excepcionales no
es asi, como en el ejemplo siguiente, en la que calculamos un drea:

Ej 17. Calculemos el rea encerrada por la ‘hipocicloide’ x*/3+ y?/3= /3.
Como para el campo f(x,y)=(-y,x) es g«—fy=2, un drea se puede poner:

A =//D dx dy = % ﬁBD f - ds. En este caso particular:

c(0)=(acos’0,asen’d), 0€[0,2x] es una posible parametrizacién de oD .

A=14 fozn (—asen’6, acos®)-(—3acos®d sen @, 3a sen’d cos 0) db
= %a2f02” sen6 cos26 df = %czzf()27r sen?26 d = %a%zn [1—cos40] do = %ﬂaz .

[Calcular directamente A =4/ (a?/3 - X332 4 es dificil].
0
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Del teorema de Green se deduce facilmente el teorema de la divergencia en el plano:

Sean D cR? limitado por D curva cerrada simple, f : D — R? campo vectorial C',
f-nds.

y n el vector normal unitario exterior a D . Entonces // divf dxdy =
D oD

W) ~x'(1))
lle" )i

Si D viene dada por ¢(#)=(x(¢), y()), la normal es n= @7
. b , , ’
Sif=(f.8), $yp f-1ds = [ [f(x(0), (1) y' (1) = g(x(2), y(1)) X’ (1) ] dt
oD
G
= fop fdv—gdx =" [], (futgy) dxdy.
[Imaginemos una curva cerrada C sobre la superficie de un fluido y sea

—
F F =fv,donde f esladensidad del fluidoy v su velocidad. Entonces
C n % F - n ds mide el ritmo con el que el fluido entra o sale de D .
C
Si la cantidad de fluido en D disminuye (aumenta) serd 9§c <0 ( 9§c >0). La integral coincide

con ffD div F. Por tanto, la divF describe la tendencia del fluido a acumularse o dispersarse].

Ej 18. Comprobemos este teorema para f(x,y)=(7,y*—1) en el semicirculo r<3, 0<f<n:
dive =2y, // 2y dxdy = [} 2r2sen6.dr do = 36. G
D
i (€5 c(x):(x,()),xe[—3,3],n:(o,—l),/(1—y2)ds=jf3dx=6.
Cy
G

Para C,,si ¢(t)=(3cost,3sent),te[0,x], ||[c’(?)||=3.Comon=(cost,sent),

/ f -nds=3 /0” (7 cost+9 sen’t—sent)dt=30.
C

Ej 19. Comprobemos los teoremas de Green y de la divergencia para el campo f(x, y)= (x3, x2 y) yel
(1,2)

recinto D del primer cuadrante acotada por y=2x e y=x-.
y
2p2x 2 612 y=2x
Green: //D [gx—fy] dxdy :/0/x2 2xy dy dx:/0 (4x3—x3) dx = [x4—%]0= 13—6. n, y=x2
(1,2%)
Posibles parametrizaciones de los dos tramos de 0D : c
2 n
¢1(0)=(x,2%), x€[0,2], ¢ =(1,2¢), £ (e1)=(x*,x*) 1
ﬁ
e (x)=(x,2x), x€[2,0], ¢;=(1,2), f(c2)=(x%2x3) o
2 2
£ ds =/ (3 +2x5) dx —f (3+4xd) de = L-24= 16
oD 0 0
: e div F e A2 _(@x.-]) _ (2. Py (323 _222) = 32
Divergencia: divf=4x". n;= e T /0/x2 4x° dy dx —/0 (8x” —4x") dx == .
2
4 7. _ 32
xtdx =2

2 2
. _ 3.4y, Cx,=1)f 2 g _ 3 9,3).2.-1D _
an n ds —/O (x>, x7) —— 1+4x? dx /0 (x°,2x7) 7 V5 dx _/0
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