4. Ecuaciones en derivadas parciales

4.1. EDPs lineales de primer orden

Sea la EDP de primer orden: [E] ’ A, Y)uy+B(x,y) ux=H(x,y) u+F(x,y) |, u=u(x,y).

dy _ A(x,y) | ecuacién

Para resolverla usaremos la EDO de primer orden [e] dx = B(x)) | caracteristica

Si A,BeC' ynoson 0 ala vez en una regién del plano, [e] tendrd en ella unas curvas integrales:

&(x,y) = K| curvas caracteristicas de [E]

E=&(x,y)

n=y (obien n=x)" convierte [E] en:

Por la regla de la cadena, el cambio de variable {
Uy =ugéy+u,
{ui:u:géyc "= Auy+[A§y+BEJug = Hu+ F
Como sobre las soluciones y(x) definidas por £(x,y)=K es &,+§&, % = % [Aéy+BEx]=0, vemos

que [1] pasa a ser una ecuacién en las nuevas variables (&,7) en la que no aparece ug :

[ET| A muy=H(EnDu+FE,n) |, u=u(&n).

Andlogamente, si hubiésemos escogido n=x habriamos llegado a: [E.] | Bu,= Hu + F

(Se observa que tras el cambio queda el término con la variable elegida).

[E'] (o [E.]) es una EDO lineal de primer orden en la variable 7 si miramos la £ como constante
y, por tanto, es resoluble (si F'=0 seria homogénea y si H=0 bastaria integrar). En su solucién
aparecerd una constante arbitraria para cada &, es decir, una funcién arbitraria de &:

u(é,n) =p(é) e/ &dn +ef%d'7/% e~/ adn dn, con p arbitraria de C'.
Deshaciendo el cambio queda resuelta [E] en funciéon de x e y . En la solucién general, como se ve,
siempre aparece una funcién arbitraria de las caracteristicas.

(Cémo determinar una nica solucién de [E]?, es decir, ;como precisar la p
arbitraria? Cada solucién describe una superficie en el espacio. Generalizando
los problemas con datos iniciales para EDOs definimos:

El problema de Cauchy para [E] consiste en hallar la solucién u(x,y) que
tome valores dados sobre una curva G del plano xy, es decir, que contenga

una curva dada I' del espacio. En particular, si G es unarecta x=cte 6 y=cte [por ejemplo, si
se pide u(x,0)=f(x) ], se tiene lo que se llama un problema de valores iniciales.

., L. dy y-1 . . .

Ej1 (y—Duy—xu,=2x%y | Laecuacién caracteristica - == se puede mirar como lineal:

: = d 1 o f1/x_1 Cc. 1 c :
u(x,0) =0 F=-Z+1.¢ / M=l y=C4lxax =< 41 (0 yp=1 aojo).

O separable: f%z ‘f—i, In(y—1)=C-Inx, y—lzCe"“"z% — xy—-x=C caracteristicas.

Mis cortos resultan los célculos haciendo:
gerl=l { uy=xug — —xu,=2x>y, u =—2xy=—277(£+1) ==2£-27.
n=x ux=—Dug+uy, U > n ~
Integrando: u(&,n)=-2én-n+p(£) . La solucién general es, pues: u(x, y)=x>—2x2y+p(xy—x).
[Peor: {‘f =aiy=1 {”y SXugtun
n=y ux=(y—1Dux
[Aunque en hemos visto qué ecuaciones quedaban eligiendo 7 =x 6 y conviene hacer el
cambio, usando la regla de la cadena, para detectar posibles errores en la caracteristicas].

'
2
— (y—l)u,]=2x2y, ""7=§2(,7__771)37 u:_fz[(n—;l)z"'lli—l ] +p (&) ]

Imponemos el dato inicial: u(x,0)=x>+p(—x)=0, p(—x)=—x>. Para precisar la p llamamos
R S () ) Sy SR e
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Y

uy+2uy=u—x+2y | =1 2y=x+C. x-2y=C caracteristicas

Ej2. x
u(x,x)=1-x [0 2y-x=C, 0 y-%=C, todas pueden valer|.
E=x=-2y [uy=2ug+uy o _ - _ _ Yo solucién
{UZY {ux:u,g , Up=uU—¢& — M—P(f)eu:i)jou(x,y)—p(x 2y) e¥+x=2y general

ien: {72y [uy=—2ug _u¢ - 1124 & = g(x—27y) e/ 2+x— i
O bien: {77=X ’{ux=u§+u,,’u'7_ 5= — u=q(&) e+ £=q(x—-2y) e*/*+x-2y, casi como antes.

X

Imponiendo el dato: u(x,x)=p(—x)e*—x=1-x, p(—x)=e™™, p(v)=e’ —

u(x,y)=e*e’+x—-2y=e*Y+x-2y (parecidoconla ¢).

Comprobando: u(x,x)=1+x-2x. uy=—e*"-2, uy=e""Y+1, ¥ Y =" V+x-2y—x+2y. z

Yuy+Xux=2u | gy _y lincal

u(x,1) = x° =y — y=Cx — {;f;i/x_) N =2u (lineal homogénea)

Ej 3.

= u=pEn*=p(3)y*, ulx, D=p(3)=x>, p(r)=75; u=%.
[La solucién es tnica, pero, como se ve, no llega mds allade y=0].

No siempre los datos de Cauchy (como los anteriores) determinan una sola solucién de la ecuacion.

Ej4. yzuy+ux=2xu %=y2 (separable), £=K—x — x+§=K caracteristicas. /,"E
l _____ iy iy -
=x+=
{é: Y = uy=2xu=2nu — u:p(f)e”zzp(x+l)ex2, peCl.
=X [mejor] Y
1
é—‘:x+l 2 ng_T, 28 2 1 _2& 1 _ 1L
Yo S yu,=2xu — u,=(=3-=)u > u=q(&e” 7T=q(x+<)e v
{ley [peor] 7 ! ("2 TIS) ( y)

[Aunque no lo parezca, las expresiones con p y g definen la misma solucién general].

Impongamos ahora diferentes datos de Cauchy a la ecuacién y veamos lo que resulta:

u(o D=1 = platl) e’ =125 pr) e (=17 o o i P
1=
Obien, g(x+1)e1=2¥ =1 25" vl /

=1 — qv)=
Estos cdlculos han determinado de forma tnica la solucion del problema de valores iniciales.

1/y=
u(0,y)=y| — p(%):y L p(v):% - u :ﬁ e*’ , que también parece ser dnica.

u(x, —%) =0|y |u(x, —%) =1/|. Ahora estamos imponiendo datos sobre una caracteristica.

Para el primero: p(0) e¥’=0.Lo cumple toda peC' con p(0)=0. Infinitas soluciones.

X

Para el segundo: p(0) e¥'=1, p(0)=e" ’ Imposible. No tiene solucion.

se acaba en p(cte)=algo,

Datos sobre caracteristicas dan lugar siempre a 0 o co soluciones .
que puede ser constante 0 no

Ej 5. ’2xuy —u, = 4xy ;’—z = —2x — y+x? = K caracteristicas.
a2
{i:iﬂc — 2xuy =4xy, uy =2n — u =p(&) +1% = p(y+x?) + y*.

&-n?

— 2 =
{g—‘—y+x — —14,7=4xyy = agn-4n® > u=q(&)+n*-26n* =q(y+x?)-2yx*-x*.

n=x
Imponemos como en el ejemplo anterior varios datos de Cauchy y analizamos la unicidad:

p(y+1)+y*=0, p(v)=-(v-1)? 2 2_ .4
1,y)=0| — — u=2y+2x=—2yx —x"—1.
u(1,y)=0 d(y+1)—2y—120, g(v)=2v-1 u=2y+2x*—2yx-—x
[Solucién dnica, p 6 ¢ fijadas Vv. x=1 no es tangente a las caracteristicas].

— p(0)+x*=0. Imposible, no hay solucién. Dato sobre caracteristica, como:
— p(0)=0.Cada peC' con p(0)=0 da una solucién diferente: hay infinitas.

En general, no sélo hay problemas de unicidad si se imponen datos sobre caracteristica, sino también cuando
hay tangencia entre la curva G y las caracteristicas. De hecho se prueba que si G no es tangente en ningin
punto a las caracteristicas hay solucién vinica del problema.
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4.2. Orden 2. Clasificacion y problemas casicos

Clasificacion, formas canénicas y soluciones

Consideremos [E] L[u]=| Auyy+Buyxy +Cuxx+Duy+Euy+Hu=F(x,y)

Nos limitamos en estas notas al caso de que A, B, ..., H sean constantes (A, B y C no todas
nulas). Como en las de primer orden, quizds un cambio de variable bien elegido haga desaparecer
términos de [E], de forma que resulte una ecuacién resoluble elementalmente. Hagamos un cambio
genérico y analicemos la expresion de [E] en funcién de las nuevas variables:

:g =p¥+ay - oon p,q,r,s constantes y jacobiano J=ps—qgr#0. Entonces:

n =rx+sy

Uyy = q2u§§ + 2qsugy + szu,777

Uyy = pQuigs +(PS+qr)ug, +rsuy, —
Uyy = pzu&e + 2prugy, + r2u,7,7

Uy = qug + Sity
Uy = Pllg + Tty

[q2A+qu+p2C]u§§+ [2qu+(ps+qr)B+2prC]u§,7+ [s2A+rsB+r2C]u,7,7+ e
= A'uge+ Bugy+ Cupp+--- = F(£,n) |[los puntos son los términos en ug , u, y u|.

q*A+pgB+p*’C=0
sPA+rsB+r’C=0 °

Si B2-4AC>0y A#0 podemos elegir p=r=11y q,s = ﬁ[—Bi VB2—4AC] .
[Si A=0y C#0 tomamos g=1, p=0y s=1, rz—g; A=C=0 es casotrivial].

Intentemos hacer A*=C*=0 eligiendo p, ¢, r, s adecuados. Para ello debe ser:

Si B>—4AC=0, q y s coinciden y seria J=0.Y sies <0, g y s serian complejas.

Ademis, es ficil verificar que (B*)?—4AC*= [B*>~4AC] J? y, por tanto, el signo de BZ—4AC no
varia con cambios de coordenadas. Todo lo anterior nos lleva a definir:

>0 hiperbélica
Si B2-4AC =0 se dice, respectivamente, que la EDP [E] es parabélica
<0 eliptica

Encontremos la forma mds sencilla en que podemos escribir [E] (su forma canénica) en cada caso.
Si es hiperbélica, arriba hemos visto que se convierte con el cambio

{f — x _ B=VB-4AC

SA -V |en Bugy+---=F.Como (B%)?>0, podemos escribir la

n=x - BEVBAAC forma canénica de las hiperbélicas: ’ ugy+---=F*(&n) ‘ )

A las dos familias de rectas £=K , =K se les llama caracteristicas de [E].

Si [E] es parabdlica, sélo tenemos & =x— % =K [una familia de caracteristicas]. Para esta & es
A*=0,y como (B*)?—-4AC*=0 también es B*=0.Como 7 se suele tomar n=Yy . Asi haciendo

{f =x- % y | y dividiendo por C* se obtiene la
n=y forma candnica de las parabdlicas: ’ Upyy+--=F"(&n) ‘ .

. s e ... 2Ax—-By - VAAC—-B2 sos
Si es eliptica, las £, n son rectas complejas: == — +i——5:—y (no hay caracteristicas reales).

Pero no es dificil comprobar que el cambio:

_ 2Ax-By
{f ~ V4ac-B? | lleva [E] a la forma canénica de las elipticas: ’ UggtUpy +---=F*(&n) ‘ .
n=y

[Si A, By C sonno constantes y es B(x,y)’—4A(x,y)C(x,y) >,=,< 0 encada (x,y) deunaregién
Q del plano se dice, respectivamente, que la EDP [E] es hiperbdlica, parabélica o eliptica en Q. Las
caracteristicas en este caso general son soluciones de EDOs de primer orden (quizés no resolubles)].
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Ejl | uyy—4uxy+Suxx+u=0 ‘ — B?2-4AC=-4<0, eliptica. Con el cambio de la pagina anterior:

Uyy = duge+dugptuy,
— Uxy = 2u§§+u§,,

Uxx = Ugg

& =x+2y o, Uy = 2ug+iuyg,
n=y Ux = Ug

Llevéndolo a la ecuacion se llega a la forma canénica: | ugg+uyy+u =0

Ej 2. ’ Auyy— AUy +ux=0 ‘ — B2_4AC=0 — parabdlica en todo RZ.

El cambio en este caso seria & = x + 2, o mejor (son las mismas caracteristicas):
D

Uyy =Uge+2Ugy+iyy

— 2%+ Uy =Ug+u

Uxx = 4u§§
Esta forma canénica tan sencilla se resuelve facilmente: u,,= p(§) — u=np(£)+q(é) .

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es:

, con p y g funciones C? arbitrarias.

[u(x,y) = y p(2x+y) +g(2x+y)

Como en este caso, a veces es posible hallar elementalmente la soluciéon general de [E] tras ponerla
en forma canénica (en la mayoria, como en el ejemplo 1, serd imposible). Identifiquemos las formas
candnicas resolubles:

Si solo hay derivadas respecto a una de las variables: | u,,+ E'u,,+Hu = F*|.

Esta lineal de orden 2, ordinaria si la vemos como funcién de 77, se integra viendo la ¢ como
un pardmetro. Un par de constantes para cada ¢ dan lugar a dos funciones arbitrarias de &
en la solucién. La ecuaciéon, como vemos, debe ser parabdlica.

Si solo aparece us, y una derivada primera: | us,+Dus=F* ‘ 0 ’ Ugn+ Eup=F"|.

La primera se resuelve haciendo ug =v: la lineal de primer orden v, +D" = F* se resuelve
viendo & como pardmetro. La v contiene, pues, una funcién arbitraria de &. Al integrarla
para hallar la # aparece otra funcién arbitraria (de 7). Las cosas son andlogas cuando en vez
de la us aparece la u,, . La ecuacion es hiperbdlica.

[En las EDOs de segundo orden aparecen dos constantes arbitrarias; aqui hay, en los dos casos,
dos funciones arbitrarias (evaluadas en las caracteristicas como en las EDPs de primer orden)].

[También se ve que, al aparecer dos funciones arbitrarias, para aislar una tnica solucién de la
ecuacioén se deberan imponer dos funciones dato. En la pagina siguiente se presentard el problema
de Cauchy para las EDPs de segundo orden].

[Otras pocas EDPs mds pueden llevarse a estas formas resolubles haciendo cambios del tipo
u=elYe?*w que hacen desaparecer alguna derivada de menor orden o el término con la u ].

[Ni la ecuacion del calor u;—u,, ni ninguna eliptica son resolubles por este camino].

Ej3.| uyy +Suxy +4uxy +3uy +3u, =9 | — B2—4AC=9,hiperbélica.

Uyy =Ugg +8Ugy + 161y,
= Uxy = —Ugg —Sugy — 4y,

Uyxx = Ugg +2Ugy +Upy

pevB=IAC _ | _ [§=x-y _uy=-ug —duy
2t 4 n=x—4y Uy =Ug + Uy

Sustituyendo en la EDP se llega a: ug, +u, = —1, del segundo de los tipos citados. Para resolverla:

up=v > ve=—v-1 > v=p(ned -1 - ulEn=phH)es+qé-n

La solucién general es, pues: ’ u(x,y) =px—4y)e¥ ™ +q(x-y) +4y—x ‘, con p, g arbitrarias.

[La ecuacion similar uyy+ Suxy+4uxx+3ux=9 — u.f,]—%u,]—%ug =-1,noes resoluble].
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Unicidad de los problemas clasicos

(Qué datos adicionales se piden a la EDP lineal [E] L[u]=F de orden 2 para aislar una tnica solucion? Para
una EDO de orden 2 se fijaba el valor de la solucién y de su derivada en el instante inicial. En una EDP de
primer orden se daban los valores de u# en toda una curva G (no tangente a las caracteristicas). Cuando [E]
era resoluble aparecian dos funciones arbitrarias en la solucién. Todo lleva a plantear el

Problema de Cauchy para [E]: hallar la solucién que tome unos valores dados de u
y la derivada uy, en la direccién del vector normal sobre una curva G del plano xy.

[Geométricamente: hallar la superficie solucién que contenga una curva dada y
tenga en cada punto de ella unos planos tangentes también dados. La derivada
normal uy serd casi siempre una derivada parcial: u, o u, .

En particular, al tomar como G el eje x se tiene el problema de valores iniciales que consiste en hallar la
solucion de [E] que cumple u(x,0)=f(x), u,(x,0)=g(x).Como en las de primer orden se prueba que:

Si los datos f y g son derivables y el eje x no es una recta caracteristica de la EDP,

Teor 1. o . L
el problema de valores iniciales tiene solucién tnica.

(Es el problema de Cauchy adecuado a toda EDP de orden 2? No, no lo es. En los problemas reales surgen
condiciones mucho mas variadas: en unos casos condiciones iniciales y de contorno a la vez, en otros sélo
de contorno... Ademds los datos de Cauchy tienen malas propiedades para algunas EDPs. Por ejemplo, para
Laplace (sin caracteristicas reales) un problema de valores iniciales tiene solucién tnica pero puede no tener
‘dependencia continua’ (variando poco los datos, varfan mucho las soluciones). Conozcamos los principales
problemas asociados a las ecuaciones clasicas en dos variables [en mds variables las cosas son andlogas].
Solo (Py) serd de Cauchy. Para cada uno habria que probar (y esto es muy complicando, en general) que tiene
solucidn Unica y dependencia continua (se dice entonces que el problema estd ‘bien planteado’).

Ondas. La ecuacién de ondas es la tnica de las clésicas resoluble a partir de su forma candnica.
Para la cuerda infinita si es un problema bien planteado este problema de Cauchy:

problema puro de P)) Upr—CPUxx =F(x,t), x,t€R u(x0) _%\
valores iniciales: ! u(x,0)=f(x), u;(x,0)=g(x) N (x)

X

(tiene sentido real cuando ¢ es pequefio y estamos lejos de los extremos).
B>—4AC =4c?, hiperbélica. Caracteristicas x+ct=K (pagina 43).

El teorema 1 nos dice que hay solucion tinica y se puede probar la dependencia continua.
La resolvemos = x+ct Uxx =Ugg+2Ugp+u .
ara F=0: {f_x VR 2 o o ~4c’ugy=0, icz)ggflica -
p =Y. n=x-—ct Ug=C [u§§—2u§,7+u,7,7]

ug=p (&) — u=p(&)+q(n). Lasolucion general de la ecuacion de ondas homogénea es:

’ u(x,t) = p(x+ct) + g(x—ct) | ,con p y g funciones arbitrarias de C2.

px)+qx) = f(x) . {p’(x) +q'(x) = f(x) p’y ¢’ son las mismas

, derivadas ordinarias
cp’(x) —cq'(x) = g(x) p'(x) —q'(x) = %g(x) en ambas expresiones.

— 2’ (X)=f'(x)+1g(x), p(X)=3f(X)+5 [ g(s)ds+k, q(x)=3f(x)—5 [, 8(s) ds—k —

Imponiendo los datos: {

x+ct formula de
uCr.t) =3 [fOrrenefa—en]+ £ [ g(s)ds | AR

x—ct

u(x,0)=f(x), u(x,0)=g(x)
M(O, I)Zho(l) s M(L’ t):hL(t)

Uy —cluc=F(x,t), xe[0,L], teR
Para la cuerda finita se ve que tiene solucién tnica | (P) {

Sus extremos se mueven verticalmente segiin ho(t) y hp(t) dadas [un caso particular importante
es que estén fijos u(0,¢)=u(L,t)=0]. Como siempre que hay extremos, aparecen condiciones de
contorno adicionales y el camino habitual para resolverlos serd la separacién de variables.
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us— kuyy=F(x,t), xeR, t>0

Calor. Para la varilla infinita el problema adecuado es: | (P3) {u (x,0) = f(x), u acotada

Se prueba que esta bien planteado. Basta un solo dato, la distribucién inicial de temperaturas f(x), para fijar
las posteriores [t =0 es caracteristica y (P3) no es problema de valores iniciales tipico]. Para resolverlo se
necesita la transformada de Fourier de la ltima seccion adicional 5.4.

Para la varilla acotada hay varias condiciones de contorno, con diferentes significados fisicos. Si
los extremos toman a lo largo del tiempo las temperaturas dadas /o (¢) y hp(t) se tiene:

uy — kit = F(x,t), xe(0,L), t>0
u(x,0)=f(x), u(0,t)=ho(t), u(L,t)=hg(t)
Si lo que fijamos es el flujo de calor en los extremos obtenemos:

U — kityy = F(x,1), x€(0,L), 1>0 [En particular, si ho(t) = hy(¢) =

0 i
u(x,0)=f(x), ux(0,8)=ho(r) ,ux(L,1)=hy (1) los extremos estdn aislados].

(P4) {

(Ps) {

Combinando u y u, se expresa la radiacién libre de calor hacia un medio a temperatura dada:
(u(0,)—au,(0,1)=ho(t) 6 u(L,)+buy(L,t)=h.(t),con a,b>0 |.

[Si el extremo x=L estd mds (menos) caliente que /j, irradia (chupa) calor pues u,=(hp—u)/b<0
(>0) y el calor viaja en sentido opuesto al gradiente de las temperaturas; igual en el otro extremo].

(P4) 6 (Ps) (y los otros 7 problemas que aparecen combinando los 3 tipos de condiciones) estdn bien planteados.
Probemos la unicidad. Si u; y u son soluciones, u=u;—u; cumple el problema con F=f=hg=hy =0.
Nuestro objetivo es deducir que u=0. Multiplicando la ecuacién por u e integrandoen x entre 0 y L:
fOLuutdx—k/OLuuxxdx = %%/()Luzdx—k[uux] E(];,’:))+kf0Luidx =0 = %fOL [u(x, t)]zdx <0

[si u=0 6 u,=0 en los extremos la implicacion es clara; es también facil verlo si u—au,=0,a>0

0 si u+bu,=0, b>0;no se puede probar la unicidad si a<0 6 b <0 (fisicamente inadmisible)].
La tltima integral es una funcién U(t) no creciente (U’ <0), que cumple U(0) =0 (pues u(x,0)=0) y es
U(t) >0 (integrando positivo). De las tres cosas se sigue que U(#)=0 = u=0, u; =u, . Unicidad.

Laplace. Los problemas son de contorno. Los dos mds importantes son:

Problema Au=F en D Problema Au=F en D D dominio
de (PD) { de (PN) - a acotado
Dirichlet: u=fendD Neumann: up=jf endD

con D abierto acotado y uy derivada segutn el vector normal unitario exterior n.
Si la ecuacidn estd describiendo una distribucién estacionaria de temperaturas en una placa, en
(Pp) fijamos la temperatura en el borde y en (Py) el flujo de calor en direccién normal al borde.
Si F 'y f sonregularesy 0D es C' atrozos, el (Pp) es un problema bien planteado.

Probemos su unicidad mediante una férmula que generaliza la integracién por partes a R*:

Férmula 2 A ~ ~ 5
de Green | S€2 U€C (D)NCY(D) . Entonces //D u Au dxdy = ng Uity ds //D IVul||* dxdy

[Identidad uAu=div[uVu] - ||Vul* y teorema de la divergencia // divfdedy =4 fnds ]
D

oD
uy, uy soluciones de (Pp). u=u;—uy cumple el problema con F=jf=0. Por la férmula de Green:

// IVul> dxdy =0 = Vu=0 = u=cte = u=0 (pues u=0 en 9D ).
D

Para que (P, ) pueda tener solucion es necesario que F y f satisfagan la relacion:

_ [basta aplicar el teorema de la
//D Fdxdy = jéD fds divergencia a Vu para verlo],

y si el problema de Neumann (P ) tiene solucion, esta contiene una constante arbitraria.

Ecuacién y condicion de contorno s6lo contienen derivadas. En la prueba de la unicidad, podemos dar
todos los pasos excepto la dltima implicacién. Se dice que (Py) ‘tiene unicidad salvo constante’.

Ademés se imponen a Laplace condiciones del tipo u+auy=f, a >0,y hay problemas mixtos con
condiciones tipo Dirichlet en partes de d D, en otras tipo Neumann... (todos con solucién tinica).
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4.3. Separacion de variables. Ecuacion del calor

Este antiguo método nos permitira hallar la solucién (en forma de serie de Fourier) de parte de los problemas
clasicos citados en 4.2: los planteados en un intervalo finito en una variable. En esta seccion resolveremos
varios para el calor en varillas finitas. En 4.4 y 4.5 veremos los de la cuerda finita y los de Laplace.

Empezamos resolviendo un problema homogéneo (lo son ecuacién y condiciones de contorno).

u(x,0) =f(x) [ci]
u(0,t)=u(L,1)=0 [cc]

u;—kuy=0, xe(0,L), t>0 | [edp]
Sea [Pq] {

No hay fuentes de calor externas, los extremos de la varilla se mantienen a O grados y
suponemos que los datos iniciales vienen dados por una f quees C' atrozosen [0, L] .

Busquemos soluciones de la forma u(x,)=X(x) T(¢) . Debe ser entonces:

XT'-kX"”T =0, es decir, Xy = kT_T (mejor que kTX'/zTT/ )
Como un miembro es funcién s6lo de x y el otro de ¢, ambos deben ser iguales a una constante:
14 ’
XT = %TT = —A (ponemos —A para que nos quede la ecuacién habitual).

X"+AX=0 [eX]

Asi obtenemos una EDO para X (x) y otra para T(t): {T’+ AT =0 [eT] °

El producto de una solucién de [eX] por una de [eT] es entonces solucién de la [edp], para cualquier
valor de A . Pero nos interesan solo las soluciones que satisfacen las condiciones de contorno:

u(0,1)=X0)T(t)=0 = X(0)=0 (sifuese T(r)=0 obtendriamos u=0
u(L,1)=X(L)T(1)=0 = X(L)=0 y nose cumpliriala condicién inicial).
{X(O)ZX(L):() - /ln_ 2 X"l_{sen L ) n—1,2,... .
Llevando estos valores de A ala ecuacién [eT] obtenemos: T’:__k"L2 2”2T — T, = {e—kn27r2t/L2} '

Hemos deducido hasta ahora que para cada n son soluciones de [edp] cumpliendo [cc] las funciones

un(x,t):{e‘k”z”zt/L2 sen 2221 n=1,2,...

Una combinacién lineal finita de las u,, también lo hard. Suponemos que también lo hace la serie:

w(x, 1) =3 cnun(x,0) =3 ¢ e~kn*mt/L? gop nEX | [S]
n=1 n=1

Sélo le falta a [S] cumplir la condicién inicial [ci]. Para que lo haga:

> L
> cnsen = f(x) = cn=%f0 f(x) sen ¥ dx, n=1,2,... [c]
n=1

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos en [0, L] de f, conocida desde 3.4.
La serie [S], con los coeficientes dados por [c], es la solucién de [P].

Observemos que u(x,1) barou 0 Vxe[0,L] (la varilla tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar).

Se deberia ver que la convergencia es suficientemente buena (suma infinita de funciones derivables puede ser
no derivable). Cuando f es C! atrozos, se puede probar que converge en [0, L]x(0,00) y que u; y Uy, S€
pueden calcular derivando término a término (y asi se satisface la ecuacidon). En x=0 y x=L estd claro que
es u=0.Y la condicién inicial se satisface en este sentido: la u(x, ) definida por la serie para >0 y por
u(x,0)=f(x) es una funcién continua salvo en los puntos de =0 en que la f es discontinua.

[Aunque f sea discontinua, se ve que la solucién (como ocurre también en la varilla infinita) es C® para
cualquier 7> 0: las discontinuidades desaparecen instantidneamente. Esto serd muy distinto en la ecuacién
de ondas: para ella las soluciones heredan los picos y discontinuidades de los datos iniciales].
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Si las condiciones de contorno son no homogéneas, comenzaremos haciéndolas 0 hallando una
v que las satisfaga y realizando un cambio de variable. Por ejemplo, para:

ur — kuyy=0, x€(0,L), t>0

[P5] {u(x, 0)= £(x). 1(0.0)=Tp. u(L.t)=T; |’ Ty, Ty, constantes,

una v que las cumple es v(x)= [1 - %] To+7 Ty . Haciendo w=u—v , nuestro problema pasa a ser
uno como el [P;] del que acabamos de hallar la solucién:

w,—kwxx=0 o
{w(x, 0)=f()-v(x) = ulx,0)=[1=-F|To+ 2Ty + c, e K771 sen 15X = yiyy
w(0,t)=w(L,t)=0 n=1

con cn:%fOL[f(x)—v(x)] sen - dx , n=1,2,...

Como w—0 cuando r— o0, v(x) es la distribucién estacionaria de temperaturas hacia la
que tienden las temperaturas en la varilla, independientemente de las condiciones iniciales.

[Si Ty y Tr son funciones de ¢, la v(x, ) de arriba sigue cumpliendo las condiciones de contorno,
pero la ecuacion para w resulta ser no homogénea, del tipo de las que vamos a resolver ahora].

[Separando variables directamente en [P,] se llegaria a X(0) T'(¢) =T} (y otra andloga para x=L),
expresion de la que no se deduce absolutamente nada y por eso se debe buscar la v ].

o | u—uee =0, xe(0,1), 1>0 ~ ke st g
Eil | 0)=1, u(0,0=1.u(1,n=0 | > Y@ =1-x. e fix.0)
1 e ;

(_l)n+l

p. e 7 sen(nnx).

s 2N

Operando se llegaa u(x,1) =1-x+ 2>

n=1

[No importa que para t=0 sea incoherente el dato inicial con el de contorno en x=1; la solucién serd, como
dijimos, una funcién continua para ¢ >0 y para hallar las integrales el valor en un punto no influye].

Veamos cémo se resuelve el problema no homogéneo con condiciones de contorno homogéneas
(si estas no lo fuesen empezariamos como en [P;] con un cambio w=u—-v):

(Ps] ur— kuyy=F(x,t), x€(0,7), t>0 [Tomamos L=n para
3 ulx, 0)=f(x), u(0,t)=u(m,1)=0 abreviar las expresiones].

Las autofunciones del problema homogéneo [P;] eran {sennx},n=1,2,... Probamos en [P3] la
siguiente serie (relacionada con la ecuacién) que ya satisface las condiciones de contorno :

u(x,t) = > T,(t)sennx | conlas T,(t) funciones a determinar.
n=1

_ 2 . . , .,
[Tomando las T),=c, e *""* que aparecieron al resolver [P;], la u satisfarfa la ecuacién con F=0.
Debemos dar mas libertad a las 7,, para conseguir al meter la serie en la ecuacién una F#0].

Llevando la serie a la ecuacion (se supone que es derivable término a término) obtenemos:

ST +kn? T ()] sennx = F(x,1) = 3" Bu(f) sennx = | T + knT, = By (1)
n=1

n=1

con B,(t)= %fonF(x, t) sen nx dx [desarrollo de F(x,t) en senos para ¢ ﬁjo].

E imponiendo a la serie el dato inicial deducimos:

u(x,O):iTn(O) sennx=f(x) = , con cn:%fonf(x) sen nx dx .

Resolviendo la EDO lineal no homogénea para T, con este dato inicial (mediante la férmula de las
lineales de primer orden o, a veces, por tanteo) hallamos la 7}, (¢) y, con ello, la solucién de [P3].

Otra posibilidad (mads larga) de resolver [P3] es dividirlo en 2 subproblemas mds sencillos, uno con F=0
(el [P1]) y otro con f=0 que seria como el anterior, pero con las condiciones iniciales 7}, (0)=0. Por ser
ecuacién y condiciones adicionales lineales, la solucidn total seria la suma de las soluciones de ambos.
Como se ve, en general, para los problemas no homogéneos hay que hacer dos desarrollos en serie y
resolver EDOs no homogéneas (frente al tnico desarrollo y las EDOs homogénas de los homogéneos).
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Resolvemos ahora el problema homogéneo para la varilla con extremos aislados:

—kuyx=0, x€(0,L), t>0
[P4] § u(x,0)=f(x)
ux(0,1)=u,(L,1)=0

Separando variables aparecen las mismas EDOs del problema [P;] (claro, es la misma EDP). Pero
ahora cambian las condiciones de contorno de la X :

X"+2X =0 _n’n® nrx _
{X’(O):X’(L):O — A, = > n=0,1,2,..., X, {cos [Xo—{l}].

Para estos valores de A se tienen las T, = {e"‘"2 ”zt/Lz} [TO ={1} ] .

. . . . > 2.2 2
Siguiendo los caminos del [P;], probamos la serie: | u(x,t) = —" Z e kn"mt/L ¢og e
n=1

Queremos que se satisfaga la condicién inicial: u(x,0) = 5 + > cncos 1 = f(x) .

n=1

Asi que los ¢, desconocidos serdn aqi los coeficientes de la serie de Fourier en cosenos de f':

L/o f(x) cos = dx, n=0,1,2,...

Observemos que de nuevo la solucion se puede interpretar como la suma de una distribucion de temperaturas
estacionaria [ ¢, /2] y otra transitoria que tiende a 0 cuando ¢t — oo. Era esperable que toda la varilla
(aislada) tendiese a la misma temperatura y que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

2 = %fOLf(x)dx

Para resolver un problema no homogéneo con estas condiciones en la u, , se prueba, como se hace
siempre, una serie construida con las autofunciones del homogéneo que hemos hallado:

-

u(x, 1)=To(1) + 3 T() cos 2%

n=1

y se resuelven las EDOs que aparecen, con los datos que se deducen del dato inicial de la EDP.

Silas condiciones de contorno fueran uy (0, 1) =Fy(t) , ux (L, ) =Fp(t) (flujo dado en los extremos),
no se puede encontrar (en general) una v(x,7) que sea una recta (se pueden probar pardbolas) y, al
hacer w=u—-v, la ecuacién en w que resulta es normalmente no homogénea.

u; —uyx =0, x€(0,1), t>0 | Tanteando con v = Ax?+Bx obtenemos que v=x> cumple las
Ej2. | u(x,0)=0 condiciones de contorno.

ux(0,0)=0, ux(1,1)=2 Y haciendo w=u—-x? se tiene el problema:
Wi—Wxx =2 - -
w(x,0)=—x2 — w=Ty(t)+) T,(t)cosnax — T + T,+n 2727,] cos nrx =2

( 0
wy(0,1)=w,(1,£)=0 n=1 n=1

[la funcién 2 ya estd desarrollada en cosenos].
Del dato inicial: 79(0) + )" T, (0) cos nmx=—x 2=l Z cosnmx=—1%+ Z 4 l)nH COS nx ,
n=1 n=1 n=1

1 1 1
pues a0=—2f0 xX2dx=-% , an=—2f0x cosmrxdx—zisenmrx]o — foxsenmrxabc

=— ‘z‘xz c0sn7rx]0+ 5 2/0 cos nmx dx

T =2 d.i. T, +n’7*T, =0 22
Resolvemos, pues: 0 - Ty=2t+C = C=-1, " S T,=a,eTV .
P {To(0)=—% 0 3o (o> = an n=dn
La solucion es, por tanto, u(x,t) = 2t +x2— % - iz e 7 cos nmx .

n=1

[ u—o00 si t— oo pues ux =2 significa que por la derecha metemos constantemente calor] .
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Un ejemplo no homogéneo, cuyas condiciones de contorno no nos han aparecido aqui todavia:

Para saber qué serie probar, hallamos las autofunciones del
homogéneo. Al separar variables en u;—u,, =0 vimos que
aparecia X”’+1X=0 (yla T’+AT =0 que no es til ahora).

Esto, y las X (0) =X’(§) =0, que salen de los datos de contorno, da las X,, = {sen(Zn—l)x}, n=1,2,...

U;—ur=tsenx, x€(0,%), t>0
Ej3.| @ % Er 7)
21)=

u(x,0)=u(0,1)=uy(%,1)=0

Llevamos, pues, a la EDP:

u(x, 1) = Ty(1)sen(2n—1)x — " [T;+(2n—1)°T, | sen(2n—1)x = tsenx.
n=1 n=1

La F(x,t) de la derecha ya estd desarrollada en esas autofunciones (no necesitamos hacer integrales).

Hemos obtenido las ecuaciones ordinarias: 7{+T1=t y T,+(2n— 1)?T,,=0, n>1.

Ademds, del dato inicial deducimos: u(x,0) = Z T,,(0)sen(2n—-1)x =0 — T,(0)=0 Vn.
n=1
— T1=Ce '+ e”fe’tdt =Ce '+t -1

N
[O mis corto: T,,,=At+B — A+At+B=t].

. . '+T) =
Latnica T,, #0 saldra de: { =t

Imponiendo 77(0)=0, hallamos T; y la solucién tnica del problema: wu(x,t) = (e”"+¢—1)senx .

[La ‘serie solucién’ sélo tiene un término y no hemos integrado para dar los 7},(0) y los B, () .
Esto ocurrird cuando f o F sean autofunciones o sumas finitas de ellas. Si el dato inicial
fuese u(x,0)=f(x) no autofuncidn, o la ecuacion hubiera sido u;—u,,=F(x,t), deberiamos
desarrollarlas en las autofunciones del problema haciendo las correspondientes integrales].

En este el problema de contorno es mas complicado (aunque acabard siendo problema homogéneo).

ur—kuyy=0, xe(0,1), >0 Vimos en 4.2 que hay unicidad. Para resolverlo lo primero sera
Ej4. | u(x,0)=x hacer las condiciones de contorno homogéneas.
ux(0,2)—u(0,1)=0, ux(1,£)=1| Tanteando con rectas v=Mx+N , se ve que las cumple:

Wwi— kwyy=0
v=x+l > w=u—v — {w(x,O)z—l
wx(0,8)—w(0,1)=w(1,1)=0
Separando variables se llega a 7’'+AkT = 0 y al problema de contorno:
X"+1X=0
{X’(O)—X(O):X’(l):o

(problema
homogéneo)

que sabemos que no tiene autovalores < 0.

cr—c1=0

— A=0 no autovalor.
cr=0

Si 1=0: X=ci+crx — {

cow—c1=0
cpcosw—cysenw=0

_ 1 . __senw
= 2= C1T s €l

Si 1>0: X=cqcoswx+cpsenwx, w= VA —>{

— ci(cosw—wsenw)=0 — tanw=-L . |
w I
I

tanw

Hay infinitos autovalores 1, =w2 >0 (que se pueden aproximar
numéricamente). Y las autofunciones se pueden poner:

1 - _ :
{coswux +5,- sen wnx}, 0 mejor, X, ={cosw,(x—1)}. of
Yendo a la ecuaciénen 7 :

T,={e "} > w(x, =) cn ekt cos wy, (x—1) .

n=1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
W3 W
1
1
1
1
1
1
1

Imponiendo el dato inicial se determinan los c¢,, [serdn aproximados al serlo los 4, ]:

€ 1
W(x0)=Y enXn(W=-1 = cn=—gies [ Xalx) dv = —giimmc

n=1

sen 2wy,

1
pues / cos2wn(x—1)dx=%+L[sen2wn(x—l)](l)=%+ o
0 n

4w,
Si es fécil de dar la distribucion estacionaria hacia la que tienden las temperaturas en la varilla:

u(x,t) =w(x,t) +x+1 = x+1.
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Se puede usar el método en muchas otras ecuaciones separables ademds de la del calor:

Eis | % —Uxx+2u=0, x€(0,%), >0 [El término +2u representa una pérdida de
J > u(x,0)=cos5x, uyx(0,1)=u(n/2,t)=0 | calor hacia el medio a lo largo de la varilla].
. damos el 2 mejorala T para ]
Separando variables: u(x,1)=X(x)T(t) — +2 -1 [ obtener la cldsica para la X
X"+AX =0 ux(0,1)=X’(0)T(r)=0 — X’(0)=0
{ T/ +(2+ )T =0 y de los datos de contorno: (Z.1) =X (Z)T()=0 — X(%)=0
{ X AAX =0 d=(2n—1)% X,={cos(2n— 1)x} s 0= —(2+/1,,) T, T,={e2+@I1}
X'(0) _X(7) =1,2,.

La solucién serd de la forma: wu(x,?) = Z Cn e [2+ 2?1 cos(2n—1)x . Y, por el dato inicial:

n=1

u(x,0) = Z cncos(2n—1)x = cos5x — c3=1 yelresto 0. Asipues: u(x,t)=e>"* cos5x.

n=1

,r Haciendo u=XT en la homogénea:
U — 2tuxx—3 sen2x, xe( 5).1>1 o T
a1

Ejo.

[ademzis T’+%T:0].

— Xp={sen2nx}, n=1,2,.... u=) T,(t) sen2nx alaEDP — [T,;+2ti2Tn] sen2nx = 3sen2x.

n=1 n=1
Y del dato inicial u(x,1)= Z T,(1)sen2nx=0 — T,(1)=0 Vn. Sélo es no nula la solucién de:
n=1
T/+2T=3
{Ti(lt):10 , T1= 12+12f3t2dt— 5+t LR C=-1.Lasoluciénes u(x,t)= [ t%] sen 2x .

Hasta ahora la EDO del problema de contorno siempre ha sido X”’+1X =0, y, por eso, las series de Fourier
eran con peso r(x)=1. Aqui aparece otra distinta para la que es necesario utilizar la teorfa general de 3.4.

Uy —tlyx—4uy,—4u=0, xe(0,7), t>0 mads corto ahora aqui

E. 7. ’ 14 ’ I/
J u(x,0) =e 2, u(0,1)=u(n,1)=0 u=XT — %=%+4=—/{ —

X" +4X'+(4+2)X =0
X(0)=X(7) =0

Hay que resorver el problema de contorno (y debemos considerar los 1<0). u=-2+V-A4.

(en forma autoadjunta [e*X'] +4e¥ X+1e*X=0) y T’+AT=0.

1<0: X=c1e2P)x 4 cre(-2-P)x $X=0. 1=0: X=(ci1+cx) e 2S5 x=0.

- c1=0
A>0: X=(c| cos wx+cysenwx)e 2¥, ! o

e senwr =0 /lnznz, X,,:{e‘zx sennx}, n=1,2,...

2x

., = P . C
Probamos pues la solucién: u(x,t)= Z cpe e  sennx . S6lo falta el dato inicial:

n=1

u(x,0) = Z cp e sennx=e">* . Aunque hay atajos seguimos con la teoria general:

n=1

Para calcular los ¢, necesitamos hallar (X,,, X,,)= fon ehr em4x &

sen’nxdx = %,
y ademds: (e7>*, X,,) = fo e e sennx dx = -+ cosnx| | = 1= ( D% (=0 si n par).

-(2m-1)2 te—2x

Por tanto, la solucién es: u(x,t) = % Z 2m+1 e sen(2m—1)x.
m=1

Veamos ahora los atajos. El primero es observar que la igualdad de u(x,0) equivale a:

0

Z cpsennx=1 (desarrollo de 1 en senos) = ¢, = % foﬂ sen nx dx (cdlculado arriba).

n=1
El segundo viene de recordar (4.2) que cambios u= eP’*9*w pueden simplificar la ecuacion.
Podriamos tantear, pero en este caso todo pide hacer:

u=e 2w > u,=e Pw,, uy=e"

W —Wxx=0
{w(x,O)zl, w(0,)=w(rx, )=

XN —2w], tyx=e X [Wix—dwy+dw] —

0" primer problema resuelto por separacion de variables.
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4.4. Ondas. D’Alembert y separacion de variables

En la seccién 4.2 vimos que la solucién general del problema puro de valores

iniciales

P)) U — Czl/txx =0, x,teR u(x0) _y\
Nu0=f @), uxr0=gx) | =1

era ’ u(x,t) = , P»q€C?,y que la solucién tnica de (P;)

u(x,t) = 5[ f(x+en)+f(x—ct)] + ;_C/i”‘"g(s) Jg | formula

X

venia dada por:

de

D’Alembert

La solucién de (P;) es suma de dos ondas que viajan a velocidad ¢, una hacia las x crecientes
y otra hacia las decrecientes. A la vista de D’Alembert, llamando G(x)= i fox g(s)ds:

g(x)= % f(x)—G(x) vahacialaderechay p(x)= % f(x)+G(x) vahacia la izquierda.

Ej 1. Supongamos f=0 salvo una perturbacién en forma de tridngulo en torno A
a 0 y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0). /f %
Hagamos un dibujo de la solucién para diferentes ¢ . Bastard trasladar las
dos ondas que viajan en sentidos opuestos [aqui ambas son % f(x) ]: 0 .

1=1/2¢ 2

-1 i
Ha sido facil dibujar la solucién [bastante mds costaria dar su expresion analitica]
inicial siguen indefinidamente y viajan también a velocidad c. Para que u sea s
(C?),debe feC*y geC'. Si u es continua pero no C2, como ésta, se llama ‘sol

. Los picos de la f

olucion de verdad
ucion débil’.

U — CCuxy=F(x,1), x,1€R

u(x,0)=f(x), u; (x,0)=g(x)

Si hay fuerzas externas, el problema es: | (P;) {

Se comprueba que su solucidn es:

clt—7]

u(x,t) = %[f(x+ct)+f(x—ct)] + i/)::t g(s)ds + 5= / /XHC o F(s,7)dsdr [DA]

Se ve que u(x,t) solo depende de los valores de f en x—ct y x+ct [puntos de corte
con el eje x de las caracteristicas que pasan por (x,7)]y de los de g en el intervalo
[x—ct,x+ct] . Este intervalo se llama dominio de dependencia del punto (x,7).Y se
comprueba que el recinto de la integral doble es el tridngulo del plano st limitado por
el eje 7=0 y esas caracteristicas. As{ pues, para dar la solucién u en un punto (x,t)
se necesita sélo: i) los valores de F en el tridngulo, ii) los de g en su base, iii) los de

Ury — =2

Ei2 | e 0o u(x.0)=3

Utilizando directamente la tltima férmula [DA]:

X+t x+[t—7]

u=3[(x+n)+(x-0)]+1 [

A veces es facil hallar una solucién particular v de la ecuacién no homogénea y asi

1
1
1
:
L
x-ct | X x+ct

f enlos dos puntos.

Y 3ds+ 3 ) [T 0T 2ds dr = xa3i42 [ [1-7] dT = x4 30412,

evitar el calculo

de la integral doble, pues w=u—v conduce a un problema mads sencillo con F =0, (esto no se podra
hacer siempre cuando haya condiciones de contorno, pues podrian dejar de ser homogéneas). Por

ejemplo si F depende sélo de x o de ¢ se puede buscar una v(x) ouna v(t):

= = —_ 52 g ) th_wxx:O
Vex=2 — v=—x"+Cx+K — si v(x)=—x-, w cumple { (x, 0) =x-+22, w
= w= [+ ++0)2+ (-0 + (=02 + [ 3 ds = x+x?+243t > u=

Wit —Wxx =0

ve=2 = v =43 - (=0

52

1(x,0)=3

=x+3t+12.

— w=x — u=x+3+1%.



Pasemos a resolver problemas con condiciones de contorno. En primer lugar, el problema para la
cuerda semi-infinita, sin fuerzas externas y fija en un extremo:

ugr—cuyx =0, x>0, teR [para que no esté rota,

(P3) {u(x, 0)=f(x), us(x,0)=g(x), u(0,1)=0 debe ser £(0)=01].

D’Alembert exige funciones definidas Vx y f y g no lo estdn cuando x <0. ;C6émo extender estas
funciones a todo R? Si llamamos f*y g* a sus extensiones se debe cumplir la condicién:

w(0,0)=5[f*(et)+f*(=et) ]+ [ g*(s)ds =0, foo l/\“g o~
es claro que f*y g* han de ser impares respectoa 0, ~*+---
es decir, f*(-x)=—f"(x), g"(=x)=-g"(x) .
Asi pues, la solucién de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

{u,t— 2uy=0,x,1€R
u(x,0)=f"(x),us (x,0)=g"(x) ’
pues u cumple la ecuacion, las condiciones iniciales para x >0, y la de contorno. El problema del
uso de [De] es que f*y g* tienen, en general, diversas expresiones en distintos intervalos.

u(x,t)=%[f*(x+ct)+f*(x—ct)]+%/}::t g*(s)ds | [De]

Resolvamos ahora el problema mds general con fuerzas externas y extremo mévil:

Uy —clucy = F(x,1), x>0, teR [debe ahora ser

(Pa) {u<x,0>:f<x>, U (1, 0)=g(x) . u(0.0)=ho(t) | F(0)=ho(0)].

Primero debemos hacer la condicién de contorno homogénea, hallando una v que la cumpla y
haciendo w =u—v, ya que entonces serd w(0,?) =0, aunque probablemente se complicaran la
ecuacion y el resto de condiciones. La v maés clara (no siempre la mejor) es: v(¢)=hg(z) .

La solucién del problema en w la dard [DA] si sustituimos sus f, g y F por f*, g*y F*, siendo
ésta dltima la extension impar de F mirandola como funcién de x .

. Ugp—uUxx=0, x>0,7€eR . .
Ej 3. u(x. 0) =1y (x,0)=0., (0, 1) =72 Hallemos primero simplemente u(1,2) .
Para anular la condicién de contorno podemos usar la v citada: 2o 2
Wit =Wxx=—2 S :{2, x<0 2 A
w=u—-t>2 - {w(x,0)=w,(x,0)=0 — N R
w(0,1) =0 w(x,0)=w,(x,0)=0 -1 1 3

w(1,2)=1 [[.Fr=1 [ (2) dread +(~2)dreal \ ] =3 o u(1,2)=-3+4=1.
[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el célculo de integrales dobles. Pero si
F fuese otra, habria que hacer 3 integrales dobles, una para el tridngulo y 2 para el trapecio].

Pero podriamos conseguir un problema sin F', haciendo el cambio con una v mejor. Tanteando
un poco se ve que v=x>+t> cumple la condicién y también la ecuacién:

Wi —Wxx =0 wir—Wxx=0, x,1€R
w=u—-v — {w(x,O):—xz, we(x,0)=0 — {w(x,O)zf*(x)
w(0,1)=0 we(x,0)=0
—w(1,2) = LB+ f (D] =4 — u(1,2) =5-4=1.

Con este segundo cambio no es dificil dar la u(x, ) para todo x,7 >0 (con el primero costaria
mucho). Estd claro que hay que considerar dos posibilidades, pues, aunque x+¢ es positivo, x—¢
puede ser también negativo, y la f* tiene expresiones distintas para valores positivos y negativos:

—%(x+t)2+%(x—t)2=—2tx, x<t (x—t)z, x<t
— U=
0, x>t

w= 3 [f* () + £ (x=1)] ={

1 2_1 2 2_2
—5 (x+) =5 (x=1)"=—x"—17, x>t
[Como las ondas viajan a velocidad c¢=1 los puntos a distancia >¢ debian estar parados en el instante ¢ ].

[Una condicién de contorno de la forma u, (0, #)=0 (que no trataremos aqui y que representa un extremo de
la cuerda al que se le da libertad de subir y bajar) conduce a extensiones pares].
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Estudiemos la cuerda acotada y fija en los extremos [dnica resoluble por separacién de variables]:

U —cuxx=0, xe[0,L], teR [debe ser
(Ps) {M(X,0)=f(x), ur (x,0)=g(x) _ _
0 v u(0.0) = u(L.1) = 0 F0)=£(L)=01

Para hallar su solucién tnica usando D’Alembert extendemos f y g a [—-L, L] de forma impar
respecto a 0 y luego de forma 2/ -periddica a todo R:

[ (=0)==f"(x), ff(x+2L) = f*(X) . 8 (=x)=-¢g"(x), g"(x+2L)=g"(x) .

[Entonces f* y g* también serdn
impares respecto a L y tendrén,
en general, infinitas expresiones].

Uy —c?uyy =0, x,1€R

u(x,0)=f*(x), us(x,0)=g"(x) -

La solucién de (Ps) se obtiene entonces aplicando [De] a {

up—uyx=0, x€[0,1], teR u(x,0)
q _ _[x, 0=x<1/2 (Puede representar la pulsacién ﬂ f
Ejd. | u(x0)=F(x) = { I-x, 1/2<x<l | dela cuerda de una guitarra).
ur (x,0)=u(0,t)=u(L,1)=0

Es muy complicado hallar explicitamente u(x, )= % [ fr(x+t)+ f* (x—t)] Vx,t pues f* tiene infinitas
expresiones y habria que discutir en qué intervalos se mueven x+f y x—t:

—1-x, -3/2<x<-1/2
* _ X -1/2<x<1/2
S )=V 1n exsan

x-2, 3/2 <x<5/2

Algo mads sencillo, pero atn largo, seria hallar la solucién para un ¢ o un x fijo. Pero si es muy fécil
hallar u paraun (x,) dado. No se necesita siquiera la expresion de f*. Por ejemplo:

alh3) = HF) + AR = AL+ £ (D] = A 3) =
f* es 2-periddica f* es impar

Tampoco se precisa conocer f* (si su grafica) para hacer di})ujols: basta trasladar % f* aizquierda y

derecha y sumar . Por ejemplo, empecemos dibujando u(x, 1) =3[ f*(x+1)+f*(x—1)] :
u(x,1/4)

El maximo de la grafica de % f* (lade f* con la mitad de
altura), se ha ido al ir hacia la izquierda hasta (1/4,1/4) y al
ir hacia la derecha a (3/4,1/4) . Al sumar dos rectas con la

‘l, . misma pendiente sale otra con el doble, y al sumar dos con
e pendiente opuesta queda una constante.

Dibujemos ahora:
=3[ G+ +f(5-1)]
=§[f 3+1)=f(t=3)] -

La gréfica tiene periodo 2. Por las propiedades de f*y g%, la u dada por [De] es %-periédica en 7.

Las complicaciénes de D’Alembert desaparecen sélo cuando las funciénes extendidas son las propias
funciones iniciales, es decir, si son ellas mismas impares y periddicas. Si fuese nuestra f(x)=sennx,
simplemente la solucién Vx, ¢ seria u(x,t)= % [sen(x+t) +sen(x—t)] =senxcost.

w(x,0)= £(x), u;(x,0)=g(x) (hay fuerzas externas y

movemos los extremos)

Ur—Cuyx= F(x,1), x€[0,L], teR
Si queremos resolver | (Pg) {

M(O, t):h()(t) > M(L, [):hL([)

primero se halla una v que cumpla las condiciones de contorno y se hace w=u—v . Tanteando con

funciones v=a(t)x+b(t) se ve facilmente que una posible v es |v(x, )= [1 —%] ho(t) + Thr(t)|.

La solucién del problema en w vuelve a venir dada por [DA], poniendo en vezde sus f, g y F,
las extensiones impares y 2L-periddicas f*, g*y F* (vista F como funcién de x).
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Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema homogéneo para la cuerda vibrante con extremos fijos (que acabamos
de resolver extendiendo los datos y aplicando la férmula de D’Alembert y podremos comparar).

Uy — Cuyy =0, xe[0,L], teR

(Ps) Q u(x,0)=f(x), us(x,0)=g(x)
u(0,t)=u(L,t)=0

Separando variables u=X(x) T(¢) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:

X110 [X+AX =0, X(0)=X(L)= 0—>/1n_ Xn—{sen"’”‘}

X —eaT T +Ac*T =0 n—l,2,...
Las soluciones 7,, para esos 4, son combinaciones lineales de se L ,n=1,2,...
Asique las uy,(x,t)= [kn cos ™ L sen"’ZC’ ] sen™7* , satisfacen EDP y condiciones de contorno.

l’l7l'Cl X

L

Probamos, pues: | u(x,t)= Z [k cos Z€L + ¢, sen

n=1

] sen X

con k, y ¢, constantes que debemos determinar (en el calor sélo quedaba una arbitraria). Para que
se cumplan las condiciones iniciales (que aqui son dos):

u(x,0)= Zk sen 7 = f(x) — L/o f(x)sen 5= dx, n=1,2,.

n=1

> L
ur(x,0)=>" e, sen E =g(x) — | cp = mzw ) g(x) sen™*dx, n=1,2,...

nnc
L

Se prueba que la serie converge y satisface realmente el problema si las extensiones impares y de periodo
2L de fy g son C?y C!, respectivamente. Si f, g no son tan buenas, la suma de la serie es lo que
llamamos una solucién débil (en las ondas, como ya se dijo, no desaparecen las discontinuidades).

Para ciertas cuestiones (valores concretos, dibujos .) es mejor D’Alembert, pero la serie muestra mejor
otras propiedades. Por ejemplo, por ser T—perlodlcas en t las u, , tambien u tiene este periodo.

Observemos ademds que la solucién aparece como suma infinita de ‘modos naturales de vibracién’

[ sen”™7* ] cada uno de los cuales vibra con una frecuencia “7< (las ‘frecuencias naturales’ de la cuerda).

En términos acusticos u#; da el tono fundamental (su frecuenc1a es ”L‘ )y los demds son los ‘arménicos’
(de frecuencia mdltiplo de la anterior).

Como siempre (y como con D’Alembert), para empezar a resolver por separacion de variables, han
de ser las condiciones de contorno homogénes. Y para resolver los problemas no homogéneos
se probarian series de autofunciones del homogéneo.

- =0, x€[0,1], t€R u(x,0)
ez G " (Ejemplo 4 de antes que podia f
Ej 4*. u(x,0)=f(x) = { ’lf_x OSIJ/CZSQ/C<1 representar la pulsacion de la A %
ol dad it .
u; (x,0) = (0, 1) =u(L, £)=0 cuerda de una guitarra)

Basta copiar de arriba: u(x,t) = Z ky cosnnt sennmx (2-periédica),

n=1

con k, = 2f01/2x sennmx dx + 2/}2 (1-x) sennmx dx

2(1- 1/2 1
= 2X - CO8 mrx]0 ( x) cos nnx] it %rfo / cosnmx dx — %//2 cos nax dx
= i[— cosif + cosﬂ] + 2 sen™ +—25 sen = 15 senZ (=0 si n par).
7Y 4 2 2 n27r2 2 I’l271'2 2 = 2 2 p

(Pulsando la cuerda en el centro desaparecen los arménicos pares).

También aqui las cosas serian muy simples si fuese f(x)=sen x, pues no habria que calcular integrales:

u(x,0) =Z kysennnx =sennx — k=1 ylosdemds 0 — u(x,t) =costsenx.

n=1
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urr—uxx=0,x€[0,7], teR a) Resolverla por separacion de variables.
EjS. | u(x,0)=0, u,(x,0)=x b) Calcular u(2,2) mediante la formula de D’Alembert
u(0,t)=u(m,1)=0 y comparar ese valor con el que proporciona la serie,

a) Rehacemos célculos sin mirar lo anterior. De los datos 0 se deduce X (0)=X(x)=0y 7(0)=0.
{ X"+AX=0 T"+AT=0

X(0)=X (1) =0 T(0)=0 — T,,:{sennt},n:l,Z,...

— /lnznz,an{sennx}, {

o0
T
— u=) cpsennrsennx. u;(x,0)= > nc,sennx=x — ncnz%fo xsennxdxz—zc"%.

n=1 n=1
o

Por tanto, la solucion es la serie: u(x,t) = Z

2(_1)n+l
=7 sennt sennx .

n=1 '
b) u(x,t)= % fx )it g", con g* extension impar y 2x-periddica de x . /

u(2,2)= % f04 g'= %fon sds + %f:(s—Zﬂ) ds=4—4n+n?= (n1-2)2.

02(”_2)s ds=(n-2)%.

[Sumando 10 términos de la serie con x=¢=2 se obtiene u(2,2)~1.3047 yes (7-2)?~1.3032].

O como es impar respecto a 7 : u(2,2) :%

Ecuacién de ondas (no homogénea) con un término mds (podria representar un rozamiento con el medio):

Upr+2u; —Uyy = (1+2) senx , x€[0, 7], t€R | Separando variables en la ecuacién homogénea:

Ej6. u(x,0)=u;(x,0)=u(0,t)=u(mx,t)=0 u=XT — X(T"+2T")=X"T, %z%:—/l.
’” _
{i(o-;i);_(::):o - an{sennx}, n=1,2,... [yademds T+ 2T, +AT, =0 que aqui no se usa].

Llevamos a la EDP: u(x,1)=" T,,(¢) sennx , obteniendo %' [T+ 2T+ n*T,,| sennx = (1+2) senx.
n=1 n=1 ya desarrollada
Ademds: u(x,0)= )" T,(0)sennx =0, u;(x,0)=>" T, (0)sennx =0 = T,(0)=T,(0)=0 Vn.
n=1 n=1
T{'+2T{ +T1 =t+2

Todas las ecuaciones son homogéneas con datos nulos (y es 7, =0) menos { T,(0)=T](0)=0 °

d.i.
Ti=(c1+cat)e '+t [pu=—1 dobley Tj, =At+B | =5 ’u(x,t) =1 (1-e")senx ‘

Acabamos la seccién con algunas reflexiones sobre el método de separacion de variables.

Todos los problemas que hemos visto estaban formados por una EDP lineal L[u]=F,con L lineal (es decir,
Llauy+bus]=aL[u;]+bL[us]) y unas condiciones adicionales lineales también.

Ha sido posible resolverlos porque todas las ecuaciones eran ‘separables’ (hay EDPs que no lo son) y los
recintos que aparecieron eran ‘simples’ (limitados por ‘variable=cte’ ).

Siempre nos hemos ocupado primero de garantizar que fueran homogéneas las condiciones de contorno.

En todos los problemas homogéneos hemos buscado soluciones de la EDP que eran productos u = XT ,
y ello nos llevé a unas X,, autofunciones de un problema de contorno y unas 7,, soluciones de otra EDO
también homogénea. Gracias a la linealidad pudimos construir la serie u(x,) =2, ¢, T, (¢t)X,,(x) y fijamos
los ¢, imponiendo la condicién inicial (o las condiciones) y haciendo desarrollos de Fourier.

Para los problemas no homogéneos, buscando también una serie solucion, metimos en la ecuacion una serie
cuyos términos eran productos de las autofunciones del problema homogéneo por funciones a determinar
de la otra variable. Resolviendo la familia resultante de EDOs lineales no homogéneas con las condiciones
que se deducian de las condiciones iniciales, obtuvimos la solucién.

En los problemas resueltos hasta ahora necesariamente habia dos condiciones de contorno y, ademas una
o dos condiciones iniciales. Resolviendo Laplace en 4.5 veremos que a veces las condiciones de contorno
no estdn a la vista (por ejemplo, en un circulo se exigird periodicidad); y, en vez de condiciones iniciales,
apareceran otras dos de contorno (quizds alguna tampoco escrita, como la acotacién).
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4.5. Separacion de variables para Laplace

En esta seccion resolveremos por separacion de variables problemas para la ecuacién de Laplace (homogénea
y no homogénea) tanto en coordenadas rectangulares como en polares y tanto para problemas de Dirichlet,
como de Neumann, como mixtos. En cartesianas el problema de Sturm-Liouville a resolver serd en x oen y
seglin convenga (sus papeles son intercambiables), pero en polares serd el de la 6 (para la EDO de siempre,
preferible al de la ecuacién de Euler que aparece para la r).

Comenzamos por el problema de Dirichlet en un rectangulo, es decir:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0, b) bp—=
[Pi] {u(x, 0) = £, (x), u(x, b) = f (x) ) 90
u(0,y)=8o(y), u(a,y)=ga(y) o ) e

Por ser lineales la ecuacién y las condiciones, bastaria resolver los 5 subproblemas que se obtienen al
hacer 4 de las 5 funciones que aparecen igual a 0 y sumar las 5 soluciones. Comencemos resolviendo,
por ejemplo, uno de los 4 problemas para la ecuacién homogénea:

Au=0, en (0,a)x(0,b) n(6 ) =XWY () = XV+XY"=0 =
{ _XH:Y_H_ {X +/1X:0

oD a0 3) (0 3) =0 T =
utx, b)=ull, y)=ula,y)= [poniendo —2 salen X”—-AX=0, Y"+AY=0].

De u(0,y)=u(a, y)=0 se deduce que X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de contorno para la
X tiene solucién no trivial si

2.2
_n'rn _ nmux _
/ln——az s Xn—{sen—a }, n=1,2,....

Para esos A, es Y, =c;e"™/44c,e7¥/4 1a condicién homogénea ain no aplicada u(x,b)=0
impone Y (b)=0. Nos interesan las Y, que la cumplen:

C2:_6162rmb/a N Ynzclennb/a (enn[y—b]/a_emr[b—y]/a) — ¥, = {Sh nn[ci?—Y] }

- =
Probamos entonces: | u(x,y) =Y ¢ sh% sen 22X
n=1

Para satisfacer la condicién de contorno no homogénea que falta (suponemos que f, es C' atrozos):

u(x,0) = Z‘i Cn sh% sen™X = f,(x) — | cn sh% = %foa fo(x) senZX dx
=

a a

Andlogamente se resuelven los otros 3 subproblemas con F'=0. Uno vuelve a tener las X,, de antes,

y en los otros dos es Y (con condiciones homogéneas) la que da las autofunciones Y, = {sen"bﬂ

Para resolver el tltimo subproblema, el de la ecuaciéon no homogénea:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0,b)
{u(x,O):u(x, b)=u(0,y)=u(a,y)=0

como siempre se prueba una serie de autofunciones. Aqui hay dos posibilidades [elegiremos la que
proporcione un desarrollo més ficil para F ]:

u(x,y) =3 Ya(y)sen 22X 6 u(x,y) =3 X,(x)sen 3>
n=1 n=1

[En la practica, anulando términos no homogéneos con cambios w=u—v, y con menos subproblemas se
llega a la solucidn; lo tnico necesario para separar variables es que sea u=0 en x=0,a 6en y=0,b].

Se prueba que las u dadas por las series son realmente soluciones. Si los datos con C! a trozos (incluso
si son discontinuos), la u tiene infinitas derivadas en el rectdngulo abierto, es Au =0 ahi y se toma el
valor de contorno con continuidad para los puntos del borde en que los datos son continuos. La situacién
serd totalmente andloga en el circulo. La situacién es parecida a lo que ocurria con la ecuacién del calor,
pero no con la de ondas, en la que los picos iniciales se mantenian indefinidamente.
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Resolvemos ahora un problema de Neumann en cartesianas. Suponemos la ecuacién no homogénea,
pero con condiciones de contorno homogéneas:

p Au=F(x,y), en (0,7)x(0,n)
P21y (. 0) =ty (o 7) =200, ) = (1, y) =0

Separando variables en la ecuaciéon homogénea llegamos, claro, a las mismas ecuaciones que en
[P1]: X”+AX =0,Y”-2Y =0. Las condiciones de contorno obligan a que X’(0)=X'(n) =0,
Y’(0) =Y’(xr) = 0. Para este problema tenemos, pues, dos familias de autofunciones {cosnx} 6
{cosny},n=0,1,... y podemos elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

u(x,y) = Xo(x) +i X, (x)cosny | —

Xy +Z1 [X”-n%X,] cosny = BOT(X) +Z1 B, (x)cosny, B,(x)= %/0” F(x,y)cosnydy.

Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:

Xy = %Bo :% fon F(x,y)dy ; X/-n’X,=B,,n>1; con X/(0)=X/(r)=0.
Las X,, con n>1 quedan determinadas de forma tnica (el problema homogéneo, como sabemos
desde 3.3, tiene solo la solucién trivial).
Pero X['=0, X[(0)=X{(r)=0 tiene solucione;s no triviales ({1} ), con lo que, segin 3.3, para que
haya solucién para Xy es necesario que sea /0 1-Bo(x) dx=0. Es decir,

[P,] tiene solucion sélo si fon foﬂ F(x,y) dxdy=0 | y entonces hay una constante arbitraria.

Todo esto es coherente con lo dicho sobre Neumann en 4.2.

Ej 1. Calculemos la solucion en el caso particular en que | F(x,y) =x—a |.

El problema sélo tiene solucion si f /D F=0, esdecir, si a = % .
Entonces nos queda X" = x—7 , pues, por suerte, la F(x,y) ya estd desarrollada en {cosny}.

Por esta misma razén los B, , y por tanto los X, , son nulos si n>1.

Integrando e imponiendo X/ (0)=X/(r)=0 obtenemos | u(x,y) = ¢x* - Fx2+C

[Si hubiéramos resuelto probando u(x,y) = Z Y,.(y) cos nx seria necesario desarrollar en serie] .
n=0

Un ejemplo mds en cartesianas, para Laplace con condiciones mixtas (en parte Dirichlet, en parte Neumann).
Es facil ver con la férmula de Green que todos ellos tienen solucién tnica.

Uxx +Uyy =0, (x,y)€(0,1)x(0, m)

Ej2. u(x,0)=uy(x,7)=u(0,y)=0, u(1,y)=1

u=X()Y(y) -

:Y”+/1Y:0, Y(0)=Y"(7)=0

_ (2n-1)2 _{ (2n—1)y}
=(2n=L Y, = @n-Dyl
X”—/IX:O,X(O):O = An ( ) ) , Yp=q{sen >

Para esos A es X=cie@Dx/24cpe=@n-Dx/2 __, o =_¢ | an{sh M}
X (0)=0 2

Probamos u(x,y) = Z cn X, (x)Y,(y) . Para precisar las ¢, imponemos el dato u(1,y)=1 que falta:

n=1

-1 _ 2 (7 (2n-1)y _ 4 @n-Dn
Cn sh =5 —?fo sen ~—5—=dy = n(2n—1)[]_COST] -

(2n-1)x (2n-1)y
) sen ) o

-y 4
u(x’y)_’; n(2n-1) shznz—_1 sh
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xX=rcosd

Recordemos que el Laplaciano en coordenadas polares [y —rsend

1 1
] era |Au=u,,+ - ur+r—2 Ugg |-

Resolvamos en un circulo el problema de Dirichlet homogéneo (y abajo el de Neumann):

(Pp] Au=0, en r<R
DIV u(R,0)=F(0), 6€[0,2n)
_ PR+rR _ @ _ ©"+16 =0 fie)
u(r,0)=R(r)0(0) » —p—=—"g =1 - {r2R”+rR’—/1R=O

Parece no haber condiciones para @, pero esta claro que la solucion debe ser 27-periddica en 6,
es decir, debe ser ®(0)=0(2x), ®'(0)=0’(2x) . Para este problema periédico sabemos que:

Ap=n%, n=0,1,2,..., Oy(0)= {1} , ©,00)= {cos né, senn@} .
Y las soluciones correspondientes para R son (ecuaciones de Euler):
Ro(r)=ci+calnr, R,(r)=cir+cor™™ sin>1.

Parece 16gico imponer por argumentos fisicos que la solucion debe estar acotada cuando r — 0
(matemadticamente también, si ha ser de C?), asi pues c»=0 en ambos casos. Probamos, pues:

u(r, 0)—@+

NgE

r*|an cosnO+b, sennf| | > u(R,0)=% + iR” [an cos nf+b, sennd| = f(0)
n=1

n

- | ap= an/ f(8)cosnbdd,n=0,1,. b, —an/ f(0)sennf db ,n=1,2,.

El problema de Neumann homogéneo empieza como Dirichlet, hasta la u(r,6) que se prueba:

Au=0, en r<R 4o
[PN]{ur(R,Q)zf(G),Ge[0,27r) — |lu= —+Zr [ancosn9+b senn@] ,

pero cambia la condicién final: u, (R, 6) = i nR""! [an cos nf+b, sen n@] =1(0). f(o)
n=1

1 2r 1 2r
— | ay= /Of(Q)coand@,bn:m/0 f(@)sennfdb, n=1,2,...

naRn-1

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y cosenos de f(6) . Es decir

debe cumplirse fOZH f(0)d6 =0 | [confirma lo que vimos en 4.2: debfa ser ¢,  fds = [[, F dxdy=0].

Ademas (desaparece al derivar) a, queda indeterminado [Neumann tiene unicidad salvo constante].

Resolvemos ahora un ejemplo de problema de Dirichlet no homogéneo en el circulo:

T o Probamos serie de autofunciones del homogéneo.
Ei 3 urr+7+r_2=4 en r<l1 o
J > u(1,0) = sen20 u(r,0)=ao(r) +Z [an(r) cos nf+b, (r) sen n9]
n=1
— a 1 al +Z [a”+ Ly ——an] cosn9+[b"+lb,’1—:‘—§bn] sennH): 4,

constante ya desarrollada en esa familia de autofunciones.
Hay que resolver las ecuaciones: ray+ay=4r , r’a)/+ra,—n*a,=0, r’b}/+rb,—n’*b,=0.
La condicién u(1,6)=sen26 (desarrollada ya) impone: a,(1)=0 Vn; by(1)=1; b,(1)=0, n#2.

La acotacién cuando r — 0 serd la otra condicion necesaria para determinar la solucién de cada EDO
de segundo orden. Para la de ag necesitamos una solucién particular, que se puede hallar con la fve:

I Inr|_ _ 1-4dr Inr-ddr _  _ 2
0 1/r i aOP_lnr /r = 1/r SeeeBr™c
o, mejor, tanteando una ag, =Ar? (ap, =Ae* y no autovalor) — 2A+2A=4, A=1. Asi pues:
5 acotada ap(1)=0 ) _p acotada by (1)=1
ap=ci+crInr+r- — =0 — c1=-1, by=cir +cyr — =0 — ¢1=1.

Podemos asegurar ademds que el resto de a,, y b, son cero (0 es claramente solucién y no hay mas
por tener un problema de Dirichlet solucién tnica). La solucién del problema es:

u(r,0) =r>—1+r?sen26 ‘ [Se podria escribir en cartesianas: u= (x+y)2-1 |-
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Los siguientes ejemplos ya no son circulos (ni coronas circulares) y el problema de contorno en 6 no sera
el periédico sino el que indiquen las condiciones de contorno que deben figurar explicitamente. La acotacién
seguird siendo necesaria cuando el origen pertenezca al borde del recinto.

Primero uno de Neumann homogéno en el semicirculo (que no exige integrales y tendra C arbitraria).

- Au=0en r<l, 0<B<x La .e(;)liacién para ? qui sa}be‘ ,al lsegarzgar
J4. ur(1,9)=00s39, o (r.0) =11 (r. 1) =0 variables es conocida (y también lade R).

Junto alos datos en =0, r nos dalas ®,, :

0" +10=0 e _ ~
{G)’(O):G’(n):o — A,=n", ®n(6?)—{cosn9}, n=0,1,2,... —

R acot.
I’ZR”+FR—n2R=0—> Ro=ci+cylnr — Ro={1}

[oe]
— u(r,0)=a,+ )y a,r"cosnf.
Rn—clr"+czr_"—> Rn:{r"} ’ ¢ Z "

n=1

u-(1,60) = Z na, cos nf= cos>6 = 4 cos 9+ cos 36. No hay que integrar:

n=1

, a3=ﬁ ao sin condicidn, el resto 0 — u(r,0)=C + L cosO+5 2 cos 36, C cualquiera.

Al

ap=
Otro homogéneo con condiciones mixtas (y otras condiciones de contorno) que si exige integrar.

. Au=0,en r<l,0<0<n {9"+/l@=0 _ (2n-1)? 2n 1
) > , , A= , ©,=1sen="—40
B3| (1,0)=0, u(r,0)=uq(r, m)=0 | 1©(0)=0'(r)=0 i " }

n=1,2,...

R acot. al 1 _
Para esos A, : r2R”+rR—A,R=0, R=c{r" 3 +cor™™1 "SR, {r"’f U=y cpr"z sen 219

n=1

o0
2n1 2 2 7 2n-1 16 ) K 2n—1
0=206, 2n—17r/0 Osen=5—0d0 — u=- E GrEELd 2 sen2ly .
=

ur(1,6)= ch

Un problema (mixto) no homogéneo y que no exige integrar.

—_ Au=r?cos36,r<2,0<0<% {@”+,1@)—0 1,=902n-1)% ,n=1,2,...

o el

16| 2. 0)=uo(r.0) =u(r. 2)=0 | |©'©=0(2)=0""  ©,={cos32n-1g}). L )
Probamos: u(r,60)= %" R,(r) cos3(2n-1) —

n=1 n=1
r?R/+rR|=9R, =r* = Rp=ar*
— R1 =C1r

Ry acotadaen 0, R;(2)=0

Concluimos que la solucién (tnica) es u(r,6) = 7 [r*~2r3] cos 36.

Mz

|Ri+ 1Ry~ 22 R, | cos 3(2n-1)6 = 12 cos 36

C.C.
3+c2r’3+%r4 — R1=%[r4—2r3] .

El recinto de este tltimo problema de Dirichlet no homogéneo no toca el origen. La acotacion se sustituye
por un dato explicito sobre r=1 y todas las condiciones de contorno estdn a la vista:

Ei 7 Au=senf, l<r<2, 0<0<m Las autofunciones del homogéno /
b u(1,0)=u(2,0)=u(r,0)=u(r,7)=0 las dard el problema de contorno: 0
0 0
0" +10 =0 N _ ~ o
{@(0):@(71):0 — A,=n", ©,(0)={sennd}, n=1,2,... Probamos u(r,f)= %" R,(r)sennf.

n=1

[La serie de cosenos y senos del Ej 3. no cumple los datos de contorno (aqui no hay periodicidad)].

Z [R;l’ + %R;l - ’:—;Rn] sennf = sen @ [ya desarrollada en senos].
n=1
[Si fuese una F(r,6) cualquiera, se desarrollaria en senos, viendo la » como constante].
Las dos condiciones para las R,, salen de las otras condiciones de contorno:
> Ru(1)sennf = 3 R,(2)sennf =0 = R,(1)=R,(2)=0 Vn.
n=0 n=0

Sélo tendra solucién no nula rZRi’ + rRi — Ry =r? con los datos de contorno nulos de arriba.

C.C.
Rll,:Ar2 [A=2 no autovalor] — A:l — R = c1r+czr‘1+%r2 — clz—% s 02:%.

La soluci6n es, por tanto: u(r,0) = (3r>—Zr+3r~!) senf .
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