Generalizamos los dos tipos de integrales de linea. Una superficie a veces viene dada por F(x,y,z)=0. Si se
puede despejar la z, por z=f(x,y). Pero lo mds general es que se puede describir mediante:

[2 grados de libertad frente
al Unico ¢ de las curvas].

r: ACR*— R?, con r(u,v)=(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) , (u,v)€A

Suponemos que la superficie S=r(A) es C' [que lo es r]. Entonces:

ar
ou —

6

X = z or _ Ox z
1+auJ+ak Y av=a ‘+avJ+ak

serdn unos vectores tangentes a las curvas contenidas en S obtenidas
tomando, respectivamente, v=k y u=k . Su producto vectorial

i j k
Ir o Or | _ ox Oy 9z
du " dv |~ |Ou Gu du
ox Oy 0z

sera un vector normal a S .

producto vectorial 15, 3y oy
fundamental

Si la superfice se puede escribir en la forma z= f(x,y) una posible parametriza-
ciénde S es r(x,y)=(x,y, f(x,y)), con (x,y)€A proyecciénde S sobre z=0.
El producto vectorial fundamental resulta ser en este caso:

ijk
reXry=10 f|=(=fc,—fy,1).
01 £
Ej 1a. Parametricemos la semisuperficie esférica unidad superior. Una posibilidad: I

x(u,v)=senu cosv . .
(,v) uel0,2n] r,=cosu cosvi +cosu senv j—senuk
y(u,v)=senusenv

z(u,v)=cosu

€[0,7/2]" r,=—senu senv i+ senu cosv j

i j Ok
Entonces ryXr,=[-- --- —senu|=sen’ucos v i+ sen’usenv j + senucosu k
""" 0 |=senu(senucosv,senusenv,cosu)= senu r(u,v).

O bien:
(x,y,V1-x2=y2), (x,y) € B circulo unidad y ryXry= 7 i+ 7 > j+k.
-x2-y —x2-y

Integrales de superficie de campos escalares

Sea S la superficie C! dadapor r: ACR>— R® ysea f: R®— R tal que f(r(u,v)) es continua.

Entonces: //de //fr(u ) || % 22| dudv .

[Y si S estd formada por varias superficies C! se suman las integrales].
[Como en las de linea se prueba que la integral de una f escalar no depende de la parametrizacion].
[Cuando f=1 el valor de la integral representa el area de la superficie S ].

Ej 1b. Hallemos la integral de f(x,y,z)=2z> sobre la superficie S del ejemplo 1a.

. r es unitario
Primero con r(u,v)=(senucosv,senusenv,cosu). |r,Xr,|=|senul|[r|=senu [y ]

2
Por tanto, f/S 22dS = f x/ cos usenu dudy = 2”[ c0s3u]0/ = ZT”
Con la otra parametrizacion, el médulo del producto vectorial fundamental resulta ser:
— 2 /2 _ 1
llexx ey |l= [m"‘l xz z+1] = szz

//z das // J1-x2— dedy r\/ﬁdrde [ (1_;»2)3/2](1)=2_7r

polares

Veamos que la integral de superficie nos calcula bien el area de S :

27 p7[2 /2

areade S= ffs 1dS = o senu dudv =2n [— coS “]0 [El L2 i30a o ghger feie

esférica era 4r - 12 ]

=2r
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Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S de C! dadapor r: AcR?>— R? ysea f: R*— R? continua sobre S . Entonces:

//Sf-dS E//Sf~ndS E//Af(r(u,v))~(%x%)dudv ://Af(r(u,v))-n(u,v)||ru><rv||dudv

[si m es el vector unitario normal con el mismo sentido que el producto vectorial fundamental].

Se demuestra que, salvo el signo, esta integral es independiente de la parametrizacion. N
[Hay dos normales unitarias a una superficie orientada: n y —n (que conste que las hay
no orientadas como la banda de Moebius). Parametrizaciones diferentes proporcionan p.v.f.
con el sentido de una o de otra. f, S y el sentido de la normal si determinan la integral].
[El significado fisico de esta integral es flujo del campo vectorial f a través de la superficie S ].

_n'

Ej 1c. Integremos f(x,y,z)=(x,y,z) sobre la semisuperficie esférica S de siempre.

//f-dS =[/r(u,v)~[senu r(u,v)| dudv = 02” Oﬂ/zsenu dudv =2m|- cosu]g/2= 2.

S A runitarioT

Con la otra parametrizacion: f- (ryxry)=(x,y,vV1-x2-? )( e = 1) =
V1-x2—y2 " \[1-x2—y2

olares

//f.ds :// —dxdy _ _ 27112712 dr dg =27 [~ (1-r2)12]) =21
\1-x2—y2 0 JO 0
N B x2=y Tp

Teorema de la divergencia en el espacio (o de Gauss-Ostrogradsky)

Sea V una regi6n del espacio limitado por una superficie conexa y sea f € C'. Entonces:
// divf dxdydz = // f-ndS, con n vector normal unitario exteriora V.
14 )%

Ej 1d. Comprobémoslo para la f(x,y,z)=(x,y,z) de arriba y la semiesfera unidad superior.
Por una parte: f/vdivf dxdydz = 3ffv dx dy dz = 3x volumen de V = 3 X %% n-13=2r.
Por otra, 0V tiene dos partes, la S superior y el circulo B de la base: ffav = ffs+ ffB .

Para S es n=f=r [= fn=1],ypara Bes n=-k [= f-n =(x,y,040,0,-1)=0].
Por tanto, /fav f-ndS:ffS 1dS +0 =areade S = 2r.

Teorema de Stokes

Sea S una superficie en el espacio limitada por la curva S y sea f € C'. i

Entonces: // rotf -ndS = f-ds, con n vector unitario normal a S
S EN

y con los sentidos de n y de recorrido de dD indicados en el dibujo. P

Ej le. Comprobamos el teorema para: i) f(x,y,z)=(x,y,z) y ii) g(x,y,2)=(0,0,y), yla S habitual.
Para i) es rotf=0 = /fs rotf - n dS =0. Como rotf=0, sabemos que f deriva de un potencial.

Casi a simple vista se ve que U = %(x2+y2+zz) cumple VU = 0. Por tanto, yﬁ- f - ds = 0 también.

Para ii) debemos echar alguna cuenta mas pues rotg=i [ = rotg-n =(1,0,0)-(x,y,2) :x] .

Asf pues, //S rotg-nds =//S xdS =f02” cosvdy foﬂ/z sen’u du = 0 [la primera integral lo es].

27 rl
Integral que también se puede hacer: // dxdy T 2(1-r2) 2 cos 6 drdf = 0.
B 1/1—x2—y2 0 JO

Una posible parametrizacion de dS es ¢(t)=(cost,sent,0), r€[0,2n] = g(c(r))=(0,0,sent).
Por tanto, § g ds = fozﬂ(O, 0,sent)-(—sent,cost,0)dt = 02" 0 dt = 0, como debia ser.

[La integral de linea a lo largo de la circunferencia se ha anulado, a pesar de no ser el campo conservativo.
En este caso, g y ¢’ eran ortogonales. Sobre otras curvas cerradas, la integral de g serd distinta de 0.
Dijimos que para que g fuese conservativo, su integral a lo largo de todo camino cerrado debia ser nula].
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Series de potencias y funciones analiticas (junto a estas notas se incluye un repaso de series).

Una funcién f(x) es analitica en x=x, si viene dada por una serie de potencias cerca de x, :

fx)= ch(x Xo)© = co+er(x—x0)+ea(x—x0)  +e3(x=x0) +
k=0

A partir de ahora, suponemos que x=0 (si no, con x—x,=s estarfamos en ese caso): f(x)= Z crxk
k=0

A cada serie de potencias estd asociado un radio de convergencia R tal que:
Si R=0, la serie s6lo converge en x=0. Si R=c0, converge para todo x.
Si 0<R<co, converge si |x| <R ydivergesi |x|>R (en x==R no se sabe).

Una serie de potencias, para |x| <R (donde converge), se puede derivar e integrar término a término:

f(x)= Z kerx ' =ci+2cox+3c3x% 4+, f"(x)= Z k(k—Derx*2=2cr+6c30+- -,

/chx )dx= C+Zk+1x =C+cox+Gx*+-- si |x|<R.

Y también se pueden sumar, multiplicar,. .. estas series como si fuesen polinomios:

f(x) = Zakxk si |x|<Rpy g(x)= Zbkxk si |x|<Rg = Si |x[<min{Rs,Rs},
k=0 k=0

f()+8(x)=>" [ar+br]x* . f(x)g(x)=aobo+(aobi+aibo)x+(aghy+aibi+arbp)x*+- - -

k=0

o £k
Caso particular de estas series son las de Taylor Z fk—!(o) xk

k=0
Muchas funciones elementales coinciden con su serie de Taylor donde converge. Por ejemplo:

, deuna f con infinitas derivadas en 0.

_ > ok (= 1)k x2k+1 (- l)k 2k : © k4l 3 o
eX_kZ“’]‘c—,senx_ZW,cosx_Z o0 ,shx—;)m,chx—;@k),,b’xeﬁ
= ¢=( =0
> K 2k+
ﬁ Z , In(1+x)= Z( 11)<+)i , arctanx:Z % [1+x]”—l+px+P(p—1>x -, x) <1,
k=0 k=0

Son, pues, analiticas. [No lo son Inx 6 xP, p#0,1,... en x=0, cocientes con denominador nulo...].

Puntos regulares

Sea [e] ¥y +a(x)y” +b(x)y =0. Se dice que x=x, es un punto regular de [e]si a y b son
analiticas en x=x, . En caso contrario se dice que x=x, es punto singular de [e].

En 3.2 vimos las pocas lineales con coeficientes variables resolubles. Para el resto, si x =0 es regular (si
a y b se pueden escribir como series), parece adecuado suponer que también la solucién es una serie de
potencias y llevarla a la ecuacion para determinar sus coeficientes. Empecemos con un ejemplo:

Ej 1. Resolvamos . x=0 esregular pues a(x)=0 y b(x)=x son analiticas (con R=00).

Llevamos una serie de potencias arbitraria y sus derivadas a la ecuacion:
o0 (e8] [e5] (e8] (e8]
y= Z cexk, y'= Z kepx*1, y" = Z k(k=1)cpx*2 — Z k(k—1)cpx*2 + Z cpxktl =
k=0 k=1 k=2 k=2 k=0

La solucién debera contener dos constantes arbitrarias. Intentamos escribir los ¢, en funcion de
los dos primeros ¢y y ¢; . Como han de ser 0 los coeficientes de cada potencia de x , deducimos:

x% 2¢,=0. x': 6¢3+¢9=0, C3=—%C(). oo xR k(k=1)cx +cr3=0, ck:—ﬁck_g.

La ultima igualdad es la que se llama regla de recurrencia que expresa un coeficiente en funcién
de los anteriores. De ella es facil deducir los siguientes (siempre en funcién de ¢y o ¢y ):
A EPU ISR DN [P I
cs=cg=---=0; C4=—13C15 C6=—35C3=1g5€05 C71=—733C4=503C15 --- —
y=co[l-tx3+5x0+ [+ cr[x—Fxt+ 55557+ - | = coyi+ciy2, co, ¢ indeterminados.

Para que esto sea la solucién general, las series deben converger y debe ser su wronskiano no nulo
(lo segundo es facil de comprobar y el teorema 1 nos asegurard que estas series convergen Vx ).
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Lo visto en el ejemplo anterior es lo que ocurre en general, como asegura este teorema:

Si x=0 esregulary R es el menor de los radios de convergenciade a y b, la solucién general de

[e] y'+a(x)y'+b(x)y =0 es y=coyi+c1y2= co[l + Z] +c [x + Z] ,con ¢, ¢ arbitrarios,

k

y las series, que tienen potencias x* con k>2, convergen, al menos, si |x|<R.

Teor 1. | os coeficientes las series se determinan de forma tnica probando una serie de potencias arbitraria
en [e] [con a(x) y b(x) desarrolladas en serie, si no son polinomios] y expresando sus coeficientes
¢k ,para k>2,enfunciéonde ¢y y ¢ .

La solucion unica de [e] con y(0)=y,, y'(0)=y, se obtiene haciendo co=y,, c1 =y, .

[Lo de los datos iniciales es inmediato a la vista de la forma de las soluciones].

En el siguiente ejemplo nos van a ir mejor las cosas, porque no s6lo vamos a poder calcular unos términos
sino que vamos a poder dar las expresiones generales de las series.

Ej2. | (1+x%)y”+2xy’=2y=0 |, es decir, y"+2—xy’—ﬁy:0 [a(x):% y b(x):ﬁ].

1+x2

Que x=0 es punto regular se deduce del hecho de que P/Q,con P y Q polinomiosy Q(0)#0 es
analitica siempre. Se tiene que ademds que el radio R de su desarrollo, simplificados los factores
comunes de P y Q, es la distancia al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas préxima. En
nuestro caso serd, pues, R=1 (x==i ceros del denominador).

Llevando la serie arbitraria a la ecuacién inicial:
y=>. cexk — > [k(k=1)crx*% + k(k—1)cixk] + > 2kcpxk — > 2cxk=0 —
k=0 k=2 k=1 k=0
19 2:-1-¢p —2-c9=0 = ca=cp, x':3-2-c3+[2-2]c1=0 — 3=0,
xKo (k+2)(k+1)cpsn + [k(k—=1) + 2k = 2]cx = 0.

La dltima igualdad nos da la regla de recurrencia, que, como en el anterior ejemplo, tiene sélo 2
términos (queda cg4o en funcién de cy ), pero otras veces pueden aparecer varios, lo que complica las
cuentas. Para facilitar los cdlculos, factorizamos los polinomios que aparecen hallando sus raices:

_ (k=) k=l -
Ck+2 = ~(a)rD) Ok = "kt Ck» k=01,

Usando esta regla escribimos mds ¢, con el objetivo de hallar la expresion del término general de
la serie (en muchos casos esto no serd posible, pero ya dijimos que aqui sfi):
1 1 3 1 5 1
€4 =—30=—3C, C6=—5C4=735C, €8 =—5C6=—75C0, ...
¢5 =0 por estar en funcién de c¢3 que se anulaba. Andlogamente c; =cg=---=0.
El numerador de ¢ es 1, el denominador es 2k—1 y el signo va alternando, asi que:
1
ok = (_1)k+1m€0 9 k:2,3, 0oo

Agrupamos, como antes, los términos que acompafian a ¢y y ¢; (que quedan libres) y obtenemos:

® 2k
y = co[l+x2—%x4+%x6+ ]+ ex = Co[l+z (=1)F+l 2’;{_1]4- c1x = coy1 + c1y2
k=0

El teorema aseguraba que las series iban a converger al menos si |x| <1 y esto es lo que sucede:
la serie de y; (se ve facilmente con el criterio del cociente) converge si |x| <1 y la ‘serie’ de y;
(truncada a partir de su segundo término) converge Vx .

Que y; e y» son linealmente independientes se deduce (aqui y en general) del wronskiano en x =0
de ambas, que es 1 (puesto que y1(0)=1, y{(0)=0, y2(0)=0, y}(0)=1).

Esta ecuacién se podria resolver sin series. Como y; =x era una solucién, segiin vimos en 3.2:
2x
_ 2 .—fag, _ 2 a2 dx = dx _ _ 1 _ 1 - _1-
yl—y2/y2 eJadx = x/x e /il dx = x/xz(sz) = x/[xz —— ] dx = —1—xarctan x
[cuyo desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente].

Para resolver una [e] cerca de otro x,, regular, el cambio de variable s=x—x, lallevaria a una ecuacién en
s parala que s=0 es regular. Probarfamos entonces para hallar su solucién la serie:

y = i ks [es decir, y = i cx(x=xo)k .

k=0 k=0
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Puntos singulares regulares

Si x=x, es punto singular de [e] y"'+a(x)y’+b(x)y=0 (si a o b o ambas no son analiticas en x=x, ), no es
aplicable el teorema 1. Pero también sabremos hallar las soluciones utilizando series si son ‘poco singulares’.
Suponemos que nuestro punto singular es x =0. Si queremos estudiar las soluciones cerca de otro x, el
cambio s=x—x, lleva el problema al estudio de las soluciones cerca de s=0.

Escribamos [e] de otra forma. Multiplicando por x? y llamando a'(x)=xa(x) y b'(x)=x%b(x):

x=0 es punto singular regular de [e] - [e*]

* 2., * ’ s —
[e*] [ x"y"+ xa"(x)y"+ b (x)y 0‘ si a*y b* son analiticas en x=0.

Se podra escribir entonces para |x| < R, minimo de los radios de convergencia de a*(x) y b(x):
a(x)=ag+ajx +---, b(x)=by+bjx +---  [Normalmente serd a’=a*(0) y b5=b%0) .

La ecuacion mds sencilla como [e*] es la de Euler (sus ‘series’ a(x) y b(x) tienen un unico término), que

tiene soluciones x” (a veces acompaifiadas de In x ). Es esperable que [e*] tenga soluciones del tipo:

— S k _ r r+l * w _ polinomio
=x cx=cox"+cyx"+--- paralos r uecumlan’rr—l +a r+b—0‘. ..
y=x" ) cext = cox" + ¢ p q p (r=D+agr+by=0| i ticial

k=0

Supongamos que el polinomio indicial tiene raices reales r;, r, con r;>r;.

Entonces siempre una primera solucién y; de [e*] es de la forma y; =x" Z cxx®, co#0.

k=0
La segunda solucién y, linealmente independiente es, segtin los casos:
Teorema 0 o
de a]Si - #0,1,2,..., =xr22 bixk, bo#0. blSi ri=r, y» =xr‘+1z brx*+yiInx.
Frobenius k=0 k=0
c]lSirn-mn=123,...,y x’ZZbkx +dyiInx, by#0, deR.

k=0
Todas las series convergen al menos si |x| < R y los coeficientes ¢y, by y la constante d
de c] se hallan llevando cada una de las soluciones a la ecuacion.

Podrian salir raices complejas, pero nos limitamos a las reales. En Euler, si r; y r, eran distintas, las dos
soluciones eran x"! y x’2.Si r era doble habia una solucién x” y otra x” In x. En el caso c] la constante
d puede salir 0 y existir, pese a todo, dos soluciones de la forma x” ), (como en Euler).

Ej 3. 2xy”+y’+xy=0‘ 0 sea, x2y”+x v+ X y 0.a (x)— y b*(x)z% analiticas (R=c0)

x=0 singular regular. aj= % by=0 — r(r—1)+§r+0 — r1=%, r=0, ri—rnéN.

(convergen VxeR,

. W Lo k+1/2 _x k
Las series solucién son: y; = Z CkX ,c0#0 e yr = Z brx*, by #0 segiin el teorema).

k=0 k=0
Llevando y; ala ecuacion (las series se derivan como las de potencias):

Z [2(k+%)(k—%)ckxk_1/2+(k+%)ckxk_1/2+ckxk+3/2] = Z [k2k+1)cpxk12 4 xk32] =0 —

[0 (ahora las 3 series empiezan por k=0) (=0
x 2. 0.¢=0 y ¢p queda indeterminado como debia. x12: 3¢;=0 > ¢;=0.
2 kQk+ Deg+er2=0, ek =—gmrm k-2, k=2,3,... = c3=c5=---=0 y adems:
1 x2[1- y4_...] (eligiendo, por
Cr=— 10Co C4=—73C2=35€05 -« — V1= / [1 —x +% ] o con ey Y

Parala y;: ZZk(k l)bkxk LS Z kbkxk I Z bkx =0 —» x0 b1 =0

k=2 k=1 k=0

X :[4+2]b2+b0=0, b2=—6b0; xk= :[2k(k—l)+k]bk+bk_2=0, bk:_k(Zk l)bk 2, k=2,.
— b3=bs=---=0, b4———b2— 168b0’ cee = Mp=1- 6x +mx4—
Ej4. | x%y"+(3-4x%)y=0| a’(x)=0, b*(x)=1—4x> analiticas en R. x=0 singular regular.
r(r=1)-1=0,r=1 doble - y;= Z cpxkHiz Z [KPepxk 12 — 4 xk 52 =0 —
=0 =0
x172:°0-¢c9=0, co cualquiera; x3/%: ¢;=0; x**12: ke —4cr2=0; ckzlj—zck,z rerci%lrir?;a
— C2=Co,C3=0,C4=14—6C2=%C0,...,yl 1/2[1+x +1x4+ ]

Sz Z brx*+y; Inx . Es largo y no la calculamos.

k=0

La otra solucién tiene seguro logaritmo: y, =x
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En los primeros (en 2 variables) aparecen EDOs desconocidas que se suelen exigir usar las series de 5.2.
[Tienen mds variables, pero supondremos que son independientes de algunas]. Tambien salen problemas de
contorno en los que en vez de las condiciones habituales se usa la menos fuerte de la acotacién (lo visto en
3.3 no es aplicable por ser p=0 6 r=0 en algtin extremo del intervalo). Son problemas singulares como:

Ej1 {xy”+2y’+/lxy=0 efa=x2

y acotadaen x=0, y(1)=0 Y43 +Ay=0— [y]'+y=0 [es p(0)=r(0)=0].

Haciendo el cambio z=xy la ecuacién pasa a ser la conocida z”/+1z=0. Se ve que no hay 1<0.

Para 1>0, la solucion general serd y=c) <> +¢***  (puesto que z=cj COS WX +C) Sen wx ).

0 0
Imponemos los datos: y acotada — ¢; =0 (ya que <X " o, mientras que X Sw ).
Imponiendo el segundo: y(1)=0 — senw=0 — A, =n’7>,n=12,..., y,= {%} .

1
Autofunciones ortogonales respecto al peso 7(x)=x%, pues (Yn, Vm) = /0 5 SRIE S dx =0, n#m.
[Un dato tipico como y(0)=y(1)=0 implicaria que ¢ =c» =0, y la dnica solucion seria y=0 VA].

La ecuacién de ondas u,, —c?Au=0 en esféricas tiene, en general, 4 variables (el tiempo ¢ ylas p, 0, ¢),
cuyas soluciones quedan determinadas (como en la recta) fijando unos datos de contorno y dos condiciones
iniciales. Buscando soluciones que no dependen de los dngulos aparece la ecuacion de ondas en el espacio
con simetria radial (en p y ). Resolvemos para ella un problema homogéneo:

Ei2 Upr — [Upp+ %up] =0, 1<p<2, teR Separando variables en esta nueva EDP
J & u(p,0)=f(p), u:(p,0)=g(p), u(1,t)=u(2,t)=0 | y haciendo uso de los datos de contorno:
R+, R”+2R’+ApR=0, R(1)=R(2)=0
_ _ 1" _ Y P >
u=R(P)T() » —g==7=-1 = {T” + AT =0

Arriba vemos la ecuacion de R (ahora asociada a un problema regular porque estamos en [1,2]).

A =n*n?, S,={sennns}, R,= {M} }

§”+2S=0 p=sil {S”+/1S:0
$(0)=5(1)=0" n=1.,... P

=pplt = {S(l):S(Z):O

Para esos 4,, son T, ={cosnnt,sennnt} — u(p,t)= Z [kn COS Nt +Cyy Sen nm] sen nxp
n=1
Las condiciones iniciales imponen: Z knse“% =f(p) vy Z nrc, Sen;mp = 2(p). (o
n=1 n=1

Para hallar estos coeficientes del desarrollo debemos utilizar aqui el peso r(p)=p? del problema:

2 2 D) 2 .
<Rn,Rn>=/1 P> dp = 5 ;" [1-cos2nmp| dp =7 , <f’Rn>=/1 P f(p) =5 dp (igual g),
nos conduce a que: kn=2f12pf(p)senn7rpdp , cnzﬁflng(p)sennﬂpdp , n=1,2,...

Se llegaria a 1o mismo (en otros problemas no habré atajos) observando que (e) se pueden reescribir:

Y knsennmp=pf(p) y ) nmepsennmp=pg(p),

n=1 n=1

con lo que estamos desarrollando pf y pg en sennmp,y esto nos lleva a las férmulas de antes.

Hay una tercera forma de llegar a esta solucién, que sirve para resolver también otros problemas para
las ondas en el espacio con simetria radial, incluso utilizando D’Alembert: es facil ver que el cambio
v=pu lalleva la ecuacion a la de la cuerda vibrante, que resolvimos separando variables en 4.4.

Vet _Vpp =0, ISpSZ, teR
v(p,0)=pf(p), vi(p,0)=pg(p), v(1,1)=v(2,)=0 °

O también podriamos también aplicar D’Alembert, tras extender F(p)=pf y G(p)=pg de forma
impar respecto a 1 y 2 (o impar respecto a 1 y 2-periddica). La solucién seria entonces:

u(p,t) = %[F*(p+t)+F*(p—t)] + # ppjtt Gi(s)ds ,

que se puede poner en la forma u = % plp+t)+ %q(p—t) y ver como suma de ondas esféricas, cuyos

El problema en la variable v pasa a ser: {

radios disminuyen o crecen (la magnitud de la perturbacidn es inversamente proporcional al radio p).
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Un problema importante es el problema de Dirichlet en una esfera (bastante mas complicado que el del
circulo). Resolvemos tinicamente el caso de datos independientes de ¢ con dos variables. En los libros de
célculo se encuentra la expresion del laplaciano en esféricas. Sin el término en ugy :

2 _
[Pe] {“pp+p’4ﬂ+ [uee+§§§§ 0]=0, p<R
u(R,0)=f(0), 6€[0,rx]

sen 6

P’R” +2pR" — AR =0

Simplificamos la de ® con s=cos6 [ ®'=-sen0- d® , 0" = senzﬁj—%? —cos H? ] . Nos queda:
s s

u=R(p)O©) — [R"+3X]0 + K [0"+2F0/

sen @

] 0 {@// cos @ ®+10=0
N

[L]]|[1-s ]d—® —25 492 + 2@ = 0|, llamada ecuacién de Legendre.

(1-5%)0” -250'+10=0
® acotadaen s==+1 ’

Debe © estir acotadaen s==x1 [#=0,7 polos de la esfera]: (P) {

Para resolver [L] necesitamos series. Como a(s)=

—2 son analiticas si |s| <1 probamos:

0= chs —>Z[k(k Desc 2—k(k l)cksk] Z2kcks +Z/lcks =0 —

k=0 k=0
§%: 2 1-cr+1¢0=0, czz—%c(); s': 3.2 c34+(1-2)c; =0, qz—%cl,

s: (k+2)(k+ Dera+ (A= (k+ Dk =0, ¢o=—24ZMD ) 0= 2000 o= U2

k(k—1)
0= co[l 2s +’l(’l 04 ]+ cl[ ’162s3+w9+' .- ] =¢o®;+c10,
Si A=n(n+1),con n=0,1,2,...,0 O o O, sereduce a un polinomio de grado n:
1=0—> O;=1, 1=6— O;=1-3s7,... A=2 > Oy=5, 1=12> @y=5-3s°,.
El polinomio de Legendre de grado » es el polinomio solucién que cumple P,(1)=1: ] »
0
P():l, P]ZS, PQZ%S2—%, P3=%S3—%S, p3 PI

El resto de soluciones son series que se ve (es dificil) que no estdn acotadas a la vez —
en 1 yen —1. Por tanto los autovalores de (P) son 1,=n(n+1), n=0,1,2,...,y sus
autofunciones son los {P,(s)}, con las propiedades habituales. Por ejemplo P, tiene

n cerosen (—1,1).Y son ortogonales: /_11 P,P,, ds=0, si m#n, / BP2ds =

/
Sigamos con el [Pe]. En la variable inicial 6, las autofunciones del problema de contorno (P) son:
{Pu(s)} ={Pu(cos6)} [Po=1, Py=cos6, P,=3cos’0—%, P3=3 cos’0—3 cosh, ... |

Resolvemos la ecuacion de Euler en R que apareci6 separando variables para los autovalores 4, :
(n+1)

2n+1

PR +2pR' —n(n+1)R=0 — 1 +u—n(n+1)=0, pu=n—(n+1) —» R=c1p"+c2p”

Deberd R estar acotada en p=0 (centro de la esfera), con lo que: R,={p"}, n=0,1,...

La soluci6n es del tipo: |u(p,0)=>" an p"Py(cos6)|. Sélo falta: u(R,0)=)" a,R"P,(cos6)=f(6).

n=0 n=0

Como la ecuacién en forma autoadjunta pasa a ser (sen®’) + 1send ®=0, el peso es r(f)=senf .

El denominador de los coeficientes es (P, , Py,) =/n [Py(cos 0)] senfdo = COSG/ [P (S)] ds = 52

Por tanto, los a,, de la serie de arriba vienen dados por a, = %gﬂ/ f(0) P,(cos @) senfdb , n=0,1,...

[Estas integrales son dificiles (o imposibles) de calcular exactamente. salvo que f(6) sea un polinomio en cos 6 ].

Ej 3. Si ’ R=1y f(0)=cos’0 ‘ se tiene (haciendo s=cosf): a, = @f_ll s2P,(s)ds .

Para escribir s2 en funcién de los P, bastan Py, P, P> . S6lo hay que calcular 3 coeficientes:

ao—zfls ds —fo s ds—— 1:%/_11S2P1ds=0 yaque P; es impar (y también s2P;).

par
_ 3.4 _ 4_g2 513 _171_2 _1_ 1.2, .2 .2
apy = 5/—1 [ES —is ds— 5/0 3s ]ds 5[3—5]—— — u(p,0)=3—3p"+p°cos 6.
O mejor, tanteando con los P, de arriba: cos s20= %(3 cosze——)+é — ap = %, ap = %

[El problema en 3 variables necesita series dobles y EDOs mds complicadas (la ‘asociada de Legendre’). Sus soluciones
contienen, ademads de los polinomios de Legendre, productos de ellos por cosenos y senos de ¢ (los ‘arménicos esféricos’)].
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Estudiemos la vibracién de una membrana circular (de un tambor), suponiendo que
hay simetria radial para simplificar (de nuevo serd un problema en 2 variables). Y también "v "
suponemos que inicialmente es u; =0: A

_ [Mrr+ lur] =0, r<l1,tcR [Respecto de la ecuacion en el espa.cio sélo /cambia
un 2 por un 1, pero es lo que complica los célculos.
u(r,0)=f(r), us(r,0)=0, u(1,1)=0 Aqui no hay cambio que lleve a la cuerda vibrante].
RT T/ _ R”+R7' rR”+R'+ArR=0, R acotadaen 0, R(1)=0
u= — == = -
T R T”+AT =0, T'(0)=0 — {cos (Vat)}

De nuevo tenemos un problema singular para una EDO sélo resoluble con series. Empezamos quitando A
mediante un cambio de variable independiente (se prueba como en 3.3 que todos los 4>0):

2 2
=VAr=wr (regla de la cadena) — Z—f:wff;,—fh wz'ész — ”fll; dR+sR 0.

Esta ecuacidn es caso particular (con p=0) de la
llamada ecuacion de Bessel de orden p:
que resolvemos en general pues aparece en otros problemas (si no hay simetria radial, por ejemplo).

[B] ] 2R +sR' +[s2—p?] , p>0,

s=0 es singular regular con polinomio indicial r(r—1)+r—p?, r=p, r»=—p . Entonces

Ri=sP ) cxs® (acotadaen s=0 Vp,y convergente Vs ) — > [k2p+k)crsP ™ +crsPT+2] = 0.

k=0 k=0
— Ck-2 — — —_ —_ — <o — <o
Ck=— k(2p+k)’k_2’3""’c]_0 b C3—"‘_0’ c2__22(P+l)’ 04_242(P+l)(]7+2)’ B
R r[1 > (=1)mx2m A estas R; (elegiendo un ¢y concreto) se les llama
1=¢cos [ + Z} 22mml(p+1)---(p+m) | funciones de Bessel J, de primera especie y orden p.
o8| Vo 1y g2 1ym 2m+l
o En particular son: Jy(s)= Z (m,))2 [—] " Ti(s)= Z m(.(m)Jrl),[ ] "
0.4 1 m
02 m cuyas gréficas estdn a la 1zqulerda. Como Jy y Ji ,todas las J,, oscilan
o ) /Z(\ /ZS y tienen infinitos ceros en (0,c0). Los de Jy son: 2.405, 5.520, 8.653, . ..
02 \w Las soluciones R, de Frobenius (funciones de Bessel K, de segunda
~0.4

especie) no estan acotadas en s=0 (porel Jylns, o por aparecer s77 ).

Si p=75, 3, %,. ..,aunque r;—r €N, enla R, no aparece el Ins (caso c] de Frobenius, pero con d=0).

sens cos s
+C

No sélo esto, las Jau+1 , n€Z, son funciones elementales. En particular, si pz% es R=c == v W
2

Volvamos ya a nuestro problema de contorno singular en la variable inicial r :

) { (rR’) + ArR =0 (elpesoes r) | Lasolucién general de la ecuacion, deshaciendo
R acotadaen r=0, R(1)=0 el cambio s=wr,es: R = ciJo(wr)+c2Ko(wr).

Por la primera condicién es ¢, =0 ( Ky no acotada). De la otra sale c¢yJo(w)=0. Por eso los autovalores son
los A4; <Ay <--- cuyasraices son los infinitos ceros de Jy . Y las autofunciones asociadas son R, = {Jo(wnr)} R
que serdn ortogonales respecto al peso r . Para esos A, las soluciones parala T son: T, = { cos (wp t)} .

S6lo falta imponer una condicién: | u(r,1)= )" ¢p cos(wn 1) Jo(wnr) | = u(r,0)= 3" ¢y Jo(war)=f(r).

n=1

(FR  Jo 7 F0) Jo(wnr)dr _

Y entonces los ¢, vendran dados por: ¢, =
(Rn, Rn) — f rJ2(wy r)dr
o "Jo\Wn

2 1
le(wn) '/0 r f(r) Jo(wn r) dr

Probemos la dltima igualdad (integremos el denominador). Para ello utilizaremos esta propiedad:
[Sn Jn]’Z s Jn—l - J(;:—J] , [SJ]],Z SJ() b e n

Haciendo s=w,, r queda: W—lsz”ng(s) ds = 2% [s>(J3(s)+ J2(s)) Bv" =3 T3 (wy) [era Jo(wn)=0].
nJQ Wi
/sfgds i %Jé +fsJosJ1 ds = %JOZ + %[s]l]z

Pese a su aspecto complicado, la solucién no lo es mucho mas que la } kj, cos(nnt)sen(nmx) de la cuerda vibrante.
En muchos libros y programas de ordenador se encuentran mds ceros w, de Jy, con los decimales que se precisen,
y los valores de Jj(wy). Con un programa (tipo Maple o Sage) que reconozca la Jy y que sepa hacer integraciones
aproximadas podemos obtener valores de los ¢, para cualquier f que nos aparezca. Obsérvese que las vibraciones de
un tambor, a diferencia de una cuerda, no son periédicas (los w;, no son miltiplos exactos unos de otros).
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Resolvemos para acabar algin problema (homogéneo) en tres variables (s6lo con las EDOs conocidas).
Necesitaremos las series de Fourier dobles:

Sean X,(x), x€[a,b] e Y,u(y), y€[c,d] las autofunciones de dos problemas de contorno con pesos r(x)
y s(y),ysea f(x, y)eCl([ b]X[c,d]). Entonces en (a,b)x(c,d) se puede escribir f como la serie:

flx,y) = Z chmX Y,, con cpm= <XnTXn> <Ym,Ym>// FCe,y) XY rsdydx,

m=1n=1
donde (u,v) es /a uvrdxo/c uvsdy.
Pues f(x,y)= Z Cn(x) Y s Cm(x)=—<f<(;,";y}f’>"> . Y ahora C,(x)= Z Cnm Xn s cnm——w&i&fy) .
m=1 n=1

Un caso particular son los desarrollos en series trigonométricas dobles de una f€C!([0,L]x[0,M]):

f(x,y) :ZZ bum sen™ sen™7E con by, = LM// f(xy) sen™2= sen™ 72 dy dx .

) o

flx,y)= a00+22anocosm+;2agmcos— ZZanmcos”—cos%

n=1 m=1 m=1n=1

con a"m_LM// f(x,y)cos 2= cos Z2E dy dx .

[O desarrollos parecidos en ) sencos o ), cossen, 0 impares, 0 con series en senos y cosenos].

,en [0,7]x[0,7] de dos formas distintas:

i n+l
bym = ”2// X cosy sennx senmydydx — XcCoSy = ]76 Z [i] by ™ sen nx sen2my .

n=1 m=1

Ej 4. Desarrollemos

0

anm:%AA x cosy cosnx cosmydydx — xcosy:%cosy—%z (2n g cos[2n—1]xcosy.

n=

—_

[ya estaba desarrollada en y ]

Ya podemos resolver esta ecuacién del calor en un cuadrado: 0
uy — kluxx+uyy] =0, (x,y)€(0,7)x(0,7), >0 0 0
u(x,y,0)=f(x,y), u(x,0,t)=u(x,7,t)=u(0,y,t)=u(mr,y,t)=0
[Evolucién de las temperaturas de una placa, dadas las iniciales, si el borde se mantiene a 0° ]. 0 o7
Buscamos soluciones: u(x,y,t) = X(x)Y(»)T(t) — XYT' —k[X"Y+XY"]T =0
X"+2X=0 o
X' _ 1T _Y" _ , _ [Una vez mds dejamos parala T’
X=kT -y~ {Y" S A AN Y"+py =0 la expresién mas complicada].
Y kT T + k[A+u]T =0

_.2 _ _
Por las condiciones de contorno: X(0)=X(r)=Y(0)=Y(7)=0 — {/l—n ; Xm={sennx}, n=1,2,...

=m2 Y, = {senmy}, m=1,2,...
- Tym= {e‘("2+’"2)k > (X, y,0)= {e‘("2+’"2)k’ sennx senmy} cumple la EDP y todas
las condiciones de contorno, como cualquier combinacién lineal de ellas. Esto nos lleva a la serie:
u(x,y,0=>">" bum e~ +m)kigen nx senmy. Ademds: u(x,y,0)= 32> bumsennxsenmy = f(x,y)
n=1m=1 n=1 m=1

- bnmz%/()/o f(x,y)sennxsenmydxdy, n,m>1. [Como enlavarilla, u — 0 |.

t—oo

Ahora uno de Laplace en un cubo con condiciones de mixtas (de solucién Unica):

u=XY7Z —

u(x,y,00=f(x,y), u=0 enx=0,x=m,z=m, u,=0 en y=0,y=n

{AuzO en (0,7)x(0,7)x(0,7)

Y/ +uY =0, Y (0)=Y'(7)=0, { p=m?, Y ={cosmy}, m=0,1,...
—[A+u]Z=0, Z(7x)=0 Zmn = {sh (Vn2+m? [n-z])}

u(x,y,7) = %Z cposh (n[r—z]) sennx + >° 3" cpp sh (VnZ+m? [1-2]) sen nx cos my

m=1n=1

{X”+/1X:O, X(0)=X(x)=0 { A=n?, X, ={sennx}, n=1,2,...
M

n=

n=12,...
—n// f(x,y)sennxcosmy dy dx m=0.1....

Como u(x,y,0)=f(x,y), seran: cuy;, =
72 sh (n
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Sea f(x) definida en Ry absolutamente integrable [ f_ D; | f] < oo] .
La transformada de Fourier de f es la funcién f(k)= \/#2? / Y ) ek d.

Si f esademds C' se puede recuperar a partir de f usando la férmula de inversion:

Teor 1. | f € C'(R) y absolutamente integrable = f(x)= \/#27/00 f(k)e "™ dk VxeR.

. 1 Iy 2 1 <
[Algunos libros no ponen 7o o0 la definicién de f y ponen 5- enla férmula de
—ikx ikx ] .

inversion; también se puede ver en la primera férmula e y en la segunda e

Sellamaa f transformada inversa de Fourier de f . Vamos a denotar también
Flfl=F y F'[f]=f Esevidente que F y F ! son lineales.

Veamos otras propiedades. La ' hace desaparecer derivadas:

Flf1=-ikF[f]
FLf"1=-kF[f]

"J"[f’(x)] =\/Lz7tf_O:Of’(x)eikxdxzV%f(x)eikx]fw—% f_o; f(x)el**dx = —ik&"[f(x)] ,
pues ijooo si f_O:o | f| converge. F [f”(x)] =—ikJF [f’(x)] =—k*TF [f(x)] .

Estas transformadas nos apareceran resolviendo EDPs (probamos las 2 primeras):

Teor 2. | f, f’, f” €C(R) y absolutamente integrables =

Loxelabl g 1 ek

?_l[f(k)ewk]: fx-a). Si h(x):{O en el resto ’ | ]:V_27 ik

F (e—uxz) — \/LZZ e—k2/4u ) 3:—1 (e—akz) — \/% e—x2/4a )

Teor 3.

ei kb _ei ka

—1( fa—ika © 2 —ik(x-a b ikx
g (fetka) == [1 fl) e Ddk = fx—a). F(h) = = [ e*rdx = ey

Es totalmente falso que transformadas de productos sean productos (no lo es la integral de un producto). Pero
a veces necesitaremos hallar transformadas inversas de productos. Necesitaremos entonces:

La convolucién de es la funcion: (fxg)(x)=—= [ f(x-s)g(s)ds.
eord. fys (fre)0) == [ fla=5)g(s)
Setiene fxg=g=*f,y F(fxg)=F(f) F(g), silas transformadas existen.

Hallemos la transformada de la ‘funcién’ delta de Dirac, cuya definicién
seria exige la llamada ‘teoria de las distribuciones’, pero que es facil de
manejar formalmente. La §(x—a) se puede ‘definir’ intuitivamente como el
‘limite’ cuando n — oo de

1) = |

Esta §(x—a) tiene las siguientes propiedades (que nos bastardn para trabajar con ella):
f(a) siae[b,c

n si XE[a—ﬁ,a+ﬁ]

0 en el resto

6(x—a)=0 si x#a; fbc f(x)6(x—a)dx ={ 1 ; /-_o:o 6(x—a)dx=1.

0 siaé¢[b,c]
Su transformada es muy fécil de hallar: | F [6(x—a)] |= \/#zfnf_o; S(x—a)el* dx = \/427 el ka

Aplicar a una EDP en dos variables la F en una de ellas lleva a una EDO (en la otra variable) para .
Resolviendo la EDO se halla i . Identificando la u de la que proviene o con el teorema 1 se puede a veces
dar la solucién, pero en muchos casos hay que dejar u en términos de integrales no calculables.

F . .
xSk

EDP en xt — 2K 5 EDOent En cad.a uno de los pasos anteriores, hay que tener. claro cuéles son
constante kdlo las variables y cuales las constantes. En lo que sigue, haremos lo

Fy esquematizado a la izquierda, pues nuestras ecuaciones serdn en

solucién Xe—— .
- X,t) y siempre haremos transformadas en x .
u(xt) tconstante k.t ( ) y p
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Aplicamos la J en la variable x (se supone que u#, g y f son ‘buenas’, para
que se pueden usar los teoremas). Utilizando la linealidad, el teorema 2 y el
hecho de que:

Ej1. { U+t =g(x)

u(x,0)= f(x)

1 [outt) ikx g _ 8 1 [ ikx 7o _ » ay—iki = g(k)
Tlu) = 4 [ gt et = G [ uwnetrdx=an {ﬁ(k,0)=f(k)
Esta lineal de primer orden en ¢ tendrd solucién con una constante para cada k :

i(k,t) = p(k) e”“—%l:) ,con p arbitraria s 4= flk)e* + g(k)[éf%]
Teor3y 4 .
" ) = f(e-1) + V2rg(x)«h(x) siendo h(x)={ ¥ *€[0,7]

0 enelresto

Como fol gx—u)du = —fxx_t g(s)ds , concluimos que | u = f(x—t) + f;it g(s)ds

Obsérvese que la expresién anterior nos da la solucién del problemasi f€C!y g continua,
aunque no sean absolutamente integrables, que era necesario para aplicar la transformada.
Esta situacion es tipica utilizando la J: se es riguroso sélo justificando el resultado final.
- =x—t
[Se puede resolver siguiendo 4.1: % =1 - { ‘;’; _ i — up=g8(n) — u=p(x—t)+f0xg(s) ds,
p(x)+foxg(s) ds=f(x) — u:f(x—t)—/ox_tg(s) ds +f0X g(s)ds , como antes].

lye — i kil +2k*0 =0
a(k,0)= f(k), 4,;(k,0)=0 "
Resolviendo esta lineal con coeficientes constantes de coeficientes complejos:
W—iku+2k>=0 — p=2ik,—ik — (k1) = p(k)e* + q(k)e ¥
Imponiendo datos iniciales: p(k)=1 f(k), g(k)=2 f(k) — a(k,t) = 3 f(k)e ¥ +1 f(k)eX* .

[solucién valida Vf e C?,
tenga o no transformada].

Ej2. u(x,0)=f(x),u;(x,0)=0

{M[z + Usx —2uxx =0

Aplicando J: {

Y como F [ f(k)elk¢| = f(x—a), serd |u =32 f(x+1)+ % f(x—21)

De nuevo el ejemplo es resoluble también a través de las caracteristicas:
E=xit Uxx = Ugg+2Ugn+Uny
Uxy = Ugg—ugn =2y — Ugy=0

B>—4AC=9 hiperbélica — {
urr = ugg —4ugy+dun,

_)
n=x-2t
— u = p(¢) +qn) = p(x+t) + g(x—2t), solucién general.

u(50)= PG Ha() = 1) =405 L
{uz<x,0>=p'<x)—2q'<x)=o,p<x>=2q<x>+cT PRC e

Mais interés que estos ejemplos, pues no tenemos ningiin otro método para resolverlo, tiene:

Problema para el calor P) U — Uy =0, xeR, >0
en una varilla infinita: u(x,0) = f(x), u acotada

Suponemos que u# y f son buenas y tienden rdpidamente a 0 en +oo para poder utilizar los teoremas.
I+ k*i =0
i(k,0)= 1 (k)

La solucion sera la convolucion de las transformadas inversas de cada uno de los factores:

k2t

Aplicando la F en la variable x: { cuya solucién es a(k,t)= f(k)e

/oo G(x,s,1) f(s)ds | [1]

u(x,t) = 2;‘/%/ f(s) e—(x—x)2/4t ds

G(x,s,1)= #ﬁe*(x*“)z/ 4 es 1a llamada solucién fundamental de la ecuacién del calor
[es la temperatura del punto x en el tiempo ¢ debida a una f inicial de la forma &(x—s)].

Se prueba que [1] da realmente la solucién de (P) con hipdtesis mas amplias de las que permiten aplicar F. En
concreto, para toda f acotada y continua a trozos [1] da la solucién tinica de (P) que es continua para >0,
menos en los puntos de =0 en que f es discontinua. [1] dice también que, seglin este modelo matemaético,
el calor viaja a velocidad infinita: si >0 en un entorno de un x, y nula en el resto, esté claro que u(x,t)>0
por pequeilo que sea ¢ y grande que sea |x—x,|. También se ve que u es C* para ¢t >0 aunque f sea
discontinua (jaunque sea f(x)=d(x—s)!). Son propiedades claramente diferentes de la ecuacién de ondas.
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Ej 3. Apliquemos [1] para resolver un par de problemas particulares.

Sea primero | f(x)= {(1) f;g = u(x,1)=53= W/Me’(x’s)z/‘” ds . Haciendo el cambio v=3=%:
] = T 0
S x/2\t
- L —V —V 1 —v —
u(x,t) = ﬁ[x/zf dv ( A dv + ) dv = [l + ¢(2{)]

---------------------- donde ¢(s)= % / Se’vzdv es la llamada funcién error que aparece
0

¢(s)

a menudo en la teorfa de las probabilidades.

Como se observa la solucioén, suave si >0,
tiende hacia 1 > paratodo x cuando t — 0.

0

Sea ahora | f(x)= e . Completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

s Vat+1 ——=

—s? o= a)z 1 2

oo 2
= T A+l () 0= Varel
2W ds v [We ds con X .
: . 2Vt 2 | —x2
Haciendo z = e se obtiene: u = —L e 4r+1 e Tdz = e T+
< 2\t Var+1 o & V1+4t
Pero sale mucho més corto aplicando directamente J :
= -k L1 ks 1 _ 2
A 12 — U=—F=¢€ 4 — U= € I+4r
a(k,0)= ‘/Lie N V2 Vitat

Ej4.

U —Uyx +2tu =0, xeR, t>0 | Hallemos la solucién para una f(x) general
u(x,0)= f(x), u acotada y deduzcamos la solucién para f(x)=1.

[Como F (1) no existe, no se puede resolver directamente el problema con u(x,0)=1 ]
ﬂt+(k2+2l)12 =0 ~ 122 dii. A N 2 R
. A — u(k,t) = plk)e™ """ 5 u(k,t) = f(k)e Ve *! —
{M(,{’O):f(k) (k.1) = pld) (k) = ket
u(x,t) = e f(x)* F (e k") = %[m f(s)e~ =914 gg |

En : : — S —(x—s)%/4t _ ﬁ - — =i
particular, si f(x)=1, u= e e ds = e Wdu=e".
(s—x)/Q2Vt)=u

wr —wxx =0
w(x,0)=f(x) °

de [1] se deduce nuestra formulay w=1 es solucién clarasi f(x)=1 (la varilla sigue a 1° )].

. q —12
[Parece que serfa adecuado hacer un cambio de la forma u=we™ — {

. ut—uxxzé(x) ﬁt+k2ﬁ :\/% A _ l_e—kzt _ 1 °°1_e—k2t Ak
EjS. {M(X,O)ZO {ﬁ(k,()):O T — u—_kzﬂ——) M_zn/_m 2 © dk .

No sabemos hallar esta integral en general pero si podemos calcular, por ejemplo:

oolekz

u(0.1) = L [ dk = — |+ L [2 e Higg = LE = f
[/—oo e_kz ks _Sds]

kzt 52
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