Soluciones del examen de Métodos Matematicos (30 de enero de 2013)

1. Hallar f f senx dxdy, siendo D el tridngulo limitado por las rectas y=0, y=x e y=n—x.
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2. a] Sea f(x,y)=x>—y?. Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0 y el vector Vf(1,1). Hallar la derivada de f
en el punto (1,1) en la direccién del vector v=(—1,—1). Hallar Af(x,y).

b] Hallar el valor de la integral de linea del campo g(x,y)=(2x,—-2y) desde (1,0) hasta (0,1) alo largo del
tramo de circunferencia dado por ¥*+y*=1, x,y>0.

a] x* —y2 =0 — las rectas y = +x. [Las demds curvas de nivel son hipérbolas]. ., C=0
Vf (53 =@x,-2y), V(L D=(2,-2). Duf(l.1)=2.-2)-(~ L .~1)=[0]

[Debia anularse por ser f constante sobre y=ux, o bien, porque v es perpendicular al gradiente;
al tratarse de ‘derivada direccional’ hemos puesto el vector unitario u, aunque siendo nula...].

Af(x,y) = fxx+fyy =2-2= @ Y e S
b] Como g =Vf (f es funcion potencial para g), serd fc g-ds=1(0,1) —f(1,0)= . Ne=o
2

[Directamente: c(t)=(cost,sent), t€|0, ’%] - fc g-ds :fon/z(2cos t,—2sent)-(—sent,cost)dt=-2 senzt]g/ =-2

O bien: ¢()=(r,VI-12), t€[1,0] —>fcg-ds=f10(2t,—2\/:)-(1,‘T’_)dtzfl04tdt= 2.

3. a] Escribir f(x)=1 en serie de autofunciones de {i(o;ji’?n()):o Egggﬁ?;’gg]. ¢Cuénto suma la serie si x=7 ?

u;—4(1+20)u =0, x€(0,7), t>0 [separar u=XT , hallar

n Tn B} b i
u(x,0)=1, u(0,1)=u,(m,1)=0 y T, probar serie

b] Resolver por separacién de variables {
e imponer dato inicial].

12 _
a] Segtin el formulario: A, = (2"4]) , X, ={sen @C} y (X, X)) = % =%. Como r=1,es:
_ Xy _2(7 . Qn=Dx ;. _ 4 @n-Dxyr _ 4 . 4 1 (2n—1)x
=ERy = 7rf0 Sen ~=5— dX = = 155 €08 o= ~on - Portanto: | 1=2 Zl 57 Sen =
| AV"VA., Como la funcién que desarrollamos es continua en x=75€(0,7),
081 la suma de la serie infinita serd el valor de f en el punto: 1=f(3).
zz [Con ordenador, sumando 50 términos de la serie para x=75
’ se obtiene 1.0090..., sumando 1000 sale 0.9995...,...].
0.2

] [También se puede con un ordenador dibujar diferentes sumas parciales
£ 0z 3 2 3 i I oF (alaizquierda S50 )y ver c6mo se acercan en todo (0,7] ala f(x)=1].

_ ’ np X' _ T _ X"+1X=0 _ @n—1) _ @n-Dx\ .
bl u=XT — XT'=(4+8)X"T, T—W——A%{X(O):X,(ﬂ)zo, A= @1 x, — {sen 2151y

il

Y ademds: T’+41,(1+20T =0, T, = {e‘(Z”‘l)z(’”z)} . Probamos entonces: u =)’ cne‘@”‘l)z(t”z) sen @ )
n=1

Imponiendo el dato inicial u(x,0) =" ¢, sen @

n=1

=1, obtenemos que los ¢, son los calculados en a].

., > (12 (412 _
Por tanto, la solucién del problema es: | u(x,f) = % > an_ re (2n=1)"(t+t )senw
n=1




4. Sea uy+u,=u+x . Hallar su solucion general y la que satisface el dato inicial u(x,0)=-x .

dy o . =y—x Uy = U,
d) :% — caracteristicas: . Mais corto: {f MR { v T = Up=uU+x=u+1n.
! n=x Uy = —Ug+ Uy

u(&,n)=p&el+ e”fe‘”ndn =p(&)e"-n—1 [o probando u,=An+B]. ’ u(x,y)=pQy—x)e*—x—1 ‘ .

=y— = I
[Algo mads largo: { §:§ RN { Z)’ N ié;; SUJNN up=u+x=u+n—-¢. u=p€)e+ e”fe‘”(n—f)dn =p&)e’+é-n—1 ]

u(x,y)=e"—x—1 ‘ .

Imponiendo el dato inicial: u(x,0) =p(—x)e*—x—1=—x — p(—x)=e™*, p(v)=¢",

[Comprobamos: u(x,0)=—x, y ademés: uptuy=e'—l=e'—x—l+x=u+x].

5. a] Hallar la solucién de la ecuacidn y”’+y =2 que satisface el dato inicial y(0)=y"(0)=0.
., , Uy — Uy = 2senx, xe[0,n], teR
b] Hallar la solucién del problema no homogéneo { u(x.0) = ,(x,0) = (0. 1) = (. 1) =0 °

a] De coeficientes constantes. p?+1=0, y=+i — y=c|cosx+cpsenx+ yp - Como =0 no es autovalor:
yp=A — A=2, y=cjcosx+cysenx+2 (o y, simplemente a 0jo; no conviene usar aqui la f. v. constantes).
Imponiendo los datos: {2 +:20=0, se obtiene la solucién tnica del problema: .
b] Al ser un problema no homogéneo, debemos probar una serie con la autofunciones X,, del homogéneo.

. . X"+AX=0
Sabemos (formulario) que al separar variables aparece { X(0)=X(1)=0 — X,={sennx}, n=1,2,...

Llevamos, pues, a la ecuacion u(x,t)= Z T,(t)sennx , obteniendo Z [T)+ nzTn] sennx =2senx.

n=1 n=1

Los datos iniciales: u(x,0)= 3 T,(0)sennx =0, u(x,0)= 3 T/(0)sennx=0 = T,(0)=T/(0)=0Vn.
n n
n=1 n=1

. . . T/+T,=2
Todas las ecuaciones son homogéneas con datos nulos (y su solucién es 7, =0) excepto { Tl ) : T/(0)=0 °
1 = 1 =

que es lo resuelto (con otros nombres) en a]. La solucidn es, entonces: ’ u(x,t) =2(1—cost) senx‘ .

[Se podria usar D’ Alembert. Como 2senx es impar y 27-periddica, su extension es ella misma, y entonces:

u= %fotf):i: 2sensdsdr = fot [cos(x—t+T1)—cos(x+t—7)]|dT=] sen(x—t+‘r)+sen(x+t—‘r)]6 =2senx—2senxcost|.

[Para x=r=7, la integral anterior (=2) fue la calculada en el problema 1].

6. a] Calcular los autovalores A, y las autofunciones {®,} de {8, (g)/l_(D@T(E)I)_ 0 [deben coincidir con el formulario].
=@'(%)=

Au=0, r<l1,0<0<%
. ., . 9 9 2
b] Resolver mediante separacion de variables { u(1,6)=c0s 26, ug(r, 0) = ug(r, £) =0

a] aa’=BB'=0,g=0 = sélohay 1>0. 1=0: O=ci+c20 — 8:%9,))2_2222_% } — 1=0 autovalor, @y ={1}.
T)=cy=

A>0: O=cicoswbh+cysenwl, ® =—wcq senwh+wepcoswd. ©(0)=0— ;=0 — ®’(’§’)=—wc1 sen % =0

— w,=2n, |1,=4n%, ®,={cos2n}, n=0,1,2,...| (como en formulario).

0'(0)=0'(

Imponiendo a u = 3 + > azn " cos2né el dato que falta: u(1,6) = 3+ > az,c0s2nf=cos26 —
n=1

’7 _ J
b] u=RO — {® +/1®_,_(,))_0 , yademds: r’R”+rR'—AR=0, u=+2n, R acotado — R, ={r""}.
)=

n=1

todos los az,=0, menos a,=1. La solucién (inica) es |u = r*cos20| [=r2cos26—r2sen26 = x2—y*].



