Soluciones del examen de Métodos Matematicos (10 de septiembre de 2013)

1. Sea f(x,y) =y—2xy. a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0 y 1,y Vf(0,1). Hallar un vector
unitario u tal que la derivada de f en el punto (0,1) en la direccién de u sea 0. Hallar Af(x,y).

b] Calcular la integral doble f fD fdxdy, siendo D el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2). [3 puntos]

1 y=0,x= % asintotas.
720 y=n=1%, y(h=-1.
V£(0,1)=(-2,1) ‘ (perpendicular a la tdltima curva de nivel).

a] y(1-2x)=0 — rectas y=0,x=1. y(1-2x)=0 - y=

C=0
y=2-x

Viy)=(=2y,1-2x), /
La derivada direccional serd nula en la direccion de un vector perpendicular

al gradiente. Por tanto, o bien u:(%r5 , %Fs) o bien u:(—%@,—%) .

1/3 c=0

Af(x,y) = futfry =0+0=]0].
bl ([ f :j:foz_xy(l—bc) dydx = %foz(Z—x)z(l—bc) dx :f02(2—6x+§x2—x3)dx - 4+[—3x2+%x3—}‘x4]z =[0].

2 ~2-y 2 2 2
Algo mads corto: fo fo y(1-2x)dxdy = fo y[2=y)-(2—y)*]dy :fo [—2y+3y2—y3]dy=[—y2+y3—%y4]0:@.

[La integral puede ser perfectamente cero: eso significa que el volumen encerrado por la parte positiva de la
grafica de f sobre el tridngulo se cancela con el volumen encerrado por la parte negativa. Desde luego, este
‘volumen con signo’ no se puede calcular hallando la integral sobre el cuadrado y dividiendo por 2].

2. a] Hallar la solucién 7'(¢) de la ecuacién lineal 77+ T = e que satisface el dato inicial 7(0)=0.
X"+2X=0
X' (0)=X'(m)=
Ur—Uyx t U= e‘2t, X€E (0,71' ), t>1 [Separar variables en la ecuacién homogénea, probar una
c] Resolver . - ) L )
u(x,0)=cosx, u(0,1)=u,(m,t)=0" serie con sus autofunciones y hallar los T,(r) no nulos].

b] Calcular los autovalores A, y las autofunciones {X,} de { 0 [deben coincidir con el formulario].

[4 puntos]

a] Segtin la férmula de variacién de las constantes para las lineales de primer orden del formulario:

T(0)=0
T=Ce"+e"fe’e‘2’dt=Ce"—e‘” o3 c=1, ’T(t)=e_’—e‘2".

[La T, se podia haber hallado tanteando, por tratarse de una ecuacién con coeficientes constantes:
Ty=Ae™ - 2Ae+AeH=¢e > A=-1 > T,=—e"%].

X' (0)=c;=0

b] ad’=68"=0,g=0 = sélohay 1>0. 1=0: X=cj+cx — X' (1) =2 =0

} = A=0 autovalor, Xo={1}.

A>0: X=cjcoswx+crsenwx, X' =—wcsenwx+wceycoswx. X' (0)=0—- ;=0 —> X' (m)=—wcisenwrn=0

— wy=n, |,=n%, X,=|cosnx}, n=0,1,2,...| (como en formulario).
_ e R T X'+ax=0 T _2 oy _ _
¢l u=XT — XT'+XT=X"T, ¥ =" 11=—1 > {X’(O)zX’(n):O’ Ap=n?, Xp={cosnx}, n=0,1,2,...

[Y ademads: T’+(A1+1)T =0, pero esto no se utiliza ahora, por ser el problema no homogéneo].

Llevamos entonces a la ecuacion: u = To(#) + ). Tu(t)cosnx — To+T5+ > [T/ +T,+n’T,]cosnx =e .
n=1 n=1

[e" (constante en x) ya estd desarrollada en las autofunciones {cosnx}, pues la primera de ellas es {1} ].
Imponiendo el dato inicial u(x,0) = Z T,(0)cosnx = cosx, deducimos: T1(0)=1y T,(0)=0 si n#1.
n=1
Por tanto, s6lo son no nulas las soluciones de estos 2 problemas:
T‘+2T1=O
T1(0)=1

T +Tp=e 2! 1 T1(0)=1
{ otfo=e ™ 2l - T=Ce 2 5 Tyn=e2 .

ot a2
To(0)=0 To(H)=eT—e™, {

f_e 2 te 2t cosx |.

Concluimos que la solucion del problema es: | u(x,7) =e”




3. Sea el campo vectorial g(x,y)=(xy?,xy). ;Deriva de un potencial? Hallar el valor de la integral de linea de g
entre (2,0) y (0,2) alo largo del segmento que une estos puntos. [1.5 puntos]

=y-2xy %0 , g no deriva de un potencial y hay que calcularse la integral.

Como g,—fy =
Una posible parametrizacion es: ¢(x)=(x,2—x), x€[2,0] (si x€[0,2] se recorre al revés), ¢'(x)=(1,-1) —

fg ds—f2 (x(2-x)%,x(2-x))-(1,-1)dx = f2 (2x=3x2+x%)dx = ¥*-x*+] ] =4-8+4=[0].
[Se podria hacer utilizando el teorema de Green en el tridngulo del problema 1 y el resultado de alli.

El borde del tridngulo esta formado por nuestro segmento, ademds de otro vertical y otro horizontal.
Como sobre los ejes es g=0, las integrales sobre ellos son 0. Ademds g.—f, esla f del 1. Asi:

ffu [gx_fy]dxdyzo:Sébg.ds=0+0+fcg.ds I

4. Sea yu,—xu,=y . Hallar su solucion general y la que satisface el dato inicial u(-1,y)=3y . [1.5 puntos]

, , . . . _ -1 L, .
d—i = —% . Lo mads corto es mirarla como lineal. y=Ce JUx= celnx' = % . Caracteristicas: .

Y

u(x,y) = y+pxy) .

E=xy { y = Xug +uy
- - yu ,up=1, u +
=y - v Vi =y, Uy &m=n+p&),

,
. L[ E=xy {My:x”f —xu, = =_£ =£
[Maslargo. {r]=x = Vi myuy by TV g =y D U= +p© |

Mas corto sera hacer {

Imponiendo el dato: u(—1,y) = y+p(-y)=3y, p(-y)=2y — p(v)=-2v — ’u(x,y):y—ny‘ (la de siempre).
==2y, yuy—xu,=y=2xy+2xy=y, y ademds u(-1,y)=3y.

Comprobamos: uy,=1-2x, uy

1 1
., . - =ugg =0, 1,0<6
5. Resolver por separacion de variables { ZE ’1 -,'_63 ir; ﬁzgu_ggs - 29’; ?,,7 0 :<u( ; 77:) o [1.5 puntos]
. B . . (07420 =0 s _
Haciendo u=R0 el formulario nos dice que sale: {®(O)=®(7r)=0 , A,=n*, {sennf}, n=1,2,... Q

[pues u(r,0)=R(r)®(0)=0, u(r,m)=R(r)®(r)=0 y de R(r)=0 solo sale la solucién cero],

A= 2
y ademds: r2R”+rR —AR=0 =5 p(u—1)+u—n>=0, u=+n, R=cor"+cor™, R acotado — R, ={r"}.

Imponiendo a u(r,0) = i b, r"sennf (que ya cumple la ecuacién y dos datos de contorno) el dato que falta:

n=1

u(1,0) :ibn sennf = senf—sen26 — todos los b, =0, excepto by=1, by=—
n=1

[ = rsen@—2r2 sendcosd =y—2xy (otra vez)].

La solucién es |u(r,6) = rsen6—r?sen26




