Soluciones del examen de Métodos Matematicos (30 de enero de 2014)

1. Sea f(x,y) = f . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0 y 1. Hallar el vector unitario u con
la direccién y sentido de Vf(1,1) y el valor de la derivada D, f(1,1). Hallar Af(x,y).

i) calcular f fD fdxdy (en ese orden),

i i 24y?< > >1: ,
b] Si D es la parte del circulo x“+y“<2 con x>0 e y>1 ii) expresar la integral en polares, [2.6 puntos]
al f=0 - x=0, f=1 - y=x. Vf(x,y=(y"".—xy?). Vf1,H=(1,-1). C=0 e
\/—

IVALDI= V2. u=(d =), Dufl ) = (11 (L) =[ ¥2]. N
1

[El Vf es perpendicular a la recta de nivel y debia ser Dy =V -u=||V|||[u]lcos0 = |V]|].

2x r=1/senf A
AF(Y) = fort iy = 2097 .

> 21V2 c=1
b] l)ff y)‘dxy f 2y = [lny :1n\/§—%+jT: Tln2-1/.
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Mis largo: ff Tdydx =f xInV2-x2dx =f gln(Z—xz)dx=“Z—zln(2—x2)]o+ %f D22 gy o
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ii) Como y=rsenf=1 & r= -, en polares: ﬂ;)f= fn/4f1/sene Sg;gdrdﬁ fﬂ/4 [%—%]d@z

2. Sea el campo vectorial f(x,y,z)=(4x,3z—2y,3y). a] Hallar divf y roff. b] Hallar el valor de la integral

de linea de f desde (1,0,0) hasta (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos. [1.4 puntos]
i j k
a] divf=fi+g,+h,=2. rotf=|gax oy 90oz=(3-3)i+(0-0)j+(0-0)k=0.
4x 3z-2y 3y

b] Como rotf=0y f es C' en R?, existe la funcién potencial.
U =4x —» U=2x> +p(,2)

—3z 2y > U=3y-y* +q(x.2) , U=2x243yz=y* = [ f-ds=U(1,2,3)-U(1,0,0) = 16-2 =
=3y —» U=3yz+r(x,y)

[Con e()=(1,2,31), t€[0,1] > [ f- ds_fo (1,5t,61)- (0,2, 3)dt—f0 281dt = 1412 = 14]

3. Hallar la solucién general [ T(f) y R(r), respectivamente] de las siguientes EDOs de segundo orden:
a) T"+2T"'+T=1t+2 b) 2R”+rR'-n*R=0, n=1,2,... [1.2 puntos]

a) ,u2+2;1+1 =0,u=—1 doble » T =(c;+cat)e”"+ T,. T,=At+B — 2A+At+B=1t+2 - A=1,B=0.

La solucién general es, por tanto: ’ T(t)=(ci+crt)e '+t ‘ .

b) Ecuacién de Euler. u(u—1)+u—1=n?, u=+n — ’R(r) =c1r+cr ™.

4. Sea {y "+ 1y : (deben coincidir

(0)= y(ﬂ) 0" Calcular autovalores A,, , autofunciones {y,} y (yn,¥Vn) con el formulario) [1.4 puntos]

% ’ v _ . " px Cl+c2:0’02:_cll

() +Ay=0. aa’=BB'=0,9=0 = 1>0. [Dlrectamente: A<0: y=cieP+ee™ = | epr_empr =g } - yEO].
>0

¥0)=c1=0

S1A=0es y=cr+ox = y(m) =ci+cr=0

} — ¢1=c2=0. 1=0 tampoco es autovalor.

Para A>0 es y=cjcoswx+cpsenwx, w= Vi>0 > YO)=c1=0,y } Para que sea ¢, #0 debe ser:
y(m)=cysenwr=0

wr=nt — |, =n%, n=1,2,... ‘ Para estos 1, queda ¢, indeterminado, con lo que .

i 1 (7 2nz—sen0
<y”’y">,§1fo senznxdx=§j;) [1-cos2nx]dx = 5§ — SSRESE05 = .

(Todo como en el formulario).




Elegir 2 problemas entre 5, 6 y 7:

yuy+xu, =0 Hallar sus caracteristicas £(x,y)=K y (utilizando la regla de la cadena) la

u(x,1)=x =~ ecuacion para u; . Hallar su solucién general e imponer el dato inicial. [1.7 puntos]

. Resolver {

dy

i % lineal (mejor que separable). y= K efdx/x= gelnr= Kx . Caracteristicas: | 2 = K |.

==

fzyx‘1 Uy =X""Ug+ iy _
(o0 *{uxz_yx = =0, =0, u=p®. [ux) =)

{é‘f:y - {”yzx_luf
n=x

Uy = —yx’zuse+u,,

Casi igual:

= xuy=0, uy=0, u=p(&). u(x,y)zp(ﬁ) .

Imponiendo el dato inicial: u(x,1)= p(};) =x, p(v)= % , |u(x,y)=2=| [vélida para y>0].

X
y
-1_

Comprobamos: u(x,1)=x,y ademads: yu,+xu,=—yxy~ 2yxy'=0.

[Como y=1 no era tangente a las caracteristicas, la solucion debia ser tnica].

Uy +2u—uy=(+2)senx, xe[0,n], t€R  Separar variables en la homogénea, probar serie

u(x,0)=u;(x,0)=u(0,t) =u(x,t)=0 " con sus autofunciones y hallar el 7},(¢) no nulo. (1.7 puntos]

. Resolver {

Al ser un problema no homogéneo, debemos probar una serie con la autofunciones X, del homogéneo.

Separando variables en la ecuacion homogémea: u=XT — X(T"+2T")=X"T, 5 X7 T”J}ZT' -1 -
{i(OJ;i))((zg:O — X,={sennx}, n=1,2,... [ademas de T, +2T}+AT,=0 que ahora no se usa].

(las del problema 4)

Llevamos, pues, a la ecuacién u(x,f)= )" T,(f)sennx, obteniendo »' [T,/ +2T,+ n’T,]sennx = (t+2)senx.
n=1 n=1 ya desarrollada

Los datos iniciales: u(x,0)= 3 T,(0)sennx =0, u(x,0)= 3 T/(0)sennx=0 = T,(0)=T/(0)=0Vn.
n n
n=1 n=1

. p .. T/ +2T{+T;=t+2
Todas las ecuaciones son homogéneas con datos nulos (y su solucién es 7, =0) menos { Tl ) lT’ (01) e
1 = 1 =

que es la ecuacion cuya solucién general T = (c;+ct)e '+ ¢ se hallé en 3.

6120
cr—c1+1=0, cp=-1"

Falta imponer los datos iniciales: { La solucién es, pues: ’ u(x,r) =t(1-e")senx ‘

(que es facil de comprobar).

Au=0, r<2,0<0<n Resolverlo por separacion de variables y escribir los

+ Sea { u(2,0)=mn, u(r,0)=u(r,m)=0" dos primeros términos no nulos de la serie solucién.

[1.7 puntos]

. B . (97 +10=0 2o _
Haciendo u=R® el formulario dice que sale: {@(0):@(70:0 , A,=n", ®,={sennd}, n=1,2,... Q

[pues u(r,0)=R(r)O(0)=0, u(r,m)=R(r)O(r)=0 y de R(r)=0 solo sale la solucién cero],
—2
y ademds: r*R”+rR'—AR=0 i R=cyr"+car™ (problema 3). R debe ser acotada en r=0 — R,={r"}.

Imponemos a u(r,6) = Z c, r*sennf (que ya cumple ecuacion y varios datos de contorno) el dato que falta:

n=1

oo T —(=1)" i
u(2,6)=y 2"c,sennf =71 — 2'c,= 2 ["xsennddd = ~Zcosng| = L= ;szsar;;lj e

— g(zm 0 sen(2m—1)6 .

La serie solucién es pues: ‘ u(r,0) = 2rsenf + ér3 sen36+--- ‘ Z e



