Soluciones del examen de Métodos Matematicos (9 de septiembre de 2014)

1. Sea f(x,y) = (x—y)?. a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0 y 1. Hallar Vf(x,y) y div(Vf).

Hallar el vector unitario u para el que es minima la derivada de f en el punto (0,—1) en la direccién de u.

mucho mejor
en polares].

c] (Cuadl debe ser el valor de la integral de linea de Vf desde (—1,0) hasta (1,2) a lo largo del segmento que
une los puntos? Parametrizar el segmento, hallar la integral y comprobarlo. [4 puntos]

b] Calcular la integral doble f fD f dxdy, siendo D el semicirculo dado por x>+y*<4, x>0 L

a] (x—y)?=C — x—y==VC (rectas). f=0 — y=x, f=1 - y=x=1.
Vi(x,y)= ] (2x=2y,2y—2x) \ div (Vf) = Af = futfyy =242 =4 V(x,y).

La derivada direccional serd minima en el sentido opuesto al gradiente. -1
_0 _ e ; (- L L

V£(0,-1)=(2,-2). Opuesto: (~1,1), de médulo V2 = |u=( 5 ﬁ) .

[La derivada minima serd Duf(0,~1) = (2.-2)-(= 3535 )= ~2V2 ==|IVf(0.~ D).

pues debia ser: Dyf=Vf-u=|Vf|||lul|cosm = —||Vf] ].

b] En polares es f(r,0) = (rcosf—rsen6)> = r>(cos’6+sen’d —2senfcos 6) = r*(1—sen26) . Por tanto:

[ £ dxdy=[""" 7 P(1-sen260)drdg = 4 " (1—sen26)df = 4 +[2cos 261", =[4x].

por el jacobiano (era impar)

\4—y2
[En cartesianas mucho peor: f—zzfo -y (x> —2xy+y?)dxdy = f_zz o —4y+%(y2+2) V4-y2)dy="--- ]

c] Sabemos que fc Vf-ds = f(c(b)-f(c(a)) = f(1,2)— f(—1,0) = @ (en la misma curva de nivel).

Posible parametrizacién (viendo la recta que pasa por ambos puntos): ’ c(x)=(x,x+1), xe[-1,1] ‘ .

- ¢ =1, [Vfds=[(-22)-(1,)dx= [ 0dx=0.

2. Hallar la solucién general R(r) de rR”+ R =4r: 1) Haciendo R’=v, resolviendo e integrando.

oL . ., 1.4 puntos
ii) Mirdndola como ecuacién de Euler. [L4p ]

1) v’:—%v+4 lineal de primer orden. e‘f(l/’)d’:e‘l“r:%. v:%+%f4rdr:§+2r. ’R(}’):K+Clnr+r2 .

ii) R+ rR =4r*. pu(u-1)+u=0, u=0 doble. R=ci+c2Inr+R, . Para hallar la R, podemos hacer:

|W|=\(]) lnlr Z%. szlnrf‘}—;lrr— 4—1?/’;1’:2r21nr—2r21nr+f2rdr:r2/

O, mejor, probar R, = Ar? (pues al hacer r=e* queda --- =4e* — R,=Ae*) — 2Ar*+2Ar*=4r2, A=11

Vv +dy=0
Y (0)=y(m=0"

(deben coincidir

Calcular autovalores 4, , autofunciones {y,} ¥ (Vu>¥n) o el formulario).

3. Sea { [1.4 puntos]

N _ ' oot . ) Cy=ciel et @=cC1) _
(') +Ay=0. aa’ =B6'=q=0 = 1>0. [Dlrectamente. 1<0: V= perel —peye s Clp[epn_e—pn]zo} - y:O].

>0
Y(0)=c2=0

Sl /1:0 €s y:Cl+62x - y’(ﬂ'):c‘zzo

} — ¢ cualquiera. =0 es autovalor con autofuncién |yo={1}|.

Yy =C1COSWX+CrSenwx, w= \ﬁ >0 R Y (0)=wcy=0
Y =—wci senwx+wcy CoOSwx Y (m)=wcy senwr=0

A, =n%, n=1,2,... ‘ Para estos 1, queda c; indeterminado, con lo que .

<)’0,y0>r§1 fon 12dx=[r]. Guyn)= foﬂ cos*nxdx =3 fon [1+cos2nx]dx = § — senawrosenl — | 2|

(Todo como en el formulario).

Para 4>0 es } Para que sea c; #0 debe ser:

wmr=nmwg —




Elegir 2 problemas entre 4, Sy 6:

[1.6 puntos]

y+5uy=x—y Hallar sus caracteristicas &(x,y)=K y (utilizando la regla de la cadena) la
ecuacion para uy . Dar su solucidn general y la que cumple el dato inicial.

u
4. Resolver { u(x.x) =0

dy _ 2 cop &= y—— Uy =Ug + Uy _ _n
E—g.Caracterlstlcas y——x K|. {TI v {Mx:_guf = Up=x-y=5-7%, v
Hucis
u(6)=2=37+P0=30) | goperal. = UED)=p(3)=7 =0, p0) =317, u=xy-37+30-5)"=| -y |.
2 22 X 2 3
Cou=T-Eypie) - u=35-R4p(y-2x)... 4

Parecido:
Comprobamos: u(x,x)=0,y ademds: u,+ %ux =-2(x—y)+3(x—y)=x—y

[Como y=x no era tangente a rectas las caracteristicas, la solucion debia ser Unica]

ur—uxx+u=0, x€(0,m),t>0  [Separar u=XT , hallarlas X,, y T, y determinar L6 ount
los coeficientes de una serie usando el dato inicial]. [1.6 puntos]

5. Resolver {u(x,0)=x, ux(0,1) =10, (,1)=0

T'+T /l N

Separando variables en la ecuacién homogénea: u=XT — X(T'+T)=X"T X,

X" +AX=0
A X,={cosnx}, n=0,1,2,.. yademds T/+(1+)T,=0 — T,={e i},
{X 0)=X"(m)=0 ?prob]ema 3) ' n n

. i 2 .
Probamos la serie u(x,)=2e™" + > cn e+ cosnx, que satisface ya todo menos el dato inicial

n=1

(o8]
u(x,0)=3+ + ) cycosnx = x, serie de Fourier en cosenos cuyos coeficientes vienen dados por
n=1

_2(7 _ —2 2 2 (=1)"-1
_Efo xdx = fo xcosnxdx = —xsennx] fo sennxdx = 0+—2cosnx]O e
., & B sélo quedan
La solucién es, por tanto: |u(x,f) = Ze™ + 2 Z Le-(4Di cogpy | (5010
2¢ T3 - los impares].
c+ L+ Lugg =4, r<1,0<6<n [Probar serie con autofunciones del homogéneo
r [1.6 puntos]
[Seusa2.y3.].

y calcular el R,(r) no nulo].

. Resolver ¢ '
6 esover{u(l’e)zl_coszg,ug(r,O):ug(r,zr):O

. B . (@7+10=0  prob3 o ~
Haciendo u=R® (formulario) sale: {®,(O)=®,(ﬂ)=o — A,=n", ©,={cosnb}, n=0,1,... Q

Probamos entonces u(r,6) = Ro(r) + i R,(r)cosnf. Que llevada a la ecuacién nos da

n=1

R+ R’+i R/+1R _ZR ]cosnf=4.Y del otro dato sale: u(1,9)=R0(1)+ZRn(1)cosn9 1—cos26
n=1

n=1
Ademas la solucién debe estar acotada si »=0. Los tinicos problemas con solucién no nula son

" prob 2 > acotada
{ rRy +Ro=4r S Ro=cr+clnr+r2 55 ¢y =0. Ro()=c1+1=1 — Ro(r)=r2.
Ro(1)=1, Ry acotada
Euler 2 ) acotada _
o™ = a=0. b y=ci=1 5 Ra(r) = 2.

{rzR'2’+rR’2—4R2=0 — Ry =cyr
R»(1)=0, Ry acotada
La solucién es pues:

u(r,0) = r’[1-cos26] |.




