Soluciones del examen de Métodos Matematicos (29 de enero de 2015)

1. Sea f(x,y) = x2 a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0y 1. Hallar VF(=1,1) y Af(x,y).
’ LY=L Encontrar un vector unitario u tal que la derivada direccional Dy f(-1,1) =0.
b] Si D es la parte del circulo x*>+y?><1 con x,y>0, calcular f fD f en cartesianas (mejor dy dx)y en polares.

¢] Hallar la integral de linea de g(x, y) =(2xy, x*) entre (—1,0) y (1,1) siguiendo el segmento que une los puntos.

[3 puntos]
a] f=0—- x=00y=0; f=1—->y= é . perpendicular a la curva de nivel

Vf (x,y) = (2xy, x%) . Vf(=1,1) = CAFGLY)= Foxt fyy =[ 2y

La derivada se anula en la direcciéon de v perpendiculares al gradiente:

v=(1,2) o (-1,-2), lI(x1, £2)]|=V5 —

=(L 2 —
u—(ﬁ,ﬁ) (o —u).
1 VI-x2 1 c=0
b] En cartesianas: ffD f =Lﬁ) x%y dy dx =%f0 x2(1-x?) dx =%[% - %]—
3 1 pV1-y2 1 1
Mis largo: fofo 2ydxdy = %fo y (1= dy =~ (1-y)*?] :.

/21
En polares: [[,) f :j; fo rricos?d senfdrdf = [Lr°] [~ %cos39]g/2=

n|—

R
37|15

c] Como g=Vf, para hallar la integral de linea basta calcular f(1,1)—f(-1,0) =1-0=|1].

Directamente: ¢(1)= (¢, 3), te[-1,1] — [ g-ds :f_l1 (1+1> tz)-(l,%)clt:f_]1 (t+31%) dr=0+1=1].

(u otra buena parametrizacion)

2. Sea el campo vectorial f(x,y, z7)= (%, In|x|, % ) . Hallar divf y rotf. ;Deriva f de un potencial? [1 punto]

i Kk

. . . 2

d1vf=fx+gy+hzz—%+0+%:@. rotf = |gox dy oz =§1+2§—fj+(%—%)k: 5,55,0)|#0
y/x In|x]| yz/x2

= no existe funcién potencial para f.

3. Hallar la solucién general de r’R”+r R'— R = 3r?.

[1 punto]
Ecuacién de Euler. u(u—1)+u—1=0, u=+1 — R=cir +cor '+ R, . Parahallarla R), :

-1 _
|W|= :_rr_z =-2r"1. R,= r_lf_gf,ldr—rf_rzi'}, drz—%f 3r2 dr+%rfdr:r2. ’R(r): cir+ cor Y4+ r?

+r7.
O mds corto, probando R, =Ar? (Ae* ): 2Ar*+2Ar*— Ar?=3r? - A=1 7

4. Sea {y” +dy=0 a] Comprobar (directamente) que A; =1 es autovalor y calcular (y, y1). [1.6 puntos]
: y(0)=y’(%)=0" b] Hallar (usando el formulario) el desarrollo de f(x)=r en serie de sus autofunciones.

Si A=1 es y=c|Ccos x+cpysenx — y(0)261=0l

V(E)=crcosT=cy - 0=0 } ¢y cualquiera. Es autovalor e m .

Oy = f(;r/z sen?xdx =1 [ [1- cos2x] dx =
r=

1 sent—senQ _ |«
2Jo

T

I 71  —|1|

El formulari di Ay=C — (0 1)2, n=1,2 ={sen(2n-1 S =E
ormulario nos dice que A, = 5755 =@2n-1)%, n=12..., yp={sen@n-1)x} € (yn, yu)=7 -

Si =3 cysen(2n—1)x los ¢, vienen dados por c, = %fon/z nsen(2n—1)x dx :—2n4_1 cos(2n—1)x]g/2: ﬁ )
n=I1

Por tanto: | 7 = Z
n=1

2n4_1 sen(2n—1)x =4senx + %sen3x +---




U —2uxx =0, xe (0, %), t>0 [separar u=XT, hallar las X,
5. Resolver por separacion de variables {u(x, 0)=nr y T, , y deducir los coeficientes [1.6 puntos]
u(0,0)=ux(%,1)=0 de una serie con el dato inicial].
Separando variables en la ecuacion (o mirando el formulario): u=XT — XT'=2X"T, )g/ = % =-1 -
X"+1X=0 B v _ B
{X(O) Cx(z)=0 = An=Cn=1)?, X, = {sen(2n—1)x}, n=1,2, ... (problema4)
X(O)T(t)=X"(Z)T(1)=0 y ademds T’'=—-21T — T,= {e—2<2"—1>2f} .

A la solucién u(x,t)= i Cn e=22n-1)t sen(2n—1)x, sélo le falta cumplir el dato inicial:

n=1

u(x,0)= i cn sen(2n—1)x = m, que el desarrollo hallado en el problema 4.
n=1

)

4

sen(2n—1)x |=4e * senx + 3 e 18

Le —_ —_ 2
La solucién es, pues: | u(x,t) = Z ﬁ e 2(2n-17t

n=1

sen3x +---

Elegir entre 6 y 7:

2yuy —xu, =2u Hallar sus caracteristicas &(x,y)=K y (utilizando la regla de la cadena) la

u(—-1,y)= y3 " ecuacion para u,, . Hallar su solucién general e imponer el dato inicial. (1.8 puntos]

6. Resolver {

Z—)yc =—27y lineal (mejor que separable). y = Ke~ Jdx/x = ge-2nx = % . Caracteristicas: | x?y = K |.
§=x2y {uy:x2u§+u77 2 =2 _1 _ Inn _ _ 2
{Tl=y - s = 2y ug = 2yuy=2u, uy=;u, u=pE)e"=pE)n. julxy) =pxy)y|.
. é—‘:xzy {u}’:xzuf _ — —__2 ) —2Iny _ p&)
O bien: {77 e P Xty =2u, upy=—u, u=p¢)e =57

Imponiendo el dato inicial: u(=1,y)=p(y)y =y>, p(v)=v?, u(x,y)=x*y?*y =| x*y

Obien: u(=1,y)=p*(y)=y>, p(v)=v, u(x,y)=x0y3/x> = | x*y3|.

Comprobamos: u(—1,y)=y3,y ademds: 2yu, —xu, =6x*y3 —4x*y3 = 2u.

[Como x=-1 no era tangente a las caracteristicas, la solucién debia ser tnica].

Upy+ %ur + r—lzuea =3senf, r<1,0<0<7%  Separar variables en la homogénea, probar serie

7. Resolver { [1.8 puntos]

u(1,0)=0, u(r,0)=uy(r,5)=0 " con sus autofunciones y hallarel R, (r) nonulo.
Por ser no homogéneo, debemos probar una serie con la autofunciones ®,, del homogéneo. D
. B (07 +10=0 2 B _
Haciendo u=R® sale (formulario): {®(0):®,(%) 0> An=2n-1), ©,={sen(2n—-1)6}.

n=1,2,...
[pues u(r,0)=R(r)®(0)=0, u(r,7)=R(r)®'(3) =0y de R(r)=0 solo sale la solucién cero],

Ry

Probamos entonces: u(r, 6)= i R, (r) sen(2n—1)@0, obteniendo i [R)+ L — %] sen(2n—1)6 = 3senf.

n=1 n=1 ya desarrollada
Del dato u, (1,0) = i R/ (1)sen(2n—1)8 = 0 sale R, (1)=0 Yn y ademads deben ser acotadas las R, en r=0.
n=1

r2R1'+ rRi — Ry =32

R = —+ _1+ 2 1 .
Ry acotada, R/, (1)=0 ! cir+cor™ +r- (problema 3)

Ladnica R,, no nula saldra de {

R; acotadaen r=0 — ¢;=0. R{(1)=c;+2=0 — ¢;=-2. Lasoluciénes: | u(r,6) = (2r-r?)senf|.

(que no es dificil comprobar)



