Soluciones del examen de Métodos Matematicos (9 de septiembre de 2015)

1. Sea f(x,y)=(y—2x)>. a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0,1y —1. Hallar V£(0,1) y Af.
Hallar el vector unitario u para el que es mdxima la derivada de f en el punto (0, 1) en la direccién de u.

b] Calcular dx dy, siendo D el cuadrilatero de vértices (0,0), (1,2), (0,2) y (-1,0). [2.5 puntos]
y y
D

al (y-2x)°=C — y= x+\/_(rectas)f 0 - y=x,y=x+1,y=x-1.

Vf = (=6(y=2x)2 3(y=20)2) 28 [(=6,3)]. Af=furtfyy=[30G-20)].

La derivada D, f serd mdxima en la direccién del gradiente [o de v=(-2,1) ]:

(=2, DII=V5 = u=(— % %) :
[El valor de la derivada maxima serd [|Vf||: Dyf(0,2)=(=24,12)-u = S/—% = 12\/5].
b] Para no tener que hacer 2 integrales, integramos primero respecto a x: =0 /
fo y//221 (y—2x) dx dyzfoz—% [(y—2x)* ig dy= fo 2dy= /c;_—l
Mis largo: [ [P *(y=2xPdy dx + [} [. (=203 dy dx= [ [4—dx*]dx+ [ 4(x—D*dx=d-E+ 2=
[Se podria simplificar con un cambio de variable: ;;ix:” )ycz 2 , J= ‘ 10/2 ]/2‘ _—% 2fof2 wdudv= 4]

2. Sea f(x, v,z)=e %i+j—xe *k. a] Hallar div f y rotf. b] Hallar el valor de la integral de linea de f desde
(1,—1,0) hasta (1,0,2) alo largo del segmento que une los puntos.

[1.5 puntos]

i j k
O/ox 00y 0Joz
e * 1 —xe*
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_ - — feC
a] divf=xe™%, rotf = =(0-0,e*—¢e7%0-0)=0 €:> deriva de un potencial.

U=xe*+p(y,2) _
bl Usy+qxs) , Uxy.2)=xe<+y > [F-d5=U(1,02)-U(1,-1,0)= e2-0 = [e2],

U=xe+r(x,y)

O bien: ¢(t)=(1,1-1,20), 1€[0,1] - [, F-d5= [/ (¢, 1,-e7¥)-(0,1.2) dr = [} (1-2e72) dr =1+ 721

3. Se {y" +dy=0 Calcular paso a paso sus autovalores 4,, , autofunciones {y,} y (¥n,Yn)- (1.3 puntos]
: y(0)= y(%) =0 " (el resultado debe coincidir con el formulario). > puntos

cH=—c
(') +Ay=0. aa’=BB'=qg=0 = 1>0. [O bien: 1<0: y=cie’* +ce™P* - C?[eprrl_le P = 0} — y= 0]
>0

y(0)=c1 =0

SiA=0es y=ci+cx — V(E)=ci 45 ey =0

} — ¢1=c2=0. No es autovalor.

_ _ y(0)=c1=0,
Para 1>0 es y = cj coswx+cysenwx (w=V1>0) — ¥(Z)=c; sen BE =0
wmn

Yr=nn — ’/ln =4n?, n=12,... ‘ . Para esos A, queda c; indeterminado. Asi pues |y, = {sen2nx}|.

2 2
Oy V) = f(;r/ sen?2nx dx =4 f(;r/ [1- cosdnx] dx =% —sen2nz—sen0 _ [ ] " (Todo como en el formulario).

} Para que sea ¢, #0 debe ser:

4. a] Hallar la solucién de la ecuacién 7'+ % T = 3 que satisface el dato inicial 7(1)=0 .

) . u,—%uxx=3sen2x,xe(O,E),t>l
b] Resolver separando variables el problema no homogéneo { !

2.2 t
w(x, 1) =u(0,1) =u(Z,1) =0 (22 puntos]
a] Lineal primer orden. ef (2 dr _ o=2ine _ L T()=13 +tzf3t2dt = 2+t g , C=—1 T = t—— )
b] Haciendo u=XT en la homogénea: XT'—%:O, XY”:ZZTle—/l - {;&ii:&f&om [ademas 77+ £7=0].

Llevamos a la EDP: u(x,t) = »" T,(t) sen2nx — T,;+2—sz ] sen2nx = 3sen2x. Y del dato inicial:

n=1 n=1

0 N
(e 1) = 3, Tu(1) sen2nx = 0 = T,(1)=0 ¥ S6l0 es no nulo {2(*1;20 YA -

—tiz] sen2x |.

[facil de comprobar]




5. Hallar la solucién general y(x) de las ecuaciones: i) y”—y=x, ii) x%y

124

+xy'—4y=0.

[1 punto]

i) Coeficientes constantes. u>—4=0, u=+2, y =cie*+ce*+y,. yp,=Ax+B — A=-1, B=0.

Por tanto: |y=cje*+c2e™ —x|. [La y, sepodia haber encontrado a ojo].

ii) Euler. p(u—1)+u—-4=0, u==2.

Elegir entre 6 y 7:

2

y=cC1x +cz)c_2 .

6. Sea uyy,+2uyy, +u,x—u =y. Escribirla en forma candnica. Hallar su solucion general. Hallar a partir de ella

la solucién que cumple los datos iniciales u(x,0)=1, u,(x,0)=0.

[1.5 puntos]

B?>—4AC =0 parabdlica, {gif)_y - {

Problema 5i) (con otros nombres) — u=p(&)e’+q(&)e™M—-n = ’p(x—y) e’ +qgx—y)e¥—y ‘

9
Uy =—Ug +lzt,7

Uy = g {”xx = Ugg

_ — forma
Uxy =—Ugg +Ugy = |UngnpTU=T] canodnica

Uyy =Uge—2Ugn+iny

solucion
general

= uy(x,y)=[p(x=y)=-p’'(x=y)] &’ = [¢'(x=y)+q(x—y)] e ~1.

Imponiendo datos: {

Por tanto: ’ u(x,y)=e"-y ‘ .

pxX)+q(x)=1 — p'(x)+q"(x)=0 <
p(x)—q(x)-p’ (x)—q'(x)=1,

px)—q(x)=1

—

p(x) =1, g(x)=0.

Comprobamos: u(x,0)=1-0, u,(x,0)=1-1. —_—
Y ademds: uyy +2uxy i~ u =" +0+0—-e’+y=y.

[Como y=0 no era caracteristica, la solucién debia ser tinica].

|

. Resolver por separacién de variables {

urr+%ur+ri2ugg=0, r<2,0<6<%
u2,0)=1, u(r,0)=u(r,5)=0

. [Dibujar el recinto].

[1.5 puntos]

Haciendo u=R® (formulario) sale: {

A=4n?

@’ +10 =0 prob3
©(0)=0(5)=0

o R acotado

Y ademds: r2R”+rR'—AR=0 — R=cir+cyr —

— A, =4n?, ©,={sen2nf}, n=1,2,...

R,=1{r""}.

Probamos u(r,0) = i c ¥ sen 2n6 . Imponiendo el dato inicial: u(2,0)= i cn2* sen2nf=1
n=1

— 2%, = %fonﬂ sen2n6 do ==[1-cosnn], c,

2
nm

Me

La solucién es pues: | u(r,0) = %
1

N
I

1_(;1);1 (5)2” sen 2né

_2[1-(=D"]
T nn2n

1

T

n=1

[ =0 sin par].

2 1 .4
resen26 + go—r cos 66 +
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