Soluciones del examen de Métodos Matematicos (2 de febrero de 2016)

a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=2,0 y —-2. Hallar Vf(4,3) y
1. =3—/x2+y2.
Sea f(x,y)=3=yx+y la ecuacidn del plano tangente en (4,3). Calcular Af(4,3) [mejor en polares].

b] Calcular f fD f,siendo D la parte del circulo x*+y><9 con x>0, y<0. [2.4 puntos]

a. x2+yZ=(3—C)2 circunferencias de radio 3—C [1,3y5,si C=2,0 y-2].
Vf=(fer [y)=(=x(2+yH) 72—y (2 +y)7V2) - VF@4,3)= | (-%,-2) |.

Plano tangente: z=-2 — ‘5—‘(x—4) - %(y—3) . Es decir, [z =3 - %x -3y

r=>5
fr0)=3=r = Af= frr+sfr+5foo=—+ —|—%|=Af(43).

1/2 -3/2

_ N _
+92(x2+y2) 32 = 22 4+y)12].
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b. Muchisimo mejor en polares: f /2f0 r(3-r)drdf =% [% —%10=| |- [Esuncuarto del volumen de un cono].

[Mis largo: —2(x%+y?) 12+ x2(x%+y?)

[En cartesianas aparecen integrales complicadas: fo f_ o2 (B3—+/x2+y2) dy dx ]

2. Hallar la solucién general de r>R” + rR’=—r: i) haciendo R’=v, ii) viéndola como de Euler. [1.4 puntos]

i) Haciendo R'=v — v :—f—%. eJdrir— g-ir_1 1, _C 1fdr———

ii) Viéndola como Euler: u(u—1) +/1 =0, u=0 doble. R=ci+c;Inr+R, . La R, se puede hallar con la fvc:
I Inr| _

‘0 T

O mejor, Rp =Ar ( R,=Ae’ enlade coeﬁ01entes constantes) —» A=—1"

1
=—Inr 1 21 lnrr =—rInr+rlnr-r=-r. |R=ci+c2Inr—-r|,
-1

y”+2y’+ Ay =0  Escribir la ecuacién en forma autoadjunta. Precisar si 4 = -3
3. Sea . .. [1 punto]
y(0)=y(1)=0 es o no autovalor, dando la autofuncién en el caso que lo sea.
Multiplicando por e?*: e*y”+2e>*y’+ 1e**y =| [e**y’]" + 1e**y = 0| forma autoadjunta.
Como ¢=0y aa=BB"=0, sabemos que un A <0 no puede ser autovalor, pero lo comprobamos:
’ 3 3 3 sy cc (€1t =0, ==cy =0
W +2u=3=0 = p=1,-3, y = cie*+ cpe™ - {c1e+c2e‘3: 0 cife- 8_3] =0 - ¢=0"
+
U —uxx=0, x€[0, 7], t€R [Separar variables u = XT , hallar las X,, y las T},,
4. Resolver < u(x,0)=0, u;(x,0)=x . usando todos los datos =0, y calcular los coeficientes [2 puntos]
U (0,1) =u,(m, t)=0 de una serie imponiendo el dato inicial no nulo].
_ X' _1"_ X"+2X=0 ) _ _ _
u=X(0)T(t), X =L =4 {X'(O):X’(ﬂ):O — Ap=n2, n=0,1,..., X, ={cosnx} [con Xo={1}].

T"+AT =0 T=ci+cpt — T():{t}

Y d 4 { s 2+ 2:0
adernas T0)=0 pern - T=cjcosnt+cysennt » T,={sennt}, n>1

Satisface la EDP, u(x,0)=0 y las condiciones de contorno la serie: u(x,t) = %’t + Z Cp Sennt cosnx .

n=1

El dato inicial que falta nos da: u,(x,0)= C—ZO + > ney,cosnx=x — co= %fonx dx=m,yparanx1:
n=1
cn=%f0nxcosnxdx = 2—x sennx]o - ﬁﬁ)ﬂ sennx dx = ﬁ[(—l)n—l] (se anula si n par).

La solucidn es por tanto:

u(x,t) = 5t — %[sentcos x+% sen3rcos3x+ -] | = %Z 1)3 sen(2n—1)r cos(2n—1)x.

[Esas condiciones de contorno significan que se da libertad a los extremos de la cuerda,
y como esta estd subiendo inicialmente, la altura de la cuerda lo hace indefinidamente].




Elegir 2 problemas entre 5, 6 y 7:

5. Sea el campo vectorial f(x,y,z)= (xy,x,—yz). Hallar divf y rotf. Calcular la integral de linea de f alo
largo del camino c(¢) =(cost,sent, 1), t€[0, ] y la longitud de la curva descrita por c(z) . [1.6 puntos]

i J
d/0x 0/8y 80z
xy x  -yz

divf=y+0—y:@. rotf =

. . deriva d
=—zi+0j+(1-y)k=|(-2,0,1-y) 1[11;10poetrelr¥:ialf]:.

ﬁf- ds :foﬂ(costsent, cost,—sent)-(—sent,cost,0)dt :foﬂ(coszt— sen’t cost) dt

C
_n 1 1 3.7 _[=
=3+ [Z sen 2t — 3 sen t]o = .

Como ||c’|| = Vsen2t+cos?t+0 = 1, la longitud de la curvaes L :fO]r ldt =[n].

6. Resolver {

2xuy+u,=4xy  [Hallar sus caracteristicas y la ecuacion para u,, (utilizando la regla

[1.6 puntos]

u(l,y)=1 de la cadena). Hallar su solucion general e imponer el dato inicial].
Z—)yc =2x. y =x?+ C. Caracteristicas: | y—x?>=C|. [También validas x2—y=C,...].
. f:y—xz {uy=u§+u,7 _ _ _ _ 2 _ 2 2
Haciendo {77 =5 — U = ~2xug — 2xupy=4xy, uy=2y=2n. u=p(&) +n° = |p(y—x°) +y-|.
5 L [E=y-x? Uy = ug _ _ YOk . 3w D 2,4
[Maslargo. {77=X — {ux=—2xu§+u,,—) up=4xy=4én—-4n° . u=p(&)+2n-n’=p(y—x")+2x"y—x ]

Imponiendo el dato inicial: u(1,y)=p(y— 1)+y2 =1 - pv)= —2v—v?,

[O bien, pi(y—-1)+2y-1=1, p*(v)=—2v /

u(x, y)=2x2y—2y+2x>—x*|.

].

Comprobamos: u(l,y)=1,y ademds: 2xuy+uy=2x(2x2=2)+ (4xy+4x—4x>) =4xy.

1

Upr+ %Mr +3Uee = —% » 1<r<3,0<6<m  [Probar una serie con las autofunciones del
7. Resolver { u(1,0)=2+cos@, u(3,0)=0 homogéneo y calcular los R, (r) nonulos].  [1.6 puntos]
ug(r,0)=ug(r,7)=0 [Hacer antes el problema 2].

0" +10 =0

Haciendo u=R0® (formulario) sale: {G’(O) — @/(ﬂ) =0

- A,=n?, ®,={cosnb}, n=0,1,... ﬁ

Probamos entonces u(r,d) = Ro(r) + i R, (r) cosnf. Que llevada a la ecuacién nos da:

n=1

o ) .
R{+ %R(’) +3 [R)/+1R; - % Ry] cosné = —1 Y de los otros dos datos se obtiene:
n=1

u(1,0)=Ro(1)+ 3 Ry(1) cos nf=2+cos 6, u(3,6)=Ro(3)+ > Ryu(3)cosnf=0.
n=1 n=1

Los tnicos problemas con solucién no nula son:

ro d.i.
{72R6/+VR0=—r]ifRozc1+czlnr—r—l>cl—1=2,c1=3\ ’ Ro(r):3—r.
Ro(1)=2, Ry(3)=0 c14+¢21n3-3=0, ¢;=0
uler d.i.
{r2R1'+ FR-R1=0 25 Ry=cir+cr”t 55 e 4er=1 a=-18  Ryry=L[2-r]
Ri()=1, Ri(3)=0 3e1+16=0, e2=-9¢, T 8

La solucioén es pues: | u(r,0) =3—r + %[9 r]cosé|.

r




