Soluciones del examen de Métodos Matematicos (9 de septiembre de 2016)

2
1. Sea f(x,y)= % a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0 y 1. Hallar |Vf(-1,1)|| y Af(x,y).

Hallar el vector unitario u para el que es minima la derivada de Dz f(—1,1) y dar su valor en ese caso.
b] Calcular la integral doble ffD f dxdy,con D tridngulo de vértices (-1,0), (-1,1) y (=2,1).

[3 ptos]

al f=0—>y=0, f=1—> y?=x?,y=%x. Vf(x,y)=(-2xy%2x72y).
IVA(LDI=I12DI=2V2. Af(x,y)= fex+fyy = 6y42 +2

TR
Dy minima en sentido opuesto al gradiente: (-1,—1) - u =(-

L_L)
V2?2

Daf(-1.1D)=V-u=(22):(-35.~35)=|=2V2].

[Debl’a valer —||Vf(1,-1)||, pues u es unitarioy es V-u =||V|| ||u]| cos & ]

-1 pl -1 -1
b] /_2/_ L )yc—idydx =/_2 (3+1+1+55)dx = 1+[x—62+1n|x|—%]_2: 2-In2|.

1p-1 2 1.3 1
f A _ _ 2 1 _ 1 1 _|5
O bien: /OZy_]i—zdxdy _‘/()‘)%dy_‘/o‘ [y —y+1—m]dy—§—§+1—ln2— 6—11’12 .

‘ 2a. Hallar la solucién T'(¢) de la ecuacion T’ = 4—4T que satisface el dato inicial 7(0)=0 . [0.8 ptos]

La solucién de la homogénea es Ce™ yla T, =1 salta a la vista. La solucion general es, pues, T = Ce™¥+1.

O bien, con la férmula de las lineales de primer orden: T = Ce™ + e™# / 4eMdr = Ce M+ e el =Ce™M+1.

Imponiendo el dato inicial: T(0)=C+1=0 — C=-1, |T(t)=1-e™|.

2b. Hallar los 2 primeros términos no nulos del desarrollo de f(x)=7 en las autofunciones de {y +dy=0

[0.8 ptos] [usando el formulario] Y(©0)=y(m=0 "~
El formulario nos da las autofunciones y, ={sennx}, n=1,2,...,y la expresion para hallar los coeficientes:
cn= % /On mwsennx dx = [—% cos nx]g = 2¥ (los pares se anulan) 3 vAVAAvA“V"V
— c1=4, =0, 03=%, ... > |m=4senx + %sen3x+-~

[ m= Z % sen(2n—1)x seriala expresion general, y con Maple, por ejemplo, podemos

n=1

dibujar la suma de los 2 términos de arriba y de 20 términos de la serie — ]

, ur—uxx+3u=F(x), xe(0,m), t>0 B B
2¢. Sea el problema no homogéneo { u(x, 0)=u(0, 1) =u(m, 1) =0 , con a) F(x)=4senx, b) F(x)=mr.
Hallar la solucién en el caso a) y los 2 primeros términos no nulos de la serie solucion en el caso b).

[Separar variables en la ecuacién homogénea, probar una serie con sus autofunciones )
y hallar el dnico Ty (¢) no nulo para a) y los 2 pedidos para b)]. [2 ptos]

u=X(0)T(), (T'+30)X"=XT", & =L 4321 — {i(oﬁf(;)o:() — A=n?, n=1,2..., X, ={sennx}.

[Y ademds 7'+ (3+4)T =0, que aqui no se utiliza por tratarse de un problema no homogéneo] .

Llevamos la serie u(x,t)= )" T,(t) sennx ala EDP no homogénea y al dato inicial para calcular los T, :

n=1

D [T,; +n°T, +3Tn] sennx=F(x), funcion a desarrollar en sennx para poder igualar las expresiones.
n=1

Ademas: u(x,0)= i T,(0)sennx =0 — T,,(0)=0 paratodo n. Nos queda en cada caso:
n=1

a) Tl’ + 4Ty =4, T1(0)=0 (resueltaen 2.) y los demas T,,=0. La solucién es

u(x,t)=(1-e*)senx|.

b) A la vista del desarrollo de 3., es no nulo el 77 [el mismo de a)] y el siguiente no nulo lo da:
{ T;+ 12T5=%

)= 3. T3=Ce™ 243 45 C=-1. Portanto: {u=(1-e¥)senx+1(1-e1¥)sen3x + ---




Elegir 2 problmas entre 3, 4y 5:

3. Sea el campo vectorial f(x,y)=(0, xy?). ;(Deriva de un potencial? Hallar el valor de la integral de linea de f
alo largo de la circunferencia x>+y” =4, recorrida en el sentido opuesto a las agujas del reloj: i) directamente,
ii) utilizando el teorema de Green. [1.7 puntos]

Como gy—fy= y% # 0, el campo vectorial no deriva de un potencial.
i) La mejor forma de parametrizar la circunferencia es ¢(f)=(2cost,2sent), t€[0,2x].
— 2
— L F-ds = [7(0.8¢s7)(=25,20)dt = [ 16527 dit = dx — 224 = [4x].
4 sen?2t =2(1—cos 4t)

ii) Y para la integral doble de Green, lo mejor, sin duda, son las polares:
f[) y2dx dy =f02n/02 r3 sen?0 dr do =/027r 2(1-co0s260)dO = 4n — [sen 29]3” = .

4. Seala EDP de segundo orden u;;— uxx= 2x, con x,¢t€R. a] Escribirla en forma candnica.
b] Hallar su solucién que cumple u(x, 0)=u,(x,0)=0. [Se puede calcular sin hacer a] antes]. [1.7 puntos]

a] Las caracteristicas de la ecuacién de ondas (vistas en clase o sustituyendo en la expresion del formulario para
las hiperbdlicas) son:

= X+t Uy =Ugg+2Usy+U &+n=2x L.
{5 N { BT SIEn T  Augy=2x " —  |ugy=—3(&+n)| forma canénica.
n=x—t Upp =Ugg—2Ugn +Upy ¢ ;

b] Para hallar la solucién pedida podemos utilizar la férmula de D’Alembert directamente:

u(x,t) = %fot/x):t[:g] 2sdsdt =/0t [sz]jig:g dr =/Ot 2x[t—71]dTt = x[—(t—T)2](t) = .

O bien, por ser v=—= solucién de la EDP, con w=u—v se convertird en una ecuacién homogéna mds facil:

{th_wxx:()

_1 30 (vl e L3012 = )
w(x, 0)=x%/3, w,(x,0)=0 = wg|t) + =] = 504, umwry=
Mucho peor es calcularla a partir de la forma candnica de arriba. Resumiendo algo los cdlculos:

ug=—3én—g*+p&), u = —gén(é+n) + p(é) + qn) = (x> =x>) + p(x+1) + g(x—1),

xt ’ ’ d.i. ,0)=- 3/4 =0 X3
== =g e T gty - PV=a0= |

[Lo que no tiene sentido es usar separacion de variables, pues es en todo R y no hay condiciones de contorno].

Upp+ %ur+ r1—2u99:(), r<2,0<0<mn

bar el Itado.
ur-(2,0)=sen 30, u(r, O):u(r, m)=0 y comprobar e fesuttaco

5. Resolver por separacion de variables {

[1.7 puntos]
El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la ecuacion:
=R — (S0 =0 | hym?, fsenno) n=t 2, e e Q
PR +rR'—AR=0 "5 p=tn, R=cyp2aeyrn ROMMT=0 b [, n=12.....

Probamos, pues, u(r,0)= i byr'tsennf, y para calcular los b,, imponemos el dato que falta:

n=1

u-(2,0)= i n2" b, sennf=sen30 — 12b3=1 yelresto 0. |u(r,0) = 1—12 r3sen36|.

n=1

Comprobando: ur:%rz sen 36, urr:%rsenfi@, I/lgg:—% r?sen3f — Au= rsen30[%+%——]: 0,

ur(2,0) :% sen 36,y es claro que se cumplen las condiciones de contorno.




