Soluciones del examen de Métodos Matematicos (26 de enero de 2017)

1. Sea el semicirculo D dado por x>+y2<1 e y>0 y sea f(x, y)=(x% 3xy). Calcular la integral doble ff 3y
y la integral de linea de f sobre la D recorrida en el sentido opuesto a las agujas del reloj. ;Debian tener el

mismo valor? ;Existe alguna U(x, y) tal que VU =f? [2 puntos]
El célculo de la integral doble pide, sin duda, utilizar coordenadas polares: I
o 1 2 _ 3 1 T “ _
//1)3ydxdy—/0/0 3rtsenfdrdf = [r ]0[—0089]0—. (?X—l
=1 >—— 6-0

[Aunque en este caso no serian largos los célculos en cartesianas: B T

1 VX2 1 |
[1/0 3ydydx=%[l[l—xz]dx;:’)—[ﬁ]ozz],

Para la semicircunferencia de una de las partes de dD también convienen las polares: ¢;=(cost,sent), t€[0,x].

/?1 f-ds :foﬂ(cz,3cs) - (=s,c)dt =f07r 2% dt = 2 [—cos3t]6r = % .

[En cartesianas: Elz(t,\/1—t2), te[l,-1]. /, f-dEzfl_ (2, 3ty7)- (1 L) dt—/ 212 dt = ‘3—‘]

Para el segmento: ¢;=(1,0), €] f f-ds —f (£2,0)-(1,0) dt —fltzdt =3
Por tanto, ﬁ?D f-ds= §+§ = ://D 3y . Debia ser asi por el teorema de Greeen, ya que gx—f, =3y-0.
Como la dltima expresién g, — f, #0, el campo vectorial f no deriva de un potencial.
[O porque la integral de linea a la largo de un camino cerrado ha resultado ser no nula].
2. Hallar la solucién general de x%y”"+ xy’—y = 4x>. [1 punto]

Es de Euler: pu(u—1)+u—1=0, u==+1. y:c1x+czx‘1+yp. La y, se puede hallar con la fvc:

x x!

=-2x71, Yp=— _1f —i-x/2 - ———x +2x2:%x2.

_ -1, 4.2
y=cix+oxT +3x

-2

1 -x
O mejor, y, =Ax? (y,=Ae* en la de coeficientes constantes) — 3A4=4 7

3. Sea y”’+y’=x. a] Hallar la solucién general. b] Hallar la tinica que cumple los datos iniciales

c] Estudiar si hay o no una dnica solucién cumpliendo los datos de contorno y’(0)=y’(1)=0.

y(0)=y"(0)=-
[1.4 puntos]

2 solucion

al W2+u=0, u=0,-1. yp:Ax2+Bx—> 2A+2Ax+B=x, A=%,B=—1' y:c1+cze_"+%x ~*| general

(=0 autovalor)

. . C1+C2=—1, C1=—1 _1.2
b] Imponiendo datos: { ey 1=—1. =01 - |y=3x"—x—1].
-c=0 Infinitas soluciones y, ={1} del homogéneo

L(,
c] Mejor mirar el homogéneo: y=cj+ce™™ { _ . P . B
1Mej g yTara —cpe"'=0" = infinitas o ninguna del no homogéneo.

[Imponiendo los datos en la no homogénea se comprueba que el problema no tiene solucién].

Uy —4u, =0, x€[0,7].1€R a] Resolverlo por separacién de variables.

4. Sea < u(x,0)=0, u,(x,0)=sen3x . todos los datos =0, e imponer el dato inicial no nulo].
u(0,1)=u(m,t)=0

[1.6+0.4 puntos]

[Separar variables u=XT , hallar las X,, y las T}, , usando

b] Resolverlo utilizando, razonadamente, la férmula de D’Alembert.

. , " :0
al u(x,1)=X(x)T(t), XT = Z_T =-4 {ﬁ(of)(«n):o

T”+4AT=0

Y ademas { T(0)=0 ,

— A, =n%, n=1,2,..., X,={sennx}.

d.i.
W2+4n2=0 — T=cycos2nt + ¢z sen2nt =5 ¢ =0, T, ={sen2nt} .

Satisface la EDP, u(x,0)=0 y las condiciones de contorno la serie: u(x,t) = »' c, sen2nt sennx .

n=1

El dato inicial que falta nos da: u;(x,0)= Z 2nc, sennx=sen3x — 6¢c3=1 y el resto de los ¢, =0.

n=1

La solucién es por tanto: |u(x,t) = % sen 6¢ sen 3x | (facil de comprobar).

b] Como g(x)=sen3x es impar y de periodo 27, su extension g*(x) es ella misma. Y D’Alembert nos da:

x+2t

4 oy 87 (s)ds= 4f Y sen3sds———cos3] ;t— [cos(3x 61)— cos(3x+6t)] —sen6tsen3x

cc+ss cCc—SsS




Elegir 2 problemas entre 5, 6 y 7:

5. Para F(x,y,z) = ze*™ calcular: a] VF, div(VF), rot(VF) . b] El vector unitario u para el que es maxima la

derivada D;F(1,1,2). c] fva,con V sdlido acotado por x=0, y=0, x+y=1, z=0, z=2.

[2 puntos]

a] VF =

(ze¥7, —ze¥ Y, e¥7Y) |.

[Lo comprobamos: rot(VF) =

ze* ™Y

div(VF) = ze* ¥ +ze" ¥+ 0 =[ 2z |. 1ot(VF)=|0]

i j K
d/ox 8/dy 8]0z
—ze* Y eV

(lo es el rotacional
de todo gradiente).

:(—e"+e",—e"+e", _Ze..+Ze..) ]

b] La derivada direccional es maxima en el sentido del gradiente:

VF(1,12)=(2-2.1), ||I-I=V9 —

i

=

o [If, F

= [2ex -

:/Olfolfxfozz e*Ydzdydx :/0‘/01*xzex—y dy dx :/Olz(ex_ > 1) dx
ool lezet=a]

1

X

6. Sea yu,+xu, = 2u . Hallar sus caracteristicas y, mediante la regla de la cadena, la ecuacion para u,, . Calcular

su solucién general y la tnica que satisface el dato inicial u(x,2)=4x . [Comprobar la solucién].

[2 puntos]

dy _
dx —

Haciendo {fzy/x N {
n=y

[Casi igual: {giy/x N {
n=x

=YX Tug
Uy =X lu‘f

Uy = —x_2u5+ Uy

)y—c. y = C e/ (/¥ = Cx . Caracteristicas:

=C|. [Tamb

=<

uy=x"tug+u,
g £3 = iy =2u, uy=gu. u=pE=

2

— Xup=2u. uy P

ién vélidas $=C, Iny-lnx=C,...|.
p(3)y?
w. u=p*En*=|p*(3)x*

Imponiendo el dato inicial: u(x,2)=p(%)4=4x - p(v)=2, u(x, y):z—xy2=.
[0 bien, p*(2)x?=4x, p'(v)=2v 7 |].

Comprobamos: u(x,2)=4x,y ademas:

Yty +Xux

=y(2x)+x(2y)=4xy=2u.

7. Calcular los dos primeros términos no nulos de la serie solucion de {

[Probar una serie con autofunciones del homogéneo, desarrollar 7 en
esas autofunciones y calcular dos R, (r) no nulos]. [Hacer antes 2.].

urr+%ur+r1—2u99= m, r<l,0<0<nm
I/t(l, 9):1,{(7', O):u(}", 7T)=O
[2 puntos]

El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la ecuacién:

0”+10=0

0(0)=0(1)=0" Au=n?,

u=RO — {

{sennb}, n=1,2, ...

(el mismo problema
de contorno de 4.)

(N

Probamos entonces u(r,6) = > R,(r)sennf . Que llevada a la ecuacién nos da:

n=1

D [R,’[+%R,’,—’:—§Rn] sennf = =" cysennf = 4sen6 + % sen360 + - -+, yaque:
n=1 n=1

=%f0ﬂﬂsenn0d0 = [—%cosn@]g = 2¥ (los pares se anulan) — ¢; =4, ¢=0, c3=

4
3’

Del otro dato de contorno se obtiene: u(1,6)= i R,(1)cosnd=0 = R,(1)=0Vn.
n=1

La solucidén, ademds, debe estar acotada. Los dos primeros problemas con solucién no nula son:

prob 2

{rzRf’+rR{— =4r> — Ry =cir +cr”
R; acotada, R;(1)=0

2 4 Euler, RI,:Ar2
{r Ry +rR—9R;=% %

Rs acotada, R3(1)=

Ry =cir® + cor

-3

c.c.
T+ %rz — =0, 1=~

Cc.C.
- 57 5 =0, c=

4
3, Ri(r)=

=),

4

5 — Ri(r) = is(r3—r2)

La solucion es:

u(r,0) = 3(r’—r)send + 1= (r*—r?) sen36 + - - -




