Soluciones del examen de Métodos Matematicos (25 de enero de 2018)

1. Sean f(x,y)=y*—x y D el tridgngulo de vértices (0,0), (-2,2) y (1,2).
a] Dibujar las curvas de nivel f=0y f=-1. Hallar el plano tangente en (1,—1). b] Calcular //D fdxdy.

Elegir entre: ¢;] Hallar el % unitario para el que la derivada D5 f(1,—1) es minima y el valor de esa derivada.
cz] Calcular Af en cartesianas y también utilizando coordenadas polares.

31 Si f(x, y)=(xy, xy?) , hallar jé. f -ds haciendo uso de un teorema. [0.8+1+0.6=2.4 ptos]
oD
al f=0—- x=y?, f=—1 - x=y>+1 (pardbolas). Vf(x,y)=(=12y). <« )2
f(1,-1)=0, Vf(1,-1)=(-1,-2). Plano: z=—(x—1)-2(y+1), . !
2 ry/2 2 2742 2 y== 1
o [ ey =126 - gy = [ [
0 2 12 -1 =
Peor: / / (y?=x)dy dx +// (y?=x)dy dx =0
-2J-x 0J2x

:/0(8+Tx3—2x—x2)dx +/1(8_Tg)‘3—2x+2x2)dx=13—6—%+4—
-2 0

¢1] Dy es minima en sentido opuesto a Vf: (1,2) — |u= (\15 \/5) Dif(1,-1) = (-1,-2) - =|-V5

(debia ser menos el médulo del gradiente) .

c2 fuxtfyy=[2]. f(r,0)=rPsenf-rcosf. fr,+L+18 22524252 € 422252+ € = 2(s2+c2) =2,

c3] Como g,—fy= y>—x, segin el teorema de Green el Valor de la integral coincide con la doble de b]: .

w0

8 2 2 _
+§—§—]+§—7.

2. Sea el campo vectorial g(x, y,z)=(z, y% x) . a] Calcular divg, V(divg) y rotg. b] Determinar el valor de
la integral de linea /E g-ds, siendo ¢(t)=(cost,sent,—sent), con t€ [0, %] . [0.6+1=1.6 ptos]

al divg=0+2y+0 =[2y]. V(divg)=|(0,2,0)]. rotg= =(0-0,1-1,0-0) =

(y geC! = g conservativo).
b] Para calcular la integral de linea podemos usar la definicién para el camino dado:
— = /2 /
fgg'ds=/0 (=s,5%¢)(=s,c,—c)dt = foﬂ [s

O calcular la funcién potencial y evaluarla en los puntos final e inicial:

6/6)( 6/(')y 6/62
z ¥ x

_ _1 1
COsc2t+s c] dt= [ sen’t zsen2t]0 =3

Uc=x — U=xz+p(y,2)

Uy=y* - U=1yi+qn2) — U=xz+1y3 o [ §-d5 = U0, 1,-1)=U(1,0,0) = -0 =
U=z — U=xZ+r(x y)

O, como no depende del camino, hallar la integral sobre el sencillo segmento c¢.(t)=(1-t,¢,—1), t€[0,1]:

L g-ds :A'(—z,ﬂ,:)-(—l, L-1ydt = [ 1 di= [%tz](l):.

X2y +y=0
"0)=y"(1)=0"
b] Precisar si hay o no una dnica solucién de x2 y""—=2y=2 cumpliendo esos datos de contorno.  [1.4+0.2 ptos]

4. a] Determinar si A=0 y A=-2 son o no autovalores de { dando la autofuncion cuando lo sea.

[Habia una errata en el enunciado que hacia sutil un cdlculo, por eso afiadi 0.2 puntos de mds en la correccion].

a] Euler con u(u—1)—-1=0. 1=0—-> u=0,1, y=ci+cx = szg ,VYci. Esautovalor con | yo={1}].

—_ _ o cz cc ¢y =0 para que exista y’(0) o
A==2 - pu=2,-1, y= c1x+ Y =203 —> Y(1)=2¢1—cy =0 = c1=c2=0. No es autovalor.

[Como la ecuacion es [y’] + /lﬁy =0 en forma autoadjunta, al ser g=aa’=£8"=0 sabemos que no habja 1<0 ]

b] Como el homogéneo tenia sélo la solucién y=0, sabemos que este no homogéneo tiene seguro solucién dnica.
[Imponiendo los datos en la solucién de la no homogénea y=cjx*>+cyx~! —1, se veria que esa tnica solucién es y=-11].
a 0jo
En el problema que yo tenia previsto (y cuyas soluciones ya habfa escrito) el dato era y’(1)=y’(2)=0.
Y (1)=2¢c1—c2=0

S6lo cambian las condiciones de contorno para A=-2: ... ~,
P V(2)=2¢1-1e=0

= C]=C2=0



3. Hallar la solucién de y”+y=x? que cumple los datos iniciales y(0)=y’(0)=0. [1 pto]

W+1=0, u==+i. y,=Ax’+Bx+C — 2A+Ax*+Bx+C=x*, A=1, B=0, C=-
(u=0 no autovalor) d.i. y(0)=c;-2=0
¥'(0)=c2=0

y=c|cos x+cysenx+x>—2 = y=2cosx+x>-2/.

u;— 2ux=¢€'senx, x€ (0,%), t>0 [Llevar una serie con las autofunciones del homogéneo

u(x,0)=sen3x, u(0,1)=u, (%, t) =0 alaEDPy al datoinicial y calcular los dos 7;, no nulos]. [2 ptos]

5. Resolver {

X"+AX=0 -
X(0)=X"(3)=0
[Y ademds T’+2AT =0 que ahora no se usa. Las ecuaciones que aparecen y las autofunciones estdn en el formulario].

,=2n-1?2, n=1,2,..., X,={sen(2n—1)x}.

u(x.)=X()T(0), X =T = 4_>{

Probamos: u(x,t) = i T,.(t)sen2n—1)x — i [Tr: +2(2n— l)zTn] sen(2n—1)x=e ' senx (ya desarrollada).
n=1 n=1

Y del dato incial se deduce: u(x,0) = i T,(0)sen(2n—1)x=sen3x — T»(0)=1 y el resto de 7,,(0)=0.
n=1

T/ 2T, =t T,+187,=0
1 1 { 2 2 , pues el resto de T,,>3=0 claramente.

Sélo hay que resolver: {

T1(0)=0 7(0)=1
T1(0)=0
Tip=Ae™" — —A+2A=1, Ty=Ce ™+ e [6 Ty=Ce > +e™[¢"] O T(r)=e - e
T5(0)=1
T,=Ce ¥ 208 To(t)=e713" . Lasolucién es: |u(x,t) =(e™"—e ) senx +e ¥ sen3x]|.

Elegir entre 6 y 7:

6. Sea u,+2yu, = 3xu . Hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, escribirla en las variables (&, 7) .
Calcular su solucion general y la tnica que satisface el dato inicial u(x,0)=2x. [1.6 ptos]

Z—)yc = % . /Zy dy = /dx+C . Caracteristicas: | y>—x=C|. [También se podrfa haber puesto x—y*=C,...]|.

_2_
Haciendo {f]__y s {uy =2yugtiy _ wy =3xu=03n*-3&)u, u=p(€)e’ 3¢n 2| p(y2—x) e3Xy-

=)y Uy = —Ug
—_v2_ =2
[Peor tomando: { i__yx R { Zy B i ”i L U= g—’y‘u = 2\7;7;7”’ con la integral bastante mas larga de calcular].
= x= gty

Imponiendo el dato inicial: u(x,0)=p(-x)=2x — p(v)==2v, u(x,y)=|2(x—y?) 3xy-2y

urr+%ur+r%u99= 0, r<li, O<6<§

7. Escribir los dos primeros términos no nulos de la serie solucién de
u(2,0)=mn, u(r,0)=uy (r, %) =0

[Obtener autovalores y autofunciones usando el formulario, precisar

las R, ydeterminarlos ¢, deuna serieconun desarrollo de Fourier]. (1.6 ptos]

El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la EDP:
_ ®"+10=0 _ ) _ (mismo problema D
u=RO — {@(O)z@’(ﬂ):o , 1, =2n-1)~, {sen(2n—-1)8}, n=1,2, ... de contorno de 5.)

Y ademds r>R”+rR'—AR=0 — p>=(2n-1)%>, R=c1r* ' +c,r'™2" . Como R debe ser acotada: R, = {rZ"‘l} .

Probamos entonces u(r, 6) = Z cn 7" 'sen(2n—1)6 . Sélo nos falta aplicar el tltimo dato de contorno:

n=I1

u(2,0) = i cn2?" !'sen(2n—1)0 = 7 . Por tanto debe ser:

221 = 7r/2f0 msen(2n—1)0do = [ oy ]COS(Zn I)H]M2 % (esos cosenos se anulan en % ).

Los 2 primeros coeficientes son: 2c¢1=4, c;=2 y 8¢ :‘3—1 , C1 :% .

Y los 2 primeros de la serie solucién son: | u(r, §)= 2r sen 6+ %r3 sen36 + - - - Z s 2;)[212,1 — sen(2n—1)6.




