Soluciones del examen de Métodos Matematicos (11 de julio de 2018)
Hacer los problemas 1, 2 y 3. Elegir dos problemas entre 4, 5y 6.

1. Sea f(x, y)= (y+3x2 x) . a] Calcular divf. (Deriva f de un potencial? b] Determinar el valor de la integral
de linea de f desde (1,0) hasta (-1, 0) a lo largo de la semicircunferencia x?>+y*=1,y>0. [2.2 ptos]
¢] Si D es el semicirculo dado por X2+ y <1, y>0, hallar el valor de la integral doble ffD divf.

a] div?:6x+0:. gx=l=fyy feC' — deriva de un potencial. | y=vi-2

b] Para calcular el valor de la integral de linea podemos calcular el potencial: I =1
- 2 _ 3 — t
Ui=y+3x" > U=xy+x +P(.V)_> U=xy+x3,fgf-d§=U(—I,O)—U(1,0)=. -

Uy=x — U=xy+q(x)

O podemos parametrizar la curva y calcular la integral' c(t)=(cost,sent), te[0,7] —
ds = (s+3c? dt = -3 dt= 2t+cos’t -2|.
f f- / s+3c%,¢)-(=s,¢) fo ¢ —s*=3c 2s] [4 sen2t+cos ] =[-2]

O, como no depende del camino, hallar la integral sobre el sencillo segmento ¢.(x)=(x,0), x€[1,-1]:

L Tds=["(3:20)-(L0yax = [ 32 ax=[ ] = [=2].

c] Por ser 6x impar y el recinto D simétrico, la integral valdra O, pero la hallamos en cartesianas y polares:

/Oljg6xdxdy=/olodx:@ 0 [j/om@gdydx:/ 6xV1—x2dx =2 2(1- )3/2]11:@‘

- impar

 pl b3
2 _ _ _
/0/0 6r costrdé’—ZL cos@d@-ZsenQ]O—@.

2. a] Hallar la solucién general de y”’+y= 2xe* y la tnica que satisface los datos inciales y(0)=y’(0)=0.
b] ;Hay o no una tnica solucién de la ecuacién cumpliendo los datos de contorno y(0)=y(x)=0? [1.3 ptos]

al 12+1=0, u=+i — y=cjcosx+c, senx+y,. yp=(Ax+B)e*, y,=(Ax+B+A)e*, y)=(Ax+B+2A)e*

— (2Ax+2B+2A)e*=2xe* —» A=1,B=-1. Lasolucién general es ’y:cl cosx+cysenx+(x—1)e* ‘

-1=0
=0

— ’y:cosx+(x—1)ex ‘

« e . C
De los datos iniciales: { C'
2

b] Como el problema homogéneo y”’+y=0, y(0)=y(n)=0 tiene soluciones no triviales {sen x} (es la primera

autofuncién del mds famoso problema de contorno) el no homogéneo tendrd infinitas o ninguna, pero no wnica.
c1— 1=0

ey +(m—1)e7 =0 — no compatible, ¢ no puede valer dos cosas distintas. No hay soluc10n].

[Imponiendo los datos: {

17 _
3. a] Escribir el desarrollo de la funcién f(x)=7—x en serie de autofunciones del problema { § (O;fzfl))(((;)g 0 -
Ur— Uxx =8N X, XE (0 T ) >0 [Llevar serie con autofunciones del homogéneo a la EDP
b] Resolver L PO ) [2.5 ptos]

u(x,0)= z-x, u(0,t)=u(m,t)=0 "~ vy aldatoinicial y calcular las infinitas 7,,(¢) no nulas].

a] El formulario nos da las autofunciones X, ={sennx}, n=1,2,...,y la expresion para los coeficientes:

2/0 sennxdx—[z’:l”cosnx]0+%/0ncosnxdx:(_l)%e 7 %senan .
X" +1X =0 S
bl u=X(x)T(t) — { X(0)= X(1)=0 — X, ={sennx} de antes. [Y ademds T”+AT =0 que ahora no usamos|.

Llevamos la serie u(x,t)= i T.(t)sennx ala EDP no homogénea y al dato inicial para calcular los T, :

n=1

) o o T _ O :O
Zl [T,:+n2Tn] sennx=senx. u(x,0)= ZlTn(O) sennx=7-x = Z:l % sen2nx — TEZ((I)E:)l
T/+Ti=1 d.i. T, +4n’Ty, = d.i.
Son no nulos: 1 =Ce'+1 =5 C=-1 2 47T =0 T2n=Ce_4"2’ S c=1.
7,(0)=0 o T2,(0)=0
Tp a ojo

—-16¢t 36t

p— o -_— 2 —_ —_
— |u= (l—e t) sen x + Z% 47t en 2nx =(1-e ’)senx+e4’sen2x+%e sen4x+%e sen6x+ - - -




Elegir DOS problemas entre 4, 5y 6:

4. Sea F(x,y,z)=ze**Y. a] Calcular: i) VF(=1,2,1), ii) la ecuacién del plano tangente a la superficie F =1
en el punto (—1,2,1), iii) un vector unitario u para el que la derivada direccional DzF(—1,2,1)=0.

2
Elegir entre calcular: b] /fv F, con V sdlido acotado por x=0, y=0, 2x+y=2, z=0, z=2. [2 ptos]

b*] La integral de linea de F sobre el segmento que une los puntos (1,0,0) y (0,2,2).

al i) VF:(2z62x+y, zex*y, 62x+y). VF(-1,2,1)=((2,1,1)|.
ii) Plano tangente: 0= (2,1,1) - (x+1,y-2,z—1) = 2x+y+z—1, o bien, .

[Mis largo despejando z= e >*7¥ y usando la otra férmula para el plano].

iii) La D=0 cuando u L VF . Infinitos u=(a, b,c) posibles. [Debe ser 2a+b+c=0 y se divide por ||ul| ]

- _ 1 1 _ (1 2
i=0.5%-%)] | =5 %0

1 p2-2x p2 1 p2-2x 1
— 2x+y — 2x+y — 2 a2x — |2
bl [, F /0/0 ["2e>* dzdy dx /O/O 22 dy dx /02(6 ) dx=|e+1].
b*] b—a=(-1,2,2), ¢(r)=(1-1,21,21),t€[0,1]. F(€)=2te22+2 ||¢’||=VI+4+4 =3.

foFds=['2ue?3dr =[3¢2].

Por ejemplo,

z

5. Sea la EDP de segundo orden u;,— 4u,, =4, con x,t€R. a] Escribirla en forma canénica.
b] Hallar su solucién que cumple u(x,0)=u;(x,0)=0. [Se puede calcular sin hacer a] antes]. [2 ptos]

a] Las caracteristicas de la ecuacion de ondas (vistas en clase o usando el formulario) son:

E=x+2t U =uss +2Ugy +iyy
n=x-2t Uy =4ugs—8ugy +4uy,

, —lbugp=4 — ug,,:—i forma candnica.

b] Para hallar la solucién pedida podemos utilizar la férmula de D’Alembert directamente:

u(x,t) = ifot/xx_;i[:;] 4dsdr :fot4[t—7'] dr = [—2(2‘—7’)2]6 = .

O bien, por ser v=2¢> solucién de la EDP, con w=u—v se convertird en una ecuacién homogéna mas facil:
Wi — Wex =0 casualidad que
{ (£.0) s (casu M w=0 > u=w+v=22.
w(x,0)=w,;(x,0)=0 seatan sencilla)
Mucho peor es calcularla a partir de la forma canénica de arriba. Resumiendo algo los cdlculos:

ug=—in+p€), u=—3En+p(€)+q(n) = 2= 1x>+p(x+20)+q(x=21), u, =21+2p’(x+21)—2q'(x—21)

di. [u(x,0)=—x2/4 +p(x)+q(x)=0 _ _x21
- : (2,00 =2p/(x)-2q(1)=0 — p(x) =q(x) / P =D =5

[Lo que no tiene sentido es usar separacion de variables, pues es en todo R y no hay condiciones de contorno].

» _ Upr+ L+ Lugg=0, 1<r<2,0<6<n
6. Resolver por separacion de variables " r . [2 ptos]
ur(1,0)=0, u(2,0)=send, u(r,0)=u(r,n)=0
El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la ecuacion:
~ ®"+10 =0 o, B @
u=RO — {®(0)=®(n)=0 , A, =n", ©,={sennb}, n=1,2,...
=2, R'(1)=0

r’R"+rR'—AR=0 — u==+n, R=cir"+cor™ & R, = {r"+r‘”} ,n=12,....

Probamos, pues, u(r,0)= Z cn(r"+r~") sennf, y para calcular los ¢, imponemos el dato que falta:
n=1
u(2,0)=> (2"+27")cpsennd =send — (2+3)c1=1, | =2 yelresto 0. |u(r,0) = 2(r+1)send|.
n=1

Comprobando: ur=%(1—rl2) senf, urr:% sené, u99=—%(r+%) sené, Au:senﬂ[;‘j—%—#+5%—5%] =0,

u-(1,60)=0, u(2,0)=sen @,y es claro que se cumplen las condiciones de contorno.




