Soluciones del examen de Métodos Matematicos (15 de enero de 2019)

1. Sea F(x,y,z) =2 +22. a] Calcular: i) VF y AF

, ii) el vector u unitario para el que es maxima la derivada
direccional Dz F(1, 0, 1), iii) la ecuacion del plano tangente a la superficie F'=2 en el punto (1,0, 1)

[1+1=2pt]
Elegir entre calcular: b] f/v F, con V sélido acotado por x=1,x=2,y=0,y=2,z=0, y+2z=0.
b*] La integral de linea de F sobre el segmento que une los puntos (1,0,0) y (1,2,2).

X

al i) [VF=(-2E, 1. 2)| VF(1,0,1)=(-2,1,2). |[AF=22E|

ii) La Dy es médxima en la direccion y sentido del gradiente. |[VF||=3.|u = (-
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)
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=X—=3y|-

1
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iii) Plano tangente: 0 = (-2,1,2)-(x—1,y,z—1) = —2x+2+y+2z-2, es decir, | z

[Claro, la superficie F=2 es el plano y+2z=2x y su plano tangente es €l mismo].

b] ffVszlzfozf_z/zy;ﬁdzdya’x:/f%/oz}—‘fdydx:%/lzj—cdx: %an .

. [Yla DzF=3].

b*] b-a=(0,2,2), &(t)=(1,21,21), t€[0,1]. T(1)=(0,2,2). F(¢)=6¢. ||&’|| = V8. 2
JoFds = [ 12¥21dr =|6V2].

2. Sea D el semicirculo dado por x>+y*><9, x>0. a] Calcular ffD x dx dy usando i) polares, ii) cartesianas.

bl Si f(x,y)=(—xy,y): i) (Es f conservativo? ii) Hallar divf . iii) Hallar el valor de fé feds. [1.2+1.1=2.3pt]
oD

a] i) /H;Z/Srzcosadrde:2[sen9]g/2 [é]gz 3
/2

0.)
ii) //9yxdxdy——/ (9- y)dy:27—[§](3):. —

O bien: // xdydx /2x‘\'9 xzdx——2(9 x2)3/2 227
VO—x2

b] i) Como g, — f;, =x el campo no es conservativo (debia ser =0). ii) divf=fi+ gy=|1-y|.

X=V9-2

(3¢,3s)

y2—vT

iii) Segtin el teorema de Green el valor de la integral de linea recorrida en sentido antihorario coincide

con el valor de la integral doble calculada en a]: .

Calculando la integral de linea directamente: ¢(f)= (3 cost,3sent), te[ z E] c.(t)=(0,y), ye[3,-3].

5 = _ (= . _ _ _ /2 _
}{wf ds —/_n/z( 9¢s,3s)-( 3s,3c)a’t+/3 (0,y)-(0,1) dy f_ (27s c+9sc) dt /3 ydy 18s ] =18.

impar

3. a] Hallar la solucién de y”’+y’=2¢e* que cumple los datos iniciales y(0)=0,y’(0)=2.

b] Determinar si A=0 y A=-2 son o no autovalores de {y +y'+dy=0

, , , dando la autofuncion cuando lo sea.
y'(0)=y"(1)=0

[1+1=2pt]

d.i. = 1=
al (2+u=0, u=0,-1. y,=Ae* - A+A=2.y=ci+c e +e* 5 HO)=errer+l=0 , '

(=1 no autovalor) YV (0)=-c2+1=2
Obien: y'=v — v/ =-—

v+2e*, v=Ce ™+ e‘fo e2Xdx=Ce *+e*. y=K-Ce ™+ ¢e*, como antes.

_ , . cc —cr =0
b] 2+u+1=0. 1=0, y=ci+ce™, y'=—ce™ > _26_1:0 ,Vci. Esautovalor con | yog={1}].

_ 9y CC 1 =2c =0
A==-2, u=1,-2, y=cie*+cze zx,y’zcle"—Zcze x 5 01 2> 2

cre—2c0e~2 = ¢y (e—e2)=0, ¢ =0 No autovalor.

[Como la ecuacién en forma autoadjunta es [y'ex] "+2e*y=0, al ser g=aa’=BB’ =0 sabemos que no habia 1<0 ]




u— 8ty =0, x€(0,7), t>0 B . o
4. Sea {u(x,O):f(x), 1, (0.0) =u(r.1) =0 ° con a] f(x)=cos7, b] f(x)=7. [2 ptos]
Hallar la solucién en el caso a] y los 2 primeros términos no nulos de la serie solucién en el caso b].

[Separar variables en la EDP, obtener el problema de contorno que da las X;, y encontrar las 7}, . Utilizando
el dato inicial, precisar los ¢, de una serie (identificando en a] y haciendo un desarrollo de Fourier en b] )].

! i X"+2X=0 12 _
w0 =X(0)T(), Te=Xl=_1 - {X,(O):X(ﬂ)zo A= = feos 250}

Y ademds T'=-8T=-22n- 1T — T,={e D"},

(=11 0oq @ .y s6lo falta cumplirse u(x,0)= " ¢, cos @ = f(x).

n=1

Probamos pues: u(x,t) =" c,e

n=1

2 .z
u(x,t) = e ""cos 5| es lasolucion (ficilmente comprobable).

Para a] es claramente ¢;=1 y los otros ¢, =0 —

En el caso b] debemos hallar el desarrollo en serie de autofunciones de f(x)=7%:

@2n-Dx 17 _ (-1)"*!
2 ] - 2n-

0 i La solucion es ahora la serie:

_2("x (2n-D)x _ 1
Cn= 7r./() 7 Cos =—=——dx = 5 sen

2 2 X (=1t 2.2 _
u(x,t) =e"cos 5 — %e‘% cos%x+ . ‘ =3 (2,11)_1 e~ (=7t cog —(2"21)x )
n=1

Elegir entre S 'y 6:

5. a] Hallar la solucién general y(x) de y”+y=3. [0.6+1.1=1.7 ptos]

b] Escribir la EDP de segundo orden uyy —2uy +uyxx+u=x+y en forma candnica y hallar su solucién general.

a] ,u2+1:0, u==+i. y,=3 aojo (y,=A — A=3). Solucién general ’yzclcosx+czsenx+3‘.

Uyy =Ugg+2Ugy+Uny

B>-4AC=0 [&=x+ Uy =ug+u "

1 - - ’ _ e > | Uxy SUgg T Usy UpptU=X+Y, |UpptU = & c(;lngiica

parabdlica n=y Uy = Ug Uy = Uz
- XX = S

u==%i, u,=§& (casi como a]) > u=p(€)cosn+q(&)senn+¢& = ’p(x+y)cosy+q(x+y) seny+x+y‘ Zgi;criﬁn

6. a] Calcular la solucién general R(r) de la ecuacién r2R” + rR’—}lR =7r. [0.7+1=1.7 ptos]

1 1 _ 6 . . <
Upr+ U+ 5Uge = Trcoss,r<l1,0<O<m  [Llevar serie con autofunciones del homogéneo a la EDP
y precisar el R, no nulo usando otros datos de contorno].

Resol
b] Resolver {u(l,g):ug(r,O):u(r,ﬂ)zo

a] Euler. /1(,u—1)+,u—‘]—‘:0 — ,u:i%, R=c1r1/2+c2r‘1/2+Rp . Podemos hallar la particular con la f.v.c.:

-1/2 1/2 -1/2
1 12 P A2 P 503,143 _ 12 -1/2, 4.3
Ry,=-r ./—l/r +r /—l/r ==2r’+Zr’. |R=cir'’“+cyr +37

_;’

rl/2 r
r22 322

O mejor, R, =Ar3 ( R, =Ae> en la de coeficientes constantes) — 6A+3A- % =7,A= % 7

b] El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la EDP: Q

(mismo problema

B O'+10=0 _ (2n-1)? _ (2n-1)8 _
u=RO — {@’(O)zﬁ)(ﬂ):@’ An_T’ ®n_{COS 2 }’ n=12,... de contorno de 5.)
[

Llevando u(r,6)= i R, (r) cos@ , ala EDP queda: i [R;/+1R; - %Rn] cosw =Trcos§ .
n=l (ya desarrollada)

n=1

Del dato otro de contorno u(1,6)= i R, (1) cos(zn%)g =0 deducimos que R,(1)=0Vn.
n=1

Y ademas las soluciones han de estar acotadas en »=0. S6lo serd no nula la R;, solucién de:
2 prr 7 1 3
r*R’+rR/—<Ry =Tr R(1)=0
1 12l — R1=clr1/2+%r3 — =-
Rj acotada, Ri(1)=0 al, ac.

TAFN

La solucidn es, por tanto: |u(r,8)= %[r3 —rl/z] cosg .




