Soluciones del examen de Métodos Matematicos (26 de junio de 2019)
Hacer los problemas 1, 2, 3 y 4. Elegir un problema entre 5y 6.

1. Sea f(x,y)=(x+y)?. a] Dibujar las curvas de nivel f=0y f=4. Hallar Vf(1,1) y Af. Precisar el vector
unitario u para el que la derivada direccional D5 f(1,1) es maxima y hallar el valor de esa derivada maxima.
Escribir la ecuacion del plano tangente a f en el punto (1,1).

b] Si D es el circulo x>+y><2, hallar //D f dx dy en polares y plantear la integral en cartesianas.  [2.6 ptos]

a] f=0—> y=-x. f=4 — y=—x+2. [Rectas de pendiente —1]. C=1\]
Vi(x,y)=(2x+2y,2x+2y). V(L 1)=|(4,4)]. Af=2+2=]4]. 0 2 g
y=v2-xJ
Dy maxima en sentido del Vf (L recta de nivel): (1,1) — ﬁ:(%ﬁz’%) . \ | )
B EN
Valor méximo ||Vf]|=|4V2|. Comprobamos: Dgf(l,l):Vf(l,l)-ﬁz%. -1 /3

Plano tangente: z=4+4(x—1)+4(y—1), obien, |z=4x+4y—4|.
y=—V2-22

bl f =x>+y>+2xy =r>+2r’cos@send en polares.

T V2 n
/ / r3(1+2sen@cos @) dr df = (%]f) / (1+2senfcos@)dl = .
- J0 -

impar

Se complica mucho el célculo en cartesianas:

V2 pV2-x2 V2 V2
/ / (x2+y%+ 2xy) dy dx =2/ [x*V2-x2+1(2-x?)3?]dx = %/ (2+1)V2—x2dx=--- =.
V2 J-V2-x2 par impar -2 par ~J0

2. Sea el campo vectorial g(x,y,z)= (2yezx,ezx,2z) . a] Calcular divg, V(divg) y rotg. b] Hallar el valor de
la integral de linea f? g-ds, siendo c¢(¢) el segmento que une (0,0,1) y (1,2,1) en ese sentido. [1.6 ptos]

i j k
8/9x 8]dy 8]8z
2y62X er 2z

=(0-0,0-0,2e>* —2¢*) =

(y geC' = g conservativo).

al divg=|4ye*+2|. V(divg)=|(8ye®*,4e**,0)|. rotg=

b] Podemos usar la definicién sobre el camino dado [parametrizando a 0jo o usando ¢(r)=a+1(b—a) ] :
c0=261), 1€[0.1] = [ Fed5 = [ (41e¥,e%,2)-(1,2,0)dr = [ (4r+2) e dr=[21e*] )= [ 2¢?].

O podemos calcular la funcién potencial y evaluarla en los puntos final e inicial:

Uy=2ye™ — U=ye*+ p(y,2)
Uy=e™ — U=ye+g(x,2)  — U=ye?+22 — [ 3-d5 =U(1,2,1)=U(0,0,1)=2¢>+1-1 = | 2¢?].
U,=27 — U=z2+r(x,y)

3. a] Hallar la solucién general de y” —y=x? y la tinica que cumple los datos inciales y(0)=y’(0)=0. [1.8 ptos]

i A=— Y+ Ay =0

i) 1=0 son autovalores de {y (0)+y'(0)=y(1)+y/(1)=0 * dando la autofuncién cuando lo sean.

b] Estudiar si

al 12—1=0, p=+1 - y=cie"+ce™ +y,. y,=Ax’+Bx+C, yp=2Ax+B, y,=2A —

2A - Ax*-Bx-C=x* - A=-1,B=0,C=-2. La solucién general es y:clex+cze‘x—x2—2 .

c1+cr=2
Cc1—C = 0

y=e*+e ¥ —x2-2|.

De los datos iniciales: {

y=cie¥+ce™

y =cie®—cre™

Y(D)+y"(1)=2¢1e=0 ¢> . Es autovalor con y_:{e—X} )
= 1=

y(0)+y'(0)=c1+c2=0
y(D)+y'(1)=c;+2¢,=0

i) 1=0, u=0 doble > y=cj+cx, y=¢; — { = ¢1=c2=0. No es autovalor.



—Uxy=4sen2x, x€(0,m),t>0  [Llevar serie con autofunciones del homogéneo a la EDP

Uz
4. Resolver {u(x’ 0):2 sen x, M(O, t):u(rr, [):0 "y al dato inicial y calcular las dos Ty (#) no nulas]. [2 ptos]
— e X" _ 1 _ X"+2X=0 _ _
al u(x,1)=X(x)T(t) » XT'-X"T=0, S =F=-1— {X(O):X(n)zO — X,={sennx}, n=1,2,....

[Y ademds T’+AT =0 que ahora no se usa. Las ecuaciones que aparecen y las autofunciones estdn en el formulario].

Probamos en la EDP: u(x,1)= Y T,(t)sennx — 3 [T, +n’T,] sennx=4sen2x (ya desarrollada en senos).

n=1 n=1

Y del dato incial se deduce: u(x,0) = i T,(0)sennx=2senx — T1(0)=2 yelrestode 7,(0)=0.
n=1

T'+T1=0 T, +4T, =4
1l { 2 2 , pues el resto de 7;,>3=0 claramente.

T1 (0)22 TQ(O):O
T1(0)=2 T,(0)=0
—ce %5 Ti()=2e"". Top=1(aojo), h,=Ce™+1 [6 Ta=Ce ¥ +e™* [4e™ | 208 Tr(t)=1-e .

Sélo nos falta resolver: {

La solucién es entonces: u(x,t) =2e " senx + (1—e™*)sen2x|.

Elegir entre Sy 6:

5. Sea 2xyu,—u,= 2xy. Hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, escribirla en las variables (&£,7) .
Calcular su solucién general y la tnica que satisface el dato inicial u(1,y)=0. [2 ptos]

dy

7 =—2xy lineal. y=C e_/ 2x = Ce=x" | Caracterfsticas: ye' =C|.

uy,=e* M +u 2
S e = 2ayuy=2xy, uy=1, u=n+pE) =|y+p(ye’)|.

Haciendo {f yet {
Uy =2xye* ug

y

Peor: g=yet My =c uf - —u,=2xy, u, :—2§ne"72, uzfe"72+p(§) =y+p ye)‘2 como antes|.
7 7
n=x = 2xye* u§+ iy

x2-1

Imponiendo el dato inicial: u(1,y)=y+p(ey)=0— p(v)=-v/e, |u(x,y)=y—ye

Uy + 1 ur + 12 ugg=0, r<1,0<@<m  Resolverla por separacién de variables y escribir

u(1, 9) g, u(r,0)=u(r,m)=0 " los dos primeros término de la serie solucion. (2 ptos]

6. Sea {

0”+10=0

El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la ecuacion:
— — 2 — —
u=RO — { A,=n“, O,={sennb}, n=1,2,...

0(0)=0(x)=0"

A=, R acotada

r*R"+rR'=AR=0 —3 p=+n, R=cir"+cor™ Ru={r"}. n=12.

Probamos, pues, u(r,0)= Z cyr't sennf, y para calcular los ¢, imponemos el dato que falta:

n=1

u-(1,0)= chnsenné—— — nep, = 2f0 5 senné d6 ——i cosn@ /0 cosnf df =—==1E+0= & l)w .

n=1

(1)

La solucién es, por tanto: u(r,0)= Z EVn gen nf = |rsenf — %rz sen26 + - --

n=1




