Soluciones del examen de Métodos Matematicos (18 de diciembre de 2019)

1. Sea f(x,y)=x*+xy. a] i) Dibujar las curvas de nivel f=0 y el vector Vf(1,-1). ii) Hallar div(Vf).
iii) Encontrar dos vectores unitarios u para los que sea la derivada direccional D f(1,—-1)=0. [1.1+1.1=2.2pt]

bl Si D es el circulo x>+y? <4, hallar ffD f en polares y plantear y dar un paso del célculo en cartesianas.

ali) f=0 - x=00 y=—x. Vf=(2x+y,x). Vf(1,-1)=(1,1) [La y=—x]. yoiZ

.. . ... - — C=0 r'=2

ii) div(Vf)= Af:2+0:. iii) D;=0 si @ LVf, o sea, uz(i%,i%) ) =0

T p2
2 T 1+cos26 _ 1
b] / / r3(cos 0+coslgpsaer:n9) dr do = [ ] f_ﬂ 528 do —. 7
2
O bien / / fdy dx =/ 2X°V4—x2dx =+ (se seguiria haciendo x=2sent). u
«/zﬁ -2 y=—x

O bien / / L fdx dy =%/j (4—y2)3/2 dy = -+ (se seguirfa haciendo y=2sent).

2. Sea F(x,y,z)=%5" . a] Hallar VF y la ecuacion del plano tangente a la superficie F=1 en el punto (0,—1,1) .

y
b] Calcular /fv F, con V sélido acotado por x=0,x=1,y=1,y=2,z=0,z=3x. [0.8+0.7+0.7=2.2pt]

c] (Cuénto debe valer la integral de linea de VF' entre (0, 1,0) y (1, 1, 3) sobre el segmento que une los puntos?
Comprobarlo parametrizando el segmento y utilizando la definicién.

a VF:(—ylz,z(’;Z),# . VF(0,-1,1)=(-1,2,1).

Plano tangente: 0 =(-1,2,1)-(x, y+1,z—1) = —x+2y+2+z—1, es decir, .

[O bien, F=1 es z=x+y>, V=(1,2y), y su plano tangente en (0,—1) es z:l+x—2(y+l)T]. ________

bl [, F=[ [ [T 5t dzdvar=[ [* 3 ayax = 3 [¢][-1]7 = |4]. -~
S

[Sl no se dibuja V se debe argumentar que cuando xe€[0,1] es 0<3x ] - :
1

~

¢] Debe valer f? VF-ds = F(1,1,3)-F(0,1,0) =2-0 =-
-a=(1,0,3), c(r)=(¢,1,31),t€[0,1]. VF(¢)=(-1,-41,1). ¢’(t)=(1,0,3). /E VF-ds :/0] 2dt :.

.. 1)A=-3 v’ =2y'+ 1y=0 .
3. Estudiar si i) 1=2 son autovalores de { Y(0) = y(m)=0 dando la autofuncién cuando lo sea. [1.4 ptos]
3 &gt =0, =z 20" No autovalor.

2_ = =— =— = X
w=2u+1=0. A=-3, u=-13, y=cie " +cre’* — 1o eae T =y (67— ) 20, €1 =0

[La ecuacion en forma autoadjunta es [y'e‘zx] "+1e2y=0. Al ser g=aa’=pB"=0 sabemos que no habia 1 <0 ] .

. cc ¢ =0 .
A=2, u=1+i, y=(cicosx+cysenx)e* — 2 e =0 , Yca . Es autovalor con autofuncién {ex senx} .
—cre” =

4. Sea uy—u,=2(x+y)u . Hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, escribirla en las variables (&£,17) .
Calcular su solucion general y la tnica que satisface el dato adicional u(x,x)=1. [1.8 ptos]

d =y+ Uy=Ug+U
==t prrx=Cl 20 (TR =226, u=p(@) €= p(rto) e

caracteristicas

. (E=y+x Uy =lUg _ _ D& _ “2xy—2x2 .
O bien: {TI= —){ui=ug+un—> ~up=2¢u,u=q(é)e €= | q(y+x)e Y72 | (parecida).

2y2+2xy

2 | [facil de

2y2+2xy—y2—2xy—x2: E:yz—x
comprobar]

Imponiendo el dato: u(x,x)=p(2x) =1 — p(v) =e‘v2, u(x,y)=e

O bien: u(x,x)=q(2x) =1 o p(v):evz, u(x,y)=e” H2xy+xd-2xy-2x? /



Elegir entre Sy 6:

X"+AX =0

X’(O)ZX’(%):() . [1+1.4=2.4pt]

5. a] Calcular el desarollo de f(x)=mx en las autofunciones del problema {

Up—Uxx=0, xe(O,%) L t>0

u(x,0)=nx, ux(0,1)=uy(5,1)=0

b] Para { , hallar los 2 primeros términos no nulos de su serie solucién.

[Deducir el problema de contorno que da lugar a las X, y calcular las 7,
Con el dato inicial, y viendo a], hallar los primeros términos de una serie].

X"+AX=0

X/(o)_X/(n)_O - /ln:4n2, I/Z:O,l,... N Xn:{COSZI’I,X} [siendo X():{l}]
= 7)=

a] El formulario dice que :

—d N _2_[7? — 02| :
mx =3+ ) apcos2nx — ap= 7r/2f0 mxdx = 2x ]0 =% . Ypara n>0:

n=1
7/2 7/2

0 —(1)_1[ 0 si n=2,4,. ]

_ 4 _2 (72 =1
a,= Efo 7Tx cos 2nx dx ==X sen 2nx] E/o sen 2nx dx = -3 COs 2nx]

0

X"+AX=0

X’(O)‘X’(E)—O i /1,1:4712’ Xn={COS2nx}
= )=

n=0,1,...
Y ademds T’ =-AT=—-4n’T — T,= {6_4"2t } [ To={1} ] . [Las ecuaciones para X y T estédn en el formulario].

bl u=X(x)T(t), TTI:XT”:—/L X’(O)T(t):X’(g)T(t):0—>{

o s ) . o
Probamos: u(x,1)= 3 + Z a, e cos 2nx , y sélo falta cumplirse u(x,0)= 2L+ Z d, CoS2nx = mx.

n=1 n=1

e 42D o5 (4p—2)x .

.z , . 2 s
La solucién es, segin a], la serie |u(x, )= ——Ze 4cos2x — =7 - Z

(2n-1)2
n=1

6. a] Hallar la solucién general de R’ '+%R ’=4 (haciendo R’=v o mir4andola como ecuacién de Euler). [1+1.4=2.4pt]

1 1 —
Upr+ Ur+ 5100 = 4,r<1,0<0< % [Llevar serie con autofunciones del homogéneo a la EDP y

b] Resolver { u(1,0)=3, ug(r,0)=uy ( , %) =0 * precisarlatdnica R, no nulausando otros datos de contorno].

a] Con R'=v — v'=-7+4, ef“=e_1“r=%. v=§+%/4r= %+2r - ’R=K+C1nr+r2‘.

O bien, r*R”+rR’=4r2, u(u—1)+u=0, u=0 doble, R=c;+c2Inr+R, . Podemos hallar R, con la fvc:

1 Inr
0 1/r

O mejor, R, =Ar? (Rp =Ae?s en la de coeficientes constantes) — 2A+2A=4, A=1 7

Inr-4 _ 2 2

:%, p_lnrfl/r S = [partes] = 2r2 Inr=2r? Inr+r?=r2. ’R=c1+czlnr+r2‘.

©’+10=0
©'(0)=6'(Z)=0

Llevamos a la EDP, como en todo problema no homogéneo, una serie con las autofunciones del homogéno:

u(r,0)=Ro(r)+ i R, (r) cos2nf — R(’)’+%R(’) + i [R;[+%R’ ——R ] cos 2n6 = 4 (ya desarrollada).
n=1 n=1

(mismo problema
de contorno de 5.)

b] El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la EDP: :

u=RO — { , An=4n*, ©,={cos2nb}, n=0,1,2,...

Del dato otro de contorno u(1,0)= Ry(r) + i R, (1) cos2nf=3 sale que Ryo(1)=3 ylasotras R, (1)=0.
n=1

Y ademas las soluciones han de estar acotadas en r=0. S6lo serd no nula la Ry, solucién de:

! ' = . Ro(1)=3
(Rooim=s e g S

K=2.
Ro acotada, Ro(1)=3

Asi pues, la solucién tinica (muy facil de comprobar) es: |u(r,6)= 2+ r>




