
Soluciones del examen de Métodos Matemáticos (20 de diciembre de 2021)

1. Sea 5 (G, H)= G
2

2H2 . a] Dibujar las curvas de nivel 5 =0 y 5 = 1
2 y el r5 (1,�1) . Dar un vector unitario D para

el que la derivada direccional ⇡
D
5 (1,�1)=0 . Hallar su plano tangente en (1,�1) .

b] Calcular
∞
⇡

5 3G 3H , siendo ⇡ el triángulo de vértices (1, 1) , (1, 2) y (2, 2) . [1.5+1.2=2.7 ptos]
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a] 5 =0 ! G=0 . 5 = 1
2 ! H

2=G2
, H=±G [rectas de pendiente ±1 pasando por el origen].

r5 (G,H)=
�
G

H
2 ,� G

2

H
3

�
. r5 (1,�1)= (1, 1) [perpendicular a H=�G y

apunta hacia donde crece].

⇡D̄=0 si D̄?r5 : (±1,⌥1) ! D=
�
± 1p

2
,⌥ 1p

2

�
(siguiendo recta de nivel).

Plano tangente: I= 1
2+1(G�1)+1(H+1) , es decir, I= 1

2+G+H .

b] Claramente pide hacerlo en cartesianas. O bien con este orden de integración:π 2
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O bien con este:
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2. Precisar si i) _=�1
ii) _=0 son autovalores de

n
G

2
H
00 + GH

0 + _H = 0
H(1)=5H(2)�6H0 (2)=0 , dando la autofunción si lo es. [1 pto]

( ln 2 = 0.693... )

`
2+_=0 . i) _=�1 , `=±1 , H=21G+22G

�1

H
0=21�22G

�2
22! 21 + 22 = 0

421+422=0

o
22=�21. Autovalor con autofunción

�
G� 1

G

 
.

ii) _=0 , `=0 doble, H=21+22 ln G
H
0= 22 G

�1
22! 21=0 &

22 (5 ln 2�3)=0 ! 22=0
�
ln 2< 3

5
�
.

No es autovalor.

3. a] Hallar la solución ) (C) de )
00+ 4) =4 que cumple ) (0)=) 0(0)=0 . [0.8+0.7+1.2=2.7 ptos]

b] Calcular el desarollo de 5 (G)=c en las autofunciones del problema
⇢
-
00+ _- = 0

-
0 (0)=-

�
c

2
�
=0 .

c] Para
⇢
DCC� 4DGG = c , G 2

�
0, c2

�
, C 2R

D(G, 0)=DC (G, 0)=DG (0, C)=D
�
c

2 , C
�
=0 , hallar el primer término no nulo de su serie solución.

[Llevar serie con autofunciones del homogéneo a la EDP
y a los datos iniciales y calcular la primera )= (C) no nula].

a] `=±2i , )? =1 a ojo ! ) =21 cos 2C+22 sen 2C+1 3.8.�! 21=�1, 22=0 . ) = 1� cos 2C .

b] El formulario da
⇢
-
00+_- =0

-
0 (0)=-

�
c

2
�
=0 ! _== (2=�1)2 , ==1, 2, . . . , -==

�
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.

c=
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==1

2= cos(2=�1)G ! 2== 4
c
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c] Las autofunciones del homogéno
�
-
0(0)) (C)=-

�
c

2
�
) (C)=0 y formulario

�
las da

n
-
00+_- =0

-
0 (0)=-

0 � c
2
�
=0 .

Probamos pues D(G, C)=
1’
==1

)= (C) cos(2=�1)G , que llevamos a la EDP y a los datos iniciales.
1’
==1

⇥
)
00
=
+ 4(2=�1)2

)=

⇤
cos(2=�1)G = c

b]= 4 cos G � 4
3 cos 3G + 4

5 cos 5G � · · ·

D(G, 0)=
1’
==1

)= (0) cos(2=�1)G=0 , DC (G, 0)=
1’
==1

)
0
=
(0) cos(2=�1)G=0 . )= (0)=) 0

=
(0)=0 , 8= .

Es ya no nula la )1 dada por:
⇢
)
00
1 + 4)1 = 4

)1 (0)=) 0
1 (0)=0 que es lo resuelto en a].

La solución es, por tanto, la serie que empieza por D(G, C)= (1� cos 2C) cos G + · · · .



Elegir DOS problemas entre 5 y 6 :

4. Sea 6(G, H, I)=
�
3G2

, I , H

�
. a] Calcular div 6 y rot 6 . [0.6+1.2=1.8 ptos]

Elegir b] o b*]:
b] Calcular

±
+

div 6 , siendo + el medio cilindro dado por G
2+H2 1 , G�0 , 0 I2 .

b*] Si 2(C)= (cos C, sen C, 2) , C 2
⇥
� c

2 ,
c

2
⇤

, hallar el valor de la integral de línea
Ø
2

6 ·3B .

a] div 6=6G+0+0= 6G . rot 6=

�������
i j k

m/mG m/mH m/mI
3G2

I H

�������=
�
1�1 , 0�0 , 0�0

�
= 0 y además es ⇠

1 . Es conservativo.
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b] El volumen aconseja las cilíndricas ( G=A cos \ y el jacobiano es A ):π
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Aunque en este caso sale también fácil en cartesianas:π 1
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O bien
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b*] Se puede usar la definición. 6

�
2(C)

�
=
�
3 cos2

C, 2, sen C
�

, 2
0(C)= (� sen C, cos C, 0) ,π

2
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π
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, 2, B) · (�B, 2, 0) 3C =
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⇥
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⇤
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O hallar el potencial y evaluarlo en el punto final e inicial:
*G = 3G2 ! *=G3+?(H, I)
*H = I ! *= HI + @(G, I)
*I = H ! *= HI + A (G, H)

! *=G3+HI !
Ø
2̄

6 ·3B̄ = * (0, 1, 2)�* (0,�1, 2)=2� (�2) = 4 .

O ir por el camino más sencillo: 2
0(H)= (0, H, 2) , G 2 [�1, 1] .

Ø 1
�1(0, 2, H) · (0, 1, 0) 3G=

Ø 1
�1 2 3G = 4 .

5. Sea 2DH�3DG =6(G�2H)D . Hallar sus características y escribirla en las variables (b, [) utilizando la regla de
la cadena. Calcular su solución general y la única que satisface el dato inicial D(G, 0)= e�G2 . [1.8 ptos]

3H

3G
=� 2

3 , 2G+3H=⇠ características.
n
b=2G+3H
[ = H

�!
G=( b�3[)/2

n
DH =3D b +D[

DG =2D b

, D[ =3(G�2H)D= 3
2 (b�7[)D ,

D= ?(b) e3(2b [�7[2 )/4= ?(3H+2G) e3GH� 3
4 H

2 .

O bien:
n
b=2G+3H
[ = G

,
n
DH = 3D b

DG = 2D b +D[

, D[ = 2
3 (2b�7[)D , D=@(b) e(4b [�7[2 )/3= @(3H+2G) e4GH+ 1

3 G
2

(parecida).

Imponiendo el dato: D(G, 0)= ?(2G)=e�G2 ! ?(E)=e�E2/4, D(G, H)= e 9
4 H

2�3GH�G2+3GH� 3
4 H

2
= e�G2�3H2 .

O bien: D(G, 0)=@(2G) eG2/3=e�G2
, ?(E)=e�E2/3, D(G, H)= e�3H2�4GH� 4

3 G
2+4GH+ 1

3 G
2 % [fácil de

comprobar]

6. Resolver
⇢
DAA + 1

A
DA + 1

A
2 D\ \ = 0 , 1< A <2 , 0< \<

c

2
D(1, \)=0 , D(2, \)=3 cos \ , D\ (A, 0)=D

�
A,

c

2
�
=0

y comprobar la solución. [1.8 ptos]
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El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la ecuación:

D='⇥ !
⇢
⇥00 + _⇥ = 0
⇥0 (0)=⇥(c/2)=0 , _== (2=�1)2 , ⇥== {cos(2=�1)\} , ==1, 2, ...

A
2
'
00+A'0�_'=0

_=_=�! `=±(2=�1) , '=21A
2=�1+22A

1�2= ' (1)=0�! 22=�21 , ==1, 2, ...

Probamos D(A, \)=
1’
==1

2=

�
A

2=�1�A1�2=� cos(2=�1)\ , y para calcular los 2= imponemos el dato que falta:

D(2, \)=
1’
==1

2=

�
22=�1�2�2=+1� cos(2=�1)\=3 cos \ !

�
2� 1

2
�
21=3 , 21=2 y el resto de 2==0 .

La solución es: D(A, \)= 2
�
A� 1

A

�
cos \ DA = (2+2A�2)2 , DAA =�4A�3

2 , D\ =2(A�1�A)B , D\ \ =2(A�1�A)2 .
�4A�3

2+2A�1
2+2A�3

2+2A�3
2�2A�1

B=0 y también se cumplen las c.c.


