Examen de Métodos Matematicos (22 de junio de 2022)

Hacer los problemas 1, 2,

3y 4. Elegir DOSentre 5,6y 7.

p—

. Sea f(x,y)= (y—x)2 . a] Dibujar las curvas de nivel f=0, f=4 yel vector Vf(1,—1). Escribir dos vectores

unitarios u para los que sea la derivada direccional D;f(1,—1)=0. Hallar Af . [1.4+1.4=2.8pt]

b] Si D es el sector de circulo x*+y*> <4 con x,y>0, calcular //D f (mucho mejor en polares).

a] f=0—> y=x, f=4 - y=xx2. Vf=2(x—y,y—x). Vf(1,-1)=(4,-4) [La y=x-2].

_—0 < 7 To(+ L 4 L
D;=0 si i LVf, o sea, para ”_(iﬁ’i\ﬁ)

)2 p2 2 /2,2
b] / / r(rsen@-rcos ) drdo :/ / r3(1-2sen 6 cos 6) dr do
o Jo o Jo

= [r4—4](2) /()ﬂ/2(1—2 sen cos 0) do = 4(% —[sen?6]

En cartesianas se complica mucho, por ejemplo:

2 p VA2 2
/ / fdydx :/ (# V4—x2 +x3—4x) dx = - -+ (se seguirfa haciendo x=2sent).
0J0 0

(sobre la curva de Af=242= .

nivel no varia).

)= (2]

[\

b] Calcular la integral de linea fE g-ds entre (1,0

. Sean g(x,y,2)=(y,xy,—xz) y ¢(r)=(1,2t,1?).
,0)y (1,2, 1) alo largo de la curva dada por ¢. [0.6+1=1.6pt]

a] Calcular divg y rotg. ;Es g conservativo?

i j k

a] divg=0+x—x=[0]. rotg=

d/dx 0/dy 9/dz

(0 ,Z,Y— 1) #0. No es conservativo.

y Xy —xz

b] Debemos usar la definicion. g(¢(z))=(2z,2r,~t

%), &(1)=(0,2,2t) y la curva se recorre si 1€ [0,1] .

1
/?g-d§=/0 (0+41 - 273) dr = [2:2=144]} =| 3.

3. Precisar si A=—2 es o no autovalor de {

y'=y'+dy =0
Y (0)=y(1)=0"

dando la autofuncién en caso de serlo. [0.8 ptos]

Si A==2, ;P2 —pu-2=(u=2)(u+1)=0 = y=cie*+cre ™, y=2c;e** —cre”

{yl(0)=2C1—C2=O, cry=2c N

y()=cie?+ce”'=0 ¢ [Zez-lz)e‘l]=0 = c¢,=0 "
+

X -

Cr= 0.
No es autovalor.

O bien, en forma autoadjunta es (e‘xy')'+ Ae™y=0. aad’'=Bp"'=¢g=0 = 1>0. A=-2 no podia serlo.

4. Hallar las soluciones generales [ y(x), T(r), R(r) |

de estas tres EDOSs (que aparecen en los problemas 5., 6., 7.):

a] %:2)61, b1 T"+T=t, ¢l ’R”+rR'=(2n-1)?R =0, n=1,2,...  [0.6+0.6+0.4=1.6pt]

. d — - , .
a] Lineal: d—§=—X+%, e~ Jldx/x) — ¢ ln)‘:%. y = %+%f2dx, y = %+2 (la yp se vefaa 0jo).

X

O también es separable: /%:—f%w, In(y-2)=C-Inx. y-2=Ce™ "% que lleva a lo mismo.

b] De coeficientes constantes. u>+1=0, p==i . T, =t aojo (o probando T),=At+B — At=t, A=1).

La solucidén general es, pues,

T= clcost+c256nt+t‘.

¢] Ecuacién de Euler. pu(u—1)+u—(2n—1)2=0, u=+(2n-1). ’R:clrzn‘1+c2r1‘2” .




Elegir DOS problemas entre S, 6 y 7 (y hacer antes 4.):

5. Sea (2—y)uy+xu,=2x. Con las caracteristicas halladas en el problema 4. y la regla de la cadena escribir la

ecuacion para u,, , dar su solucién general y hallar la que cumple el dato u(x,1)=x. [1.6 ptos]
. N E=x(y-2) Uy =Xlg _ _ _ _ B
De 4a: |x(y 2}).—C ) {TI L — {ux:(y—Q)u§+u,, s Xy =2x, upy=2, u=2n+p(&)=|2x+p(x(y-2))|.
caracteristicas ( 2) + 2e 26
. [E=x(- Uy=Xlgtiy — % =25 /
PCOI‘. { — - {ux:(y_z)u§ ’ uﬂ_ (2_,7)2 , U= 77—2 +p(§)

Imponiendo el dato: u(x,1)=2x+p(-x)=x, p(=x)=—x, p(v)=v, u=2x+xy—2x. [Facil de comprobar].

) Uy —Uyy=tsenx, x€ (0, Z) teR [Llevar serie con autofunciones
6. Resolver separando variables { e (0.3) " . del homogéneo a EDP y datos  [1.6 ptos]
u(x,0)=u;(x,0)=u(0,1)=u, (7’ t) =0 iniciales y hallar la T;, no nula].

formulario { X""4+1X=0

u=XT — X”+1X=0,y de los datos de contorno X(0)= X' (x/2)=0 — X,,:{sen(Zn—l)x}, n=1,2,...

Llevamos a la EDP: u(x,t)= i T,(t) sen(2n—1)x — i [T,’l’+(2n— l)zTn] sen(2n—1)x=t senx (ya desarrollada).
n=1

n=1

De los datos inciales sale: u(x,0)= i T,(0)sen(2n—1)x=0, u,(x,0)= i T;(0)sen(2n—1)x=0 =
n=1

n=1

T,(0)=T,(0)=0, para todo n. Sélo serd no nula la solucién de:

T/ +T)=1 (resuelta en 4b.) c1=0
1 _ .
Debemos resolver { 7,(0)=T/(0) =0 . Imponemos datos a Ty=cjcost+cpsent+t: 4120
La solucién (facil de comprobar) es por tanto: |u(x,t)= (t—sen t) senx |.
1 1 P/
Urpt+ <ur+ g =0, r<2,0<0< 3 .
7. Resolver { /. r 2700 2y comprobar la solucién. [1.6 ptos]
u(2,0)=8sen30, u(r,0)=uqy(r,5)=0

El formulario nos da las ecuaciones que aparecen separando variables en la EDP:

0”"+10=0

u=RO — {@(0):@’@):0’

/ln=(2n—1)i, ®n={sen(2n—1)9} . n=1,2,.. (mismo problema

*de contorno de 6.)
4c.
Y ademds: r*R”+rR'—=AR=0, r’R"+rR'=(2n—1)’R=0 = R=cr*" '+ cor'™2".

Luego R, = {rzn‘l} , pues ademds las soluciones han de estar acotadas en r=0.

A u(r,0)= i cn ¥ Isen(2n—1)6 sélo le falta cumplir el dato u(2, 0) = i cn 2’ 1sen(2n—1)0 = 8sen36.
n=1 n=1

Es claro que 8c;=8 y que las demds c,=0. Asi pues, la solucién tnica es: |u(r,0)=r’sen36|.

Comprobamos: u,=3r%s, upr=6rs, ug=3r3c, ugg=-9rs. (6r+3r—9r)sen36=0.
Y los datos igual de ficil: u(2,0)=8sen36, u(r,0)=r>sen0=0, l/lg(l",%)=3r3 cos%’r:O.




