Soluciones del control 1A de Métodos Matematicos (5 de noviembre)

1. Sea f(x,y)=y(x>+y*)""/?. a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0, 1. Hallar y dibujar V£(2,0).
Hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (2,0).

b] Calcular [mejor en polares] la integral doble f fD f dxdy , siendo D laregién del primer cuadrante limitada

por las circuferencias x>+y>*=1y x>+y*=4. [0.5 puntos]
a] \/xZT}? =0 - y=0, \/);Tﬂ =1 - y>=x>+y*, x=0 (si y>0; f=send). Cc=1
V() = (= (P02 20?)  P?(Re) ) = m (ce. TE
V£(2,0)=(0, %) (perpendicular a la curva de nivel como debia). y=Vi-=<

Plano tangente: z=0+0(x—1)+ %(y—O) , |l z=

7/2 2 2
b] En polares: fffdxdy:f fr@drd@z[é]l[—cose]g/zz.
D 0 1

NI

[En cartesianas se puede hacer, pero con cdlculos mds largos. Como [y (x? +y2) 2 dy = (2+yH)'?, es:
Y ravans 1 favde= [2-11dx+ [(oxldr=14+2-[£P=3
+ = - + - =1+2-|5 =2 |
[ v [[ [ v [Tt [fl2-sddx=1+2-[5] = 3]

2. Sea g(x,y,z)=xe*. a] Hallar Vg, Ag y laderivada de g en el punto (2,1,0) segtin el vector v =(1,2,3).
b] Calcular fffvg, siendo V el sélido limitado por x=0, x=1, y=0, y=1, z=0 y la superficie 7=2-x%.
[0.5 puntos]

a] ’Vg = (e%,0,x€?)

. |Ag=xe|. Dyg(2, 1,0):V§((%’,0’12,)0)~(1,2, 3)=17]. 2

z=2-x2

b] En [0, 1]x[0,1] estd z=2—x> por encima de z=0 (no se necesita el dibujo). |

1l 2-42 11 1 >
fffg:fff xe‘dzdydx =ff x[e*'~1]dydx =f [xe? ' —x]dx = |~
4 0JoJo 0Jo 0 y

—x? 1 1
:—% e? +x2]0= 3(e*—e-1)|.

3. Sea f(x,y)=(2xy,x?). a] Hallar divf. Probar que f deriva de un potencial y calcularlo. b] Hallar el valor
de la integral de linea del campo f desde (—2,—4) hasta (1,—1) alo largo del segmento que une los puntos:
i) directamente, encontrando una parametrizacion, ii) utilizando el potencial hallado en a]. [0.5 puntos]

a] divf=/fit+gy = - Como g,=2x=f, yel campo f es C'(R?), deriva de un potencial:
b s
Uy=)c2 — U= x2y+q(x) = [Ux,y)=x7y|.

b] i) Larecta tiene pendiente 1 y corta x=0 en y=-2. Es, por tanto, y=x-2. Y

Una parametrizacion seria, pues: c(f)=(t,t-2), te[-2,1], </(t)=(1,1) —

[o£-ds= [\ i-2),2)-(1, i = [ [3P—4d)dr = [P -2/, =[15]. :;Zx_z

ii) Con el potencial, sin necesidad de hacer integrales de linea:

[fds=U1,-1)-U(-2,~4)=-1+16=[15]. -

=




Soluciones del control 1B de Métodos Matematicos (5 de noviembre)

1. Sea f(x,y)= )c()c2+)72)_l/2 . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0,1. Hallary dibujar Vf(0,2).
Hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (0,2).

b] Calcular [mejor en polares] la integral doble f fD fdxdy ,siendo D laregién del primer cuadrante limitada
[0.5 puntos]

por las circuferencias X2 +y2 =ly X2 +y2 =4,

X_=0-— x=0, L =1 - x*=x>+y?, y=0 (si x>0; f=cosf).

‘%(y»—x)- x=Viy?

Vi) =2+ = (P (P D) ) =

(perpendicular a la curva de nivel como debia).

V£(0,2)=(4,0)
Plano tangente: z=0+ %(x—O) +0(y-1), .

/2 (2 2
b] En polares: fffdxdyzf fr@drd@z[é]l[sené]g/zz.
D o Ji

[En cartesianas se puede hacer, pero con calculos mas largos. Como f x(x%+y?)

folf\r—ffdx‘iy +f12f0\/4__y2fdxdy =f01[2—1]dy +f12[2—y]dy: 1+2_[y72ﬁ

2y = (P4y)'? es:

)

2. Sea g(x,y,z)=ye*. a] Hallar Vg, Ag y la derivada de g en el punto (2,1,0) segun el vector v=(3,2,1).

b] Calcular fffvg siendo V el sélido limitado por x=0, x=1, y=0, y=1, z=0 y la superficie z=1+y?.
[0.5 puntos]

a] ]Vg=(0,e1,ye2) . \Ag:yeZ \ Dyg(2,1,0)=Vg(2,1,0)-(3,2,1) = 3].
=(0,1,1)
b] En [0, 1]Xx[0,1] esta z= 1+y2 por encima de z=0 (no se necesita el dibujo). U A z=lty
2 /
1 o1 pl+ys 11 1
Mye=[ [ [ yededyax=[ [ ylet'~11dydx= [ [ye!™'~y]dy -
0JoJo 0Jo 0 Y

72 1
:%[e'“ _y2]0: 1(e*—e-1)|. !

3. Sea f(x,y)=(y%,2xy). a] Hallar divf. Probar que f deriva de un potencial y calcularlo. b] Hallar el valor
de la integral de linea del campo f desde (—1,1) hasta (2,4) alo largo del segmento que une los puntos:
i) directamente, encontrando una parametrizacion, ii) utilizando el potencial hallado en a]. [0.5 puntos]

a] divf=f,+g, = . Como g,=2y=f; yel campo f es C'(R?), deriva de un potencial:

szyz - U=xy2+p(y) - Uk y)=xy2 '

Uy=2xy - U= xy* +q(x)

b] i) La recta tiene pendiente 1 y corta x=0 en y=2. Es, por tanto, y=x+2. Y
Una parametrizacion seria, pues: c¢(f)=(t,7+2), te[-1,2], ¢/(#)=(1,1) — ! i
) ¥x
2 2
[ £ds= [ ((+22,20+2)) - (1, Dde = [ [32+8t+4]dr = [P+422) | +12=33]. /z
ii) Con el potencial, sin necesidad de hacer integrales de linea: T : x
|
-1 2

[ fds=U@4H-U-1,1)=32+1=[33].




Soluciones del control 2 de Métodos Matematicos (17 de diciembre)

1. Sea [C] y”+y’ =2y =1-2x. a] Hallar la solucién general de [C] y la que satisface y(0)=1, y’'(0)=-1.
b] Escribir [C] en forma autoadjunta y precisar cudntas soluciones cumplen y(0)—y’(0)=y(1)=0.  [0.5 puntos]

a] De coeficientes constantes. u>+u—2=0, u=1,-2 = y=cie’+cre " +yp.
#=0 no autovalor — y,=Ax+B,y,=A,y;=0 - A-2Ax-2B=1-2x; A=1,B=0,

[La férmula de variacién de las constantes nos llevaria a hacer integrales bastante largas].

y=cie*+ cze‘2x+x‘ .

y0)=ci+cr=1

el y’(O):c1—2c2+1:_1}_’Cl:O’CFl’ y=e P +x

Imponiendo los datos: y' = cje*—2ce™*+1

b] En forma autoadjunta: (e*y’) —2e*y = e*(1—-2x) . Veamos cudntas soluciones tiene el problema homogéneo:

— X -2x  _ X_ -2x Y(0)-y'(0)=3c2=0
y=ciet+cre ™,y =c1e*-2ce - W)= +epe? =0

} — C1=C= 0.
Como el homogéneo tiene sélo la solucién y=0, nuestro problema no homogéneo tiene una sola solucion.

. .z z z — " 2
[Imponiendo los datos en la solucién de la no homogénea se tendria: y = %e 25 % e +x].

Y+ Ay =0 a] Hallar autovalores 4, , autofunciones {y,} v (v, yn) (debe coincidir con el formulario).
2.5 {y(O) :y’(%) =0~ b] Calcular el desarrollo de f(x)=x en serie Z Cnyn(X).
n=1 [0.5 puntos]
/ _ppr_ _ < . . L - ox ci+cr =0+ o
a]l ad’ =B =0, g=0 = sbélo 1>0. [O directamente: A1<0: y=cjel* +cre™* — peilel?+eP/21=0 } — ¢ —62—0].

y0)=c1 =0
Y (3)=c2=0

A>0: y=cjcoswx+cpsenwx, y' =—wcysenwx+wcycoswx. y(0)=0—-c¢;=0— y’(%)zwcwos%zo

A=0: y=ci+crx — }—> A=0 no es autovalor.

- wy=2n—r, |4, =2n=1)*7%, y,={sen(2n—1)zx} |, n=1,2,... (como en formulario).

1/2 1/2 _
<yn’yn>r:1j;)/ senzwnxdx = %ﬁ)/ [l—COS2an] dx = 41_t_ % = (como en formulario).

1/2 1/2 1/2 2n-1
bl ¢, =4 [} “xsen(2n—D)mxdx = cos(n—mx| |+ gtz Jo | cosn—1)mx = gt sen 251
X _q1y+l
Por tanto: | x = ;‘—2 Z:} 52;11—)1)2 sen(2n—1)nx | = %[sennx— é sen3mx + 2—15 senSmx+-- ] .
3. Sea 2yu,—xu,=2u+4y*. Hallar su solucién general y la que satisface el dato inicial u(2,y)=0.  [0.5 puntos]

Z—f; = —2% lineal (mejor que separable). y= CelC2mdr = cehna™? = % . Caracteristicas: .

&= xzy uy=x2 Ug+uy _u _u _ _ 5 _ ) >
{n=y —>{ux:2xyu§ = Uy =442y =442, u=p@n+n [2dn =pEn+207 . |u(xy) = p(x’y)y+2y* |

—_ 2 2 2 * 2 Eaw)
5 . =x 2, _ 2, & _PE 28 pixy) 2
[Maslargo. {f]:xy_) M,]——)—(M—T——I—]M—UT. u—n—2+7]—4_x—2+2y ]

Imponiendo el dato inicial: y '

u(2,y)=pdy)y+2y* =0, p(dy)=-2y —> pm=-%, |u(x,y)=2y>-1x%? . “

Comprobamos: u(2,y)=0, y ademas: 2yu,—xu, =2y(4y—x2y)+x(xy?) = 8y* —x2y? = 2u+4y? . N\
[Como x=2 no era tangente a las caracteristicas, la solucion debia ser tnical]. \
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3*. Sea uyy—2uyy+uy,+u,—u, = 0. Escribirla en forma candnica y hallar su solucion general y la que satisface
los datos iniciales u(x,0)=0, u,(x,0)=1. [0.5 puntos]

Uxx = Ugg

2 _ <1 &= x+y Ux = Ug _e — | forma 2,
B“—4AC =0 parabdlica, {77=y - {uy=u5+u,]’ {uxy_ugg+u§,, , canénica M +u=0 —

Uyy = Uge+2ugn+ iy

u=pE)+qE)e ™ = | plx+y)+qx+y)e™ | SNy () = [p(r+y) + 4 (x+y) - glx+y)] e

general

: . [ P)+g(x)=0 = p'(0)+q'(0)=0~, px)=1. ) _ ] [facil de
Imponiendo datos: { D0+ (D) —q(x) = 1. g)=—1" Por tanto: |u(x,y)=1-¢ comprobar].

[La ecuacion uyy—2uxy+2ux+uy—uy =0 es eliptica, el cambio sale el mismo y la forma canénica (no resoluble) es: ugg+uy,+uy =0].




