Soluciones del control 1 de Métodos Matematicos (4 de noviembre de 2014)

1. Sea f(x,y) = % . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0,1,-1. Hallar y dibujar Vf(1,-1).
Escribir la ecuacidn del plano tangente en el punto (1,—1). Hallar div (Vf).
b] Hallar la integral doble f fD fdxdy , siendo D el tridngulo de vértices (1,0), (2,0) y (1,1).  [0.55 puntos]

al f(x,y)=0 — , f(x,y)==1 — parédbolas |y=+x?|.
Vf=(fo.fy) = (-2, 5). VF(L,-D=[2.D)].
Plano tangente: z = —1+2(x—1)+ 1(y+1), .
div (Vf) = Af = furt fy = .

b] ff 2 dydx f 1=+ Z)dx =1+~ 21nx—2] =[3-2In2|.

Algo més largo: ff 2 dxdy f fo[y+l—2%y]dy:%+1+2[1n(2—y)](1): 3 2mn2].

2. Sea g(x,y,2) :yezx‘Z . a] Hallar Vg(1,-1,2) y escribir uno de los infinitos vectores unitarios u para los que
la derivada de g en (1,—1,2) en la direccion del vector u es 0. Elegir entre b] y b*]:

b] Calcular fffvg, siendo V el s6lido limitado por los planos x=0, x=1, y=0, y=2, z=0y z=2-x.

b*] Hallar el valor de la integral de linea de i) g, ii) Vg desde (0,0,0) hasta (1,2,2) alo largo del segmento
que une los puntos. [0.45 puntos]

a] Vg:(zyer—z’ er—Z,_yeZX—Z)‘ Vg(l,—l,Z): (_251’1) . D(a,b,C)g(la_laz):Vg(l’_l,z)'(a’b’c):b+c_2a'

La Dy es nula, por ejemplo, segiin el vector (1, 1, 1) . Haciéndolo unitario: | u = (2=, 1= L (perpendicular
V3’3743 al gradiente).
o) _ b] En [0,1]%[0,2] estd z=2—x por encima de z=0 (no se precisa el dibujo).
/1
e i 2 pl p2-x 2 1
229y (122)_ | fffvg :fff yeX 2 dzdxdy :fydyf [e2— 2] dx
i ! 0JoJo 0 0
e I 1
Al i , :2[%6:2)‘—%63"‘1]0: e?—1-%e+2e72).
i
2 b*] 1) ¢(t)=(¢,2t,2f) (saltaalavista). ¢/(1)=(1,2,2). ||[c/(®D)||=V1+4+4 =3.
1 1 , 1
< [ g-ds= [ ge@)lie’@lide= [} 6rdt=[3].

ii) Més fécil: [[Vg-ds=g(1,2,2)-(0,0,0) = [2]. [Directamente: [ (47,1,-20)-(1,2,2)ds = [ 2dr =2].

3. Sea f(x,y)=(y*,xy). a]Hallar divf y V(divf). Precisarsi f deriva o no de un potencial.
b] Comprobar el teorema de Green f f [gx—fyldxdy = 9§ f-ds, con D regién dada por x>+y*<2 e y>x.
D aD

[D es un semicirculo girado O y la integral doble conviene hacerla en polares]. [0.5 puntos]

a] divf=0+x=[x]. V(divf)=|(1,0)|. Como g,— f, =—y # 0, no deriva de un potencial.

b] ff —ydxdy = 57r/ \f r2senf = [1 3](\)/5[0089]2744_ 22 [____]_ B

Wi

En cartesianas (de las dos formas) es mas complicado. Por ejemplo:

ffo f\ffmydydx f_]lfmydde=—f__\1f20dx+f_ll —xz‘%”zdx
_f -1] dx—'[ ]0_2 -—2——%

Parametrizaciones sencillas: ¢1(f)=(¢,1), t€[—1,1] (en sentido correcto). 5,5/; ------ -1

c2()=(V2 cost, V2 sent), tE[” 5”] (también en buen sentido).
56 f-ds:f (,12)- (1, l)dt—i-f (2sen 21,2sentcost) - (— V2 sent, V2 cost)
oD
_f 2t2dt+2\/_f5ﬂ/ 2” |dt= 3+2\/_[cost—%c0s3t]i’;i4=‘3—‘+2[1+1—%—%]: -
2sc—s
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Soluciones del control 2 de Métodos Matematicos (13 de enero de 2015)

1. Hallar la solucién general [ y(x) y u(x,y) respectivamente] de: i) x2y” =2y, ii) x2u,=2u. [0.2 puntos]

i) x%y”"—2y =0 es de Euler. u(u—1)-2=p?—u-2=u-2)(u+1)=0 — |y=c1x>+cx7' |, ¢1,c; constantes.

ii) Lineal con una constante para cada y: u(x,y) = p(y) eJ@/)dx — p(ye /x|,

con p funcién arbitraria.

2. a] Sea { y'+dy=0 Hallar (usando el formulario) el desarrollo de f(x)=1-x en serie de autofunciones
¥ (0)=y'(1)=0 " del problema, escribiendo en concreto los 3 primeros términos no nulos de la serie.
b] Sea y”—y =3e~>*. i) Hallar su solucién general y la que satisface los datos iniciales y(0)=1,y’(0)=0.
ii) ; Cudntas soluciones de la ecuacion cumplen los datos de contorno y’(0)=y’(1)=0? [corto] [0.5 puntos]

a] El formulario nos da autovalores A,=n?7%, n=0,1,..., autofunciones yn={cosnmx} [yo={1}] € Vu>yn)-

=1-x=2 +Za,, COSNAX CON ay = 7 j(; (1—x)cosnmxdx (pomendo % vale también para 0). Por tanto:

- — —9_ — 2(1 X) 2 _ 2 r1_ para n>1
a0—2f0 (1-x)dx = 2—[x? ]0—1 .y = senmrx] mrfo sennmxdx = ——[l-cosnn] Z, "G par
1 2 2 [A la derecha, un dibujo hecho
Por tanto: | 1-x=5+ 23 COSTTX + 5 5 COS 3rx+--- conmaple de 1-x ydelasuma o8
de esos 3 términos]. 06
bl i) u==1 ey, =Ae >, 4A-A=3 — solucién general y = cje*+ce " +e 2", 04
. +c+1=1 _ _ 02
Imponiendo los datos: 2_2_2_0 —ci=1,c0=—1.|y=e*—e " +e >*|. )

0 0.2 04 0.6 08 1
(A=-1no

es autovalor) = el no homogéneo tiene solucién tnica.

ii) El problema homogéneo tiene sélo la solucién y=0

3. Sea [E] uy —u,,=6t. a] Escribir [E] en forma canénica. b] Hallar la solucién de [E] que cumple los datos
iniciales u(x,0)=u;(x,0)=0 [mejor que basarse en a] es usar D’ Alembert]. [0.4 puntos]

€= xtt {”xx=“f§+2“fn+“nn 4 3
—Adug, =6t |ug=3(m—
n=x-t’ Uy = Ugg—2Ugn+Upy ’ én > | 4(77 &)

[o copiando las caracteristicas de la hiperbdlicas] t= %(g‘;: —n) forma canénica

a] Las caracteristicas de la ecuacion de ondas son {

b] Con D’ Alembert directamente: wu(x,t) = % fot f Tl 6tdsdr = fot 67[t—7]dT = 3172 - 273]6 = .

x—[t-7]
Wy =Wy =0

_ _ 3
W(x,0) 2wy (x,0)=0 > W=0- u=t".

Lo més corto. Como v=7 es solucién clara de la EDP, con w=u—v — {

Mucho peor usando a]: u= %(57]2—527]) +p&)+q(n) = %(ﬁ—xzt) +p(x+1) +g(x—1) ‘2) p(x)=—q(x)= sz f

[Lo que no tiene sentido es usar separacion de variables, pues es en todo R y no hay condiciones de contorno].

4. a] Hallar la solucién 7'(r) de la ecuacién 7'+ 9T =t que cumple el dato inicial 7(0)=0. [0.5 puntos]

Uy —uy, = tcos3x, x€(0,%),r>0
b] Resol 2
Resatver {01 0 B0

[probando una serie con autofunciones del problema homogéneo].

a] T = Ce_9t+e_9’ftegtdt: Ce_9’+é—— (o probando y,=At+B — A+9At+9B=t, A—% =—8l1 ).
§ed—3 [eat T(0)=C-5=0 > [T=&(e"+9r-1)|.

X" +AX =0 (formulario) N
X,(O) =X(E) =0 (formulario)

u(x,t) = ZT(I)COS(zn Dx — Z [T’ +(2n—1)>T,] cos(2n—1)x = tcos 3x = 0cos x +1cos 3x +0cos 5x +--

b] Las autofunciones vienen dadas por: { X, ={cos(2n—1)x}. Probamos, pues:

Y del dato incial: u(x,0) = Z T,(0)cos(2n—-1)x=0 = T,(00=0Vn.
n=1

La tnica solucién que noes 7,=0 es para n=2: Té+ 9T, =1,T5(0)=0 1]> u(x,t)= 8%(6‘9’+ 9t—1)cos3x|.




Soluciones del control 2* de Métodos Matematicos (12 de enero de 2015)

1. Hallar la solucién general de x%y” +xy’ —4y =4.

[0.2 puntos]

y=cix’

=-1 aojo —

Euler con p(u—1)+u—4=p2-2=u-2)(u+2)=0 e y,

+ex 2 —11.

~2 - — —
Sin vista: |W|= ;x _)2‘)(3 =—4x7!, yp= x’zf%dx—xzfx_fé’flzdx = —x’zfxdx+x2fi—f{ = —%—% .
vy =0 Escribir la ecuacién en forma autoadjunta. [0.4 puntos]
2. Sea {y , (O)y ., ()1} )__ 0" Precisar si A=—2 y A=0 son o no autovalores del problema.
YE=y= (Cuantas soluciones de y”’+y’—2y=4x cumplen esos datos y’(0)=y’(1)=0? [corto]

forma autoadjunta.

(ey') +1e*y=0

Multiplicando por e*:

Como aa’ =8 =g =0 todos los 1>0 y A=-2 no puede ser autovalor. O directamente:

y'(O) =c1—2c2=0

1

-2

,u2+,u—2:0, u=1,-2, y=cre’+ cre” 2, y = cre*=2ce 2, {

y(1)=cre—2ce72=0"

e —2e2

#0 - c1=c=0.

Y(0)=-c2=0

y(1)=—ce” ' =0 — =0 y cualquier ¢;. 4=0 es autovalor.

[ yo={1} autofuncién]

WApu=0,u=0—1, y=ci+cre™, y =—cre™, {

Como si A=-2 el problema homogéneo tiene sélo la solucién y=0, el no homogéneo tiene solucion dnica.

3. Sea [E] uy—2u, = (x+2y)u . Hallar sus caracteristicas y utilizando la regla de la cadena, la ecuacion para u; .
Hallar la soluciéon general de [E] y la tnica que satisface el dato inicial u(x,1)=2. [0.4 puntos]

% = —% . f2dy:—fdx+C. Caracteristicas: .
Haciendo {ii;ﬁzy - { Zy iiuf+”” = up=(x+2y)u=&u. u=p(é) et =| p(x+2y) e |
= o= g
[0 mis largo: { i:fzy - Zyifﬁi uy 2=+ 2y, ty==5u. u=piE)e = pix2y)e 20,

-V

2 = p(v)=2e7,

x+2 _ u(x,y)=2 exy—x—2y+2y2 —2e0-D+2y) |

Imponiendo el dato inicial: u(x,1) =p(x+2)e

Comprobamos: u(x,1)=1,y ademds: u,—2u,=(x—-2+4y-2y+2)e" =(x+2y)e".

[Como los datos se dan sobre una recta no caracteristica, la solucion debia ser unica].

a] Resolverla por separacién de variables [separar u=XT , hallar las X,
y las T, ,y determinar los coeficientes de una serie con los datos iniciales].
b] Hallar el valor de u(2,2) mediante la férmula de D’ Alembert.
[Tras extender la g(x)=x de forma impar y 27-periddica]. [0.6 puntos]

Uyp—uy,=0,x€[0,7],2€eR
u(x,0)=0, u;(x,0)=x
u(0,1)=u(r,t)=0

4. Sea

a] En el formulario estdn las ecuaciones que salen al separar y de los datos 0 se deduce X(0)=X(m)=0y 7(0)=0.

X”+AX=0 (formulario) _ _ T”+aT =0 _
{X(O):X(ﬂ):O -  A,=n", X,={sennx},n=1,2,...y {T(O):O — T,={sennt}.
Probamos u(x,t) =) c,senntsennx — u,(x,0) = nc,sennx=x — ncn:%foﬂxsennxdx: %+0.
n=1 n=1
ke _1yn+l
Por tanto, la solucién es: |u(x,t) = Z X nlz) senntsennx

n=

., X+t c .. T
b] La solucién es u(x,t)= % fx _, &, con g" extension impar y 2xr-periédica de x.

u(2,2)=4 g =1 [Tsds+ 1 [Hs-2m)ds =5 + 1652 _4rin? = .

g,
1 2(ﬁ_z)sa’s:(7r—2)2.

/ L x%
_m L4
/‘ om-4 7‘/21{
2Jo

[Con ordenador: sumando 10 términos de la serie con x=7=2 se obtiene u(2,2)~ 1.3047 y es (7—2)>~1.3032].

O como es impar respecto a 7: u(2,2)=




