Soluciones de problemas 1 de MM(im) (2020)

1. x=(4,3),y=(1,-1).x+y=(5,2),x-y=(3,4) y x+3y=(7,0),
Ix+yll=V29 <6 <5+V2 =||x||+]||y|| . [Ix—y||=5=distanciade x a y.
x-y|=1<5V2 =||x||[lyll. x-y >0 = dngulo agudo. ||x +3y||=7.

(x+3y)y _ 7 _ 2 Ed o
By Iyl = 7\/E—cosgb — y y x+ 3y forman un dngulo % (claro en dibujo).

k
-1

0
”;‘”'”‘;,” =1=cos¢ — ay b formanun dngulo Z. [a+b|=](2,1,-1)[|=V6 <2V2 =|a||+||b]| (6<8).

X=t+s
Plano que contienea ay b: x=17(1,0,—-1)+s(1,1,0), =5 —|z=y-—x|.
a ybi x=1(1,0-D+5(1,1,0), {323,

O como a x b es perpendicular a este plano: (1,—1,1) - (x,y,z) =0 7

2. b-a=(0,1,1),a-b=1,axb= =(1,-1,1), a-(axb)=0. |[b-al|=V2 =distanciade a a b.

i
10
11 perpendiculares

Segmentos c(f)=a+7(b—a) y c.(t)=b+t(a—b),ambos con t€[0,1]. Es decir:

e(t)=(1,0-1)+2(0,1, )= (1, 1, 1=1) |, e.(t)=(1,1,0)+1(0,~1,~1)=

curvas de nivel: — corte con todo plano x=cte — z=|y|
y=4-C-2x b) curvas de nivel: |y|=C

2.
1
0
1
0)

c) |4x*+y>+472=4

d) | z2=x2+y%—1| de revolucién \\\\“““.“'\!.'!,',"l,,'
\\\\\\\\ | "’//,/4

7=C — 4x?+y?=4-4C? x=0 > y2-72=1

v — hipérbolas
x=0— L472=1 <—eli\pses \lw/ X # y=0 — x>-72=1 p
B z B \\‘ = N z 4
24,21 elipsoide (esfera u

y=0— x+z°= estirada « —) hiperboloide
de una hoja
(wikipedia)

4. a) Vi=(y,x) =(1,0)(0,1) (1, 1)) (2,2) (1,-1) (=1,1) (=1,-1)

[silla de montar en (0,1)(1,0) (1,1) (2,2) (-1,1) (1,-1) (=1,-1)

la del Ej
como la del Ej 8] Plano tangente: . y I
4.

—

b) [g(x,y)=y*| Vg=(0,2y) [=(0,2) en (1,1)]. P

—eo—o o —eo—o—o
X

Plano tangente: z=1+2(y—1), . I:4T

c) ’ h(x,y) =2x-y ‘ Vh=(2,-1) (constante y L a las rectas)

Plano tangente: z=14+2(x—1)—(y-1), .

(claro, debia ser el propio plano)

d) | k(x,y) = P+y) 7| Vek=——2—(x,y). Vk(1,1)=(-1,-1).

-5
(x2+y?)

[ Vk apunta hacia el origen y es mayor cuanto mas cerca estemos].

3—x—y
5 .

Plano tangente: zz%—%(x—l)—%(y—l), z=




fx:5x4y_4_y3, fy:xs_?’xyz- fxx:20x3y’ fxy:fyx=5x4_3y4, fyy—_6xy~

X+y

| fOny) = X0y —4x-xy’
’g(X,)’) =xex+y ‘ gxz(x+1) ex+y s gy :xex+y . gxx=(x+2) ex+y 2 gxy:gyx=(x+1) ex+y s gyy =xc

h(x, y) = S22) hxz—i;cosgxy)—%sen(;cy), hy=—sen(xy) .
hx =[5 =% ] cos(xy)+ 33 sen(xy) , hxy=hyx==ycos(xy), hyy=-xcos(xy).
k(x,y) =arctan$ | . ky=ois s ky=—5 - kXXZ—ﬁ, kxyzkyx:%, kyy:ﬁ'
VF=(3x?+z7%", —2z,2z¢* -2y) LD 2(2,-2,1).

F(x,y,z)=x>=2yz+e*z%|.
Plano: (2,-2,1)-(x,y—1,z-2)=0. .

Perpendicular al vector y al gradiente en el puntoes (1,0,1)%x(2,-2,1)=(2,1,-2) —

[O resolviendo ;;f;l?ﬂ_)_oc:;a_% , vector de la forma (2b, b,—2b) de médulo 9|b| ] )

7. f(x,y)z(x3—y)2 yle(®)=(,1nt)|. f=0,1 - y=x>, y=x>+1.

Vf=(6x°(x* ), 2(y=x%)) , Vf(1,0)=(6,-2),
¢(0=(1,H5(1,1), de modulo [[|=V2. Duf(1,0)=(6,-2)-(, L)

=2V2]|.

, t€[=2,2] . Pasa por los puntos (e 2,4), (1,0), (e, 1) y (e* 4).

[La curva es la grifica de y=(logx)?, pues r=logx e y=t£> ]

8. | c()=(¢, ?)

i) ¢/(r)=(e', 2t), ¢/(1)=(e,2) . Tangente x =(e, 1)+ 1(e,2)=(e+1te, 1+21).
_y-l yzgx—l . Normales (1, ¥e) — \/%rl(ilﬁe)-
€

En cartesianas: =3 — 7
ii) Larecta r(s)=(s,s—1) cortalacurvaséloen (1,0) (r=0y s=1).
[s= el,s—1=1> = 1+t*=¢!’ © =0, como muestran las gréﬁcas].

9. | g(x,y)=v20-x2-y2| |c(t)=(t,1°) ‘
=T/ \ 1 /

a) g(x,y)=C — x*+y*=20-C?. Circunferencias para 0<C <2V5.
Para C=2V5 es el punto (0,0). C es parte de la parabola y=x2. : .
R U

==X =Y ye(-1,1 :(L —L).
b) gx \/m, gy \/m g( £ ) 3\/2, 3\/2 c’\ / /
=4

Plano tangente: z = 3V2 + ﬁ(“'l) - %(y—l), 7= 3L2[2O+x—y] .

2
i

O bien: G(x,y,z)=x>+y*+z°=20 — (2,2,6\/5)-(x+1,y11,z—3\/§):0.
o) ¢/(=1)=(1,20)|__; =(1,-2) . W' (1)) =gx(x(1), y(1)) x' (1) + gy (x(1), (1)) ¥’ (1) = Vg(e()) - €'(1) .
t=—1

"—1)=Vo(— (1.-2)=| L ; : : NP2 fF (g —_—t21 L
W (-1)=Vg(-1,1)-(1,-2) vk [Componiendo y derivando: h(1)=V20-12—t*, h’(t) ot \ﬁ]
10. h(l‘):f(t,—t, IZ) h,(t) = fx - fy +2tfz s h”(t) = (fx), - (fy), +2t(fz), +2fz
= fxx_fxy+2tfxz - fyx"‘fyy_ztfyz + 2tfzx_2tfzy+4t2fzz + 2fz
= fuxtfyy+42 for =2 fuy+8t fry =4t fyz + 2,
En concreto, para la f dadaes h(f)=r* h”(t)=12¢>. Con la férmula: h”(t):812+4z|zzt2:12t2.
4x -1 972 8 -1 9
1. gy, 29)=(2-y+32%. 2y—2%) | Dg=( 5] = Dg2.-1.n=(%, 7 {) 039
Df Dg :(12018)'

u+2v u+2v
P, v)= (42" 2usv) | DE= ()77, g(2.-1.1)=(12-6) = DE(12.-6)=(} ).
(Fog)(x,y,2)= (2, 3x2462%), D(fog)=(" > *
s ) B s 6x 0 18Z2

,queen (2,-1,1) T




12. | f(x,y) =22 | fio= (ny)z’ fy= (1+xy)2, V£ (0,2)=(-3,1). Plano tangente: z =2-3x+y—2=y—-3x.

1+xy

Recta tangente, perpendlcular al gradiente: (x,y-2)-(-3,1)=0 — y=3x+2.

O directamente: 1+xy =2 — y= 22); — y’(0)=(]_37)2x_0=3 — y=2+3x.
O derivando implicitamente: ¥ )(Hx(yll;(y);’y)(y”y,) vy = 14 =420 = y(0)=3 ...

Si h(u,v)=f@+v>—1,e"+1), es Di(1,0)=Vh(1,0)=(Vf(0,2))(Dg(1,0))=(-3, 1)(3 12 2. o) (<0.1) =
D y5-1/y3)h(1,0)=(=9,1) - (T _7) 542,

2 .
13. f(x,y):)ﬁy2 C=0 — x=0. y2_C - x?+y’=%, (x—35) +y2=% si C#0,

circunferen01as de centro (5 ,0) que pasan por (0,0) y (& ,0).

Vf(x,y)= (—2 2y ) VF2,1)= ( 25, ﬁ) (L ala circunferencia por el punto).

(2422 (xP4y7)?

i ] 1 2 |52
i) La derivada direccional es 0 en direccién perpendiculara Vf: |u=(+%,72)|. N1 /

0 1277 2/
ii) Uno claro es |u=(1,0) |, pues la parcial fy= —% es precisamente la derivada segun i.

Con menos vista: Dy f(2, 1):V-u:(—%,—%)-(a b):—% — 3a+4b=3, b:%(l—a) y ademds a’+b*=1

— a?+5a*-Za+5=1,254>~18a-7=0, a=16-% — b=0 6 32. u=(—3, 32) otro.

Af==2x(x2+y2) P (x2—y2) (x2+y2) 7 = 2x (x24+y2) T +8xy? (x2+y )_3:Wi—xz)3[—x2—y2+x2—y2+2y2]:@.

Mejor en polares: f(r,0)=22 f =_c80 f — 26080 | fog=—2C Af=f,+1f+ rszH 0.

73

4. a] 525 =C — P4y?=2% =12, 4 para C=1, 1.2,

2+x2+y?
2
1 ;par; 7'= (2+;2)2; z(O):O,z(l):%,z(Z):_

o
= 2+y2 y—

b] Vf = ((2_,_;;1),2)25 (2+x2+y2)2) Vi, -1)= (411: _%) :

Plano tangente: z =5 +4(x 1)- (y+1),z=3¢(x—)’)-

Doy f(1,-1)= (Z’ _Z) -(2,2) =0 [perpendicular u al gradiente] y:—\l“—»\‘:\ : I
Lo . .y . . 1 23 e
Maixima en la direccién y sentido de Vf: v = ( ik —%) . . o iz y
M | _ 8122 |
c] eJOr en pO ares f(r) 2+r2 b fr (2+r2)2 b frr (2_‘_7)’; . S o = y
8(2-r?) _ 8(2- N 5
Af=frr+ iy = S0t =300 T
i j k
15. f(x,y)z(xz, l,yz) , 8(x,v,2)=z]| a) divf =2x. rotf =|gox ooy 60z|=(2y,0,0). Vg=(0,0,1). Ag=0.
x2 1 y2

rot (Vg)=0, div(rotf)=0 (sin necesidad de calcular nada). V(f-Vg)=V(y?)=(0,2y,0).
rot (f xVg) =rot (1,—x2,0)=(0,0,-2x) . rot (V(f-Vg))=0, div(rot (f xVg))=0 (de nuevo sin calcular).

b) div(gf) = gxfi+8fix+8y o+8 oy +8: [3+8 3. =8 (fix+ oy + f32) + (8x: 8y, 82) - (81, 82,83) = gdivf+Vg-f .

j k
rot (g f)=0/ox 6/{9y /02| = (8y [3+8 3x—82/2—8 J22, 82 [1+8 [1: = 8x [3—& [3x: &x 2+ 8 fox—8y [1—8 f1y)
8RR 2 o(fax=fazs fie= fax fox—Fiy) + (80 8- 82)X (1. fos f3) = g 1ot + Vgx f .
Comprobando: Pk
div (gf)=2xz+y?=22x+(0,0, 1)-(x%,1,y?). rot(gf)=(2yz—1, x2,0)=(2yz,0,0) + 02(1) i
X y

i j ok
ox oy doz
xy ¥ oxz

16. |F(x,y,z)=xyi+y?j+ xzk|. divF =3y+x. rotF = =(0,-z,-x). V(divF) =(1,3,0).

i i k
O/ox )0y )0z
0 -z —-x

div(rot F) =0 (sabido). rot(rotF)= =(1,1,0). V(F-F) =(2x(y*+z%), 2x2y+4x3,2x%7) .

x2y2iyhex2z2




Soluciones de problemas 2 de MM(im) (2020)

1. a) /01/01(x2+y2) dx dy :folfolxzdxdy +/01/01y2dydx :/()lxzdx+/0]y2dy =%

b) /lz/lzlog(xy) drdy=[*logxde+ [*logydy=2[2log2-1], pues [ logsds=slogs]’ - [ 1ds=2log2-1.

C)/Ol/o1 ye*Ydx dy :/0'[exy](1)dy :/Ol[ey_l] dy=e-1—-1=¢e-2.

1px 1 20 1
O [f e dvas=[ e[ $lav= [ 10-wla= 454 = 4.
. 1 peyy Uy 1
Obien [ [ ey dedy =[y[S]V dy =4 [ 2=y dy = §[5-4] = 5
1 Vi-x2 1
— ) _ 4
e) /_lxl — dydx-Z[lem{parx dx=0 6

[Podemos decirlo sin célculos pues es integral de funcién impar en recinto simétrico].
/2

f) // senxdxdyz/m/”_ysenxdxalyz/”/2 cosy—cos(fr—y) dy=[2seny]0/ :

Peor: // / /2/ senxdydx+//2/7r Xsenxdydx / xsenxdx+ /2(7r—x) sen x dx
:—xcosx]0/2+/0” cosx dx — (m—x) cosx] )2 /ﬂ;cosx dx =0+1+0+1 :

/Ozncos Q/OIrzdr do = %/Ozncoséodé =0.

. 2 1 2
g) Mucho maés corto utilizando polares: / cos?6 do / rdr = 3 / (1+cos26)do = §
0 0

0

/2

Y=X,

Y=T—X
X=T—y

0 /2

L]xzf_g dy dx = 4/1x2\/1 —x%dx = [x:sent] = 4/0n/zsen2t cos’t dt :/On/zsen22t dt =7

1

4—4x+x2
- dx =

h) /lzfoz’x%dydngf [-2-2n|x]]} +

[ f continuaen D pues sélonoloesen x=0].

1 _3
5—5—211'12.

y=2-x
X=2-y

_ T
Algo més largo: /01/12 y% dx dy :/01y [1—%] dy :/01[y+1— %] dy . T

2.a] f(x,y)=y*—x=0 - x=y?, f=—1 — x=y?+1 (pardbolas). Vf(x,y)=(-1,2y).
f(1,-1)=0, Vf(1,-1)=(-1,-2). Plano: z=—(x—1)-2(y+1), z=—x-2y—1.
Duf(1,-1) = —V5.

s . X —_ (1 2
D, minima en sentido opuesto a Vf: (1,2) —» u= (\B , \B)'
feoxtfyy=2. f(r, 0)=r’sen—rcosb. frr+i+f9—9= 2s2+2s2—9+2c2—2s2+§ =2.

b [ 0P drdy ="y Jay=["[3+¥]ay=

y/4y

Y_+y

v/

Peor: /_2[)‘ (y?=x) dydx+/0/2x (y>=x) dy dx :[2 8J“T)‘—Zx—xz)dx+/ (8 B _Dx+2x )dx:7

C=1

fx,y)==271=0,1 /4
5 )(01)

Vf= ((x+1)2’x+1 (=L 1). Af_(x+1)*'
bl [ f A/ x+1dydx— /)1—1d

Mas largo: /0/0 —7dxdy /yln(1+y2)dy_ 1n(1+y2)] /0

3. a] ,—1 — rectas y=0, y=x+1, y=—x-1.

Dyvf(0,1)=(-1,1)-(2,%)=1

4

1

0

'y34y—y
1+y2

dy =

4. f(x, y):\/"Tyz al f=0— x=0, f=1 - x>=x>+y?, y=0 (si x>0; f=cosh).
(0,2)

Vf(x,y)= W()’, —x) —

(2 , 0) (perpendicular a la curva de nivel como debia).

Plano tangente: z =0+ %(X—O) +0(y-1), z=35.

0
\C——l

In2-1+lm2.

x:y2

C=0

=

b] En polares: // fdxdy =/ﬂ/2/2rM dr df = [ﬁ]f [sen@]é’”: %

[Peor: [ f dx=7+)? // fdxdy+// Vo e dy= / [2-1] dy+/

e [2-y] dy=3 -

[51i=31



0,-2
5. g(x,y)=yyx2+y2. a) Vg=(xy(x2+y*) 172, (x2+y2)”2+y2(x2+y2)‘”2)=\,+—(xy,x2+2y2) 2 0.4).
x2 y

Plano tangente: z=—4+4(y+2)=4y+4. g(r,0)=r’senb. Srr+ 84850 = 25425 s— =3y (x2+y?)~1/2,
Mis largo: gxx+gyy =y(x+y?) ™ 2=y (P +y?) 243y (62 +y%) 12—y (22 4yH) 2T

b) f;;zfozﬁsenez[%r“]é[ cos@]”/2 .

V2 pV2-x2 V2 :‘/:
6. i)/ / x dy dx =/ xV2—x2dx = _l(z_xz)s/z]f: L 5 2
1 0 1
. V2?2 12 - A =V207
o bien: /0/1 xdxdy:( = _/ dy:z—gz— —i
. 7/4 N2 .
11)/0 /I/Cosgrzcosedrdaz%/o [2\/_ ——=]d6 =1[2V2 sen 0 tan@]"/ 5 z
2fon/z % 1 cos 6 dr d = /O7r/2(1—sen29) cos@do=3%. _ . ) =
/2 pcos 6 72 =0 porsimetriade Ry p. 1
X=13 2/0n r2 cos?0 dr do :/0 (1—sen29)2 cos 0 do :%‘

8. z positiva en el rectdngulo: V:/I/Q(x2+y) dy dx :fol x2 dx +/12 ydy= %+4%
0J1

2p,1 p0 2pl1 1
9, a)/// eydzdydx:// yeydydx=2/ yeydy=2[(y—1)ey](l):
0Jo J-y 0 Jo 0

[z=xy es un ‘paraboloide hiperbdlico’ (silla de montar)].

b) ///xy z3dxdydz—£/x/0xyxy Pdzdydx=1 // 6dydx—— lezdxzﬁ. Il \ v

10. g(x,y)=2e‘\”‘2er2 de revolucién. g(0,y)=2e~! con pico.
2 V¥ =1 & r=+/x2+y2 = In2. Polares-cilindricas:
27t pIn2
v=["["r[2e7~1]drdo = 2x[-2(r+ D) e -5 ]

-1 0T 2 k5 ape——

=2r|1- 1n2—l(1n2)2] ' :

z

. F(x, y,z)—y+2xz a) VF=(2z,1, 2x) paire ( -2,1,2). Dy=0 si v.L VF. Perpendicular también a (1,—1,0)
i
P 2_(2 2,1). vll=V4+4+1=3, |u=(3.3.1)| (0 —u). 3
1 -1

b) La integral trlple se puede hacer en cilindricas (mejor) o en cartesianas:

/0”/01/01 r2(sen 6+2z cos ) dz dr dG:/07r/013r2(sen 6+3 cos0) dr dH:/O”(sen 6+3cos0) db= . ) L
1 pV1-x2p3 1 pVI-x2
/ / Fdzdy dx=/ / (3y+9x) dy dxz/l(%—%x2+9x\/1—x2)dy dx:/1(3—3x2)dx:.
-1Jo 0 -1Jo -1 0

— V=

Wi

impar
12. El cono z =+/x2+y? y la esfera X2 +y*+72=4 piden hacer la integral en esféricas =22
—_ /42 3 _ l 4 2 2 n/4 _ A e
///‘/1—277/0 Ofrsen¢cos¢dpd¢—n[ |o[sen?¢]y"" =27 ﬁ
2 VA2 A
En cilindricas: 27r/ / rzdzdr = 27r/ r(2-r?) dr=2r|r*- ]f: 2. - S 5
4 X _y __________________

Peor en cartesianas: / /F = zdzdydx —/ /F —-x2- )dy dx = -
13. a) r=£(0), 6€[a,B] — c(6) = (f(@) cos O, f(0)senf), ¢'(6) = (f cosO—f send, f' sen 6+ f cos §)

N TOIE \/ F2(cos20+ sen2d) + (/)2 (cos20+ sen2d) — L= / ﬁ\/ [£O)]*+[f(6)] a6 .
b) r2=2rcosf+2rsenf, x> +y>=2x+2y, (x—1)2+(y—1)? :; , circunferencia.
i) foﬂ/z 2(cos B4sen 6) rdrdf = /(-)n/2(2+4 senfcosf)dl =m+2.
i) 2+(r")*= 4[c2+2sc+sz+s2—2sc+cz] =8— L= 2+2+/07r/2\/§d9 =4+7V2.

[Las integrales son innnecesarias: i) A= ”(TW+¥ =nx+2; 1) L= 2+2+2%5 =4+7r\/§].

14. a) f(x,y,2) = yz, e(r)=(t,3t,21), c’(t)=(1,3,2);/fds :/%%/ﬁ dt = 2V14 P]} = 52V14.

b) f(x,y,2)=x+z, e()=(t,1%, 2F%), ¢'(1)=(1,21,2%) ; /fds / (r+ t3)(1+2t2)dz_%(z+§z3)2];=§.



15. |F(x,y,2) =22 a) |VF=(-23, 1 2)| VF(1,0,1)=(-2,1,2). |AF=223% |,

b) La D, es maxima en la direccion y sentido del gradiente. ||VF||=3. | u= (—% , % , % ) . [Yla DyF=3].

c) Plano tangente: 0= (-2,1,2)-(x—1,y,z—1) = =2x+2+y+2z-2, es decir, z:x—%y .

[Claro, la superficie F=2 esel plano y+2z=2x y su plano tangente es €l mismo]. Z//
2 p2p,0 2 2 2
F= y+2z ("1 /1.2 =2 "L =212l
O I, /I/OL/Z 22 dz dy dx /leo 1y2 dy dx 3/1 Lge=|21n _ 2
o) ¢()=(1,20,21), 1€ [0,1]. F@=61. [[FI=V8. [.Fds=[ 12V2rdt=|6V2|. F<T=
i i Kk Z=-y/2

16. f(x,y,2)= (xy,x,-yz). divf=y+0—y =0. rotf=|o/6x /9y 0/9z
Xy x -yz

3
/Cf - ds =f07r(costsent,cost,— sent)-(—sent,cost,0) dt =/07r(coszt— sen’t cost) dt = §+[%—Se%’]"=£.

o _ [no deriva de
= ( Z, O 5 1 )C) un potencial].

Como ||c’||=Vsen2t+cos?t+0 = 1, la longitud de la curva es L=f07r ldt=nr.

17. f(x,y)=(xy,0) entre (—1,0) y (1,0). Usamos en todas el pardmetro x, xe[-1,1]:
a) ¢(x)=(x,0), ¢=(1,0). [ 0dx=0. b) e(x)=(x,1-x?), ¢'=(1,-20). [ (x—+%) dx=0.
c) ¢(x)=(x,|x|-1), c’:{ 8:51’)’;;;0 . /_01(_xz_x) dx +f01(x2—x) dx=0.
d) c(x)=(x,—m) , ¢ = (1,x(1-x2)"1/2). /_11 —xV1-x2dx =0.

Pero no es gradiente de nigin campo escalar pues f, =x # 0=g, (sobre otros caminos no se anulard).

18. a] f=0— x=00 y=0; f=1 - y=2% _ perpendicular a la curva de nivel

x2

VF(x,y)=(2xy,x?). Vf(-1,1)=(-2,1). u=j lo cumple.

c] Cartesianas: //D f =/01/0mx2y dy dx:%/olxz(l—xz) dx:%[% - %] = %

) Lpvisy? ! 32 52]!
Mis largo: /0/0 x’ydxdy = %/0 y (1-y?)""dy = - (1-)?) ]0 =15,
/2
En polares: ffD f =/ /lrr3 cos?0 sen 6 dr df = [%rs](l) [—%cos39]g/2= % .
0 0

d] Como g=Vf, para hallar la integral de linea basta calcular f(1,1)—f(-1,0)=1-0=1.
1

Directamente: ¢(#)=(t, %), te[-1,1] - fcg-ds=f_1] (t+2%1%)-(1,§) di= | (t+31%) d1=0+1=1.

19. [f(x,y)=(y,x)|. a]l divf=f,+g, =0. Como g =1=f, y f es C'(R?), deriva de un potencial:
Ux=y — U=xy+p(y) _
Uset — U=xy+qly) U(x,y)=xy|. y

b] i) La recta tiene pendiente 1 y corta x=0 en y=2. Es, por tanto, y=x+2. ! Mo
Una parametrizacion seria, pues: c¢(¢)=(t,7+2), te[-1,2], ¢/(1)=(1,1) — 5
2 2 2
ffods= [ (t+2,0)- (1, 1) dr = [* (2t+2) dr =*]" +6 =[9]. %1 )
ii) Con el potencial: /c f-ds=U2,4)-U(-1,1)=8+1= @ ) P
20. f(x,y)=(y+3x2,x). a] div f=6x+0= . gx=1=f, y feC' — deriva de un potencial.
b] Para calcular el valor de la integral de linea podemos calcular el potencial: { Y=z
Ue=y+3x* = U=xy+x3+ p(y) _ 3 T e _ 17 _ _—- -1
Umr o Usaprgto) — U=xy+x®, [ f-ds=U(-1,0)-U(1,0)=[-2]. ’

D
O podemos parametrizar la curva y calcular la integral: ¢(¢)=(cost,sent), t€[0,n] —

Foae=[" 2 — [T[2_2 2 _I1 3,17 =
/E f-ds —/0 (s+3c%,¢)-(=s,c) dt —fo [cm:zst -3c?s| dt=|5 sen2r+cos’t] | —.
O, como no depende del camino, hallar la integral sobre el sencillo segmento ¢.(x)=(x,0), xe[1,-1]:

/E*?'dE:/I_IBXZ,x)-(l,O)dx =/1_13x2dx:[x3]1_1:.
1 pVIy2 ' N e 1
cl L/\/; 6xdrdy=[0dr=[0] o [ [""6xdydr=] 6xVT—x2dr =-2(1-x2)*?]" =[0].

~' impar

/K/l 6r2 cos 0 dr df= 2/ncos 0 d6=2sen 9]3 = @ . [Debia anularse por ser 6x impary D simétrico].
0 Jo 0

-1 1




21. D limitado por y=-2, y=0,x+2y=0y x+2y=2.

a) [, (x+2y) dxdy = [ fz 2 (x+2y) dedy = [ ( ([51%,7 +4y)dy = [P2dy=2.
Obien: §Z5F2 X272 oI — 1 B wdvdu= [Judu=2

b) Como f(x,y)=(1,cosy) cumple (1),=0=(cosy), = deriva de potencial (U=x+seny) :>f f-ds=0.
oD
Directamente (largo): ¢1=(r,—%), t€[0,2], ea=(t,-1), 1€[2,4], e3=(1,1-%), 1€[4,2], ¢4=(1,0), 1€[2,0],
/0 [l——cos dt+/2 dt+A [1—2005(1 dt+/2 dt = ——sen1+4sen1—0

1,-1,2
22. a] Vg=(2ye2 %, 2% —ye22) "5 (T D). Diwporg(1-1,2)=Vg(1,-1,2) - (a, b, ¢) =b+c—2a.

La Dy es nula, por ejemplo, segtin el vector (1, 1, 1) . Haciéndolo unitario: u = ( T ) (perpendicular

V3’ V3’ V3) algradiente).
s _ b] En [0,1]%[0,2] estd z=2—x por encima de z=0 (no se precisa el dibujo).
Z=2-x “-2-2}/’/ f/v g :/02/01/02_Xy e2*"2 dz dx dy =/Ozy dy/o1 [ez"— e3x‘2] dx=e?>—1-2¢e+2e72
/,/’/1 cl i) e(r)=(1,2t,2t) (saltaalavista). ¢’()=(1,2,2). |lc’(t)||=VI+4+4 =3.
i fog-ds= [ g(c)llcldi= [ 6rdr=[3].
7 ii) Fécil: [ Vg-ds=g(1,2,2)-g(0,0,0)=[2]. [Peor: [' (41, 1,-20)-(1,2,2) dt= [, 2dr=2].
i jok

23. g(x,y,2)=(2ye?,e?*,2z) . divg=4ye?*+2. V(divg) = (8ye>*,4e*%,0) . rotg=| o 0y o

2y62x er 2z

=(0,0,2¢*2¢%¥) =0.

Podemos usar la definicién sobre el camino dado [parametrizando a 0jo o usando ¢(r)=a+1(b-a) ] :

) =(1,21,1), 1€[0,1] — fzg-dE:/l(Mez‘, 2,2).(1,2,0) dr = [} (41+2) X di = [20e¥ |} =
0

O podemos calcular la funcién potencial [rot g=0y geC! ] y evaluarla en los puntos final e inicial:
Uy=2ye™* - U= yez"+ p(y,2)
Uy=e™ = Umyedrsglrs) = U=ye?+22 - [ g-d5s =U(1,2,1)-U(0,0,1)=2e2+1-1 =| 2¢? .
U,=27 - U=z +r(x,y)
i j k
d/dx 8/dy 8/0z
z y?

24. g(x,y,2)=(z,¥*x).al divg=2y. V(divg)=(0,2,0). rotg= =(0-0, 1—1,0—0)=(_).

(y geC' = g conservativo).
1

/2
—c2+s%c| dr=]4%sendr—1 sen2e] 7= 1.
Y cosar ] [3 2 ]o 3

b] Con la definicién: f g-ds —/n/z —s,s%,¢)-(=s,c,~c)dt = foﬂ/

Ux=x — U=xz+p(y,2)
Hallando el potencial: Uy=y*> > U=1y’+¢(x,z) — U:xz+%y3 — fgg-dﬁz U(0,1,-1)-U(1,0,0) :.
U,=z > U=xz+r(x,y)

Integrando sobre el segmento ¢.(t)=(1-1,t,—1), t€[0,1]: fE §-d§=/1(—t, 2,1)-(-1,1,-1) dt:fo1 > dt= .

(0,2z—cz,0)|=0si |c=2]y feC'(RY).
=zz—>U=xzz+p(y,z)

Sic=2existeel U: Uy=2y - U=y>+q(r.2) , |U=xz2+y*| > [ £-ds=U(1,0,1)-U(0,0,0) = [1].

25. |f(x,y,2)=(z% 2y, cxz) |. divf= . rotf=

k
9.
o0z

cxz

d -3:@ -

i
a
z?

Uz=2xz = U=azl+r(x.y) Sin necesidad de hacer integrales de linea.
[Una parametrizacién seria: ¢(t)=(¢,0,t), t€[0,1] — fc f-ds= fol(tz,O, 21%) - (1,0,1) dt = fol 3t dt = 1].
Pk V(divf)=(0,0,2)
26. a] f =2xzi+ j+x*k. divf=2z. rotf= =0. e
al fley.2)= 2z i otk divE=2e. rotf=loox ooy 902 =0 -\ (b p) - A(4x224 1wt 220024 82
b] //V 2z dxdydz :/03/0202_x 2zdzdx dy = 3/()2(2—x)2dx _ —(2—)()3](2) -3 i
¢] Como rotf=0y f es C' en R%, existe la funcién potencial. = P
Uy =2xz = U=x*2+p(y,2) — - iy
Uy=1— U=y+qx,2) ,U=x’z+y = [f-ds=U(1,3,1)-U(2,3,0) = 1., £

U,=x* - U=x*2+r(x,y)
[Con ¢(1)=(2-1,3,1), 1€[0,1] > [ f-ds =/0‘ (4r-212,1,(2-1)%) - (1,0, 1) dt :/01 (4-8t+31%) dt = 1].



27. a) f(x,y)=(y*2x), ¢1= (4—t2, 1), t€[-2,1], ea=(t,1-2), 1€[0,3] (sentido opuesto).
f-ds= [(-203+8-27)di - [ (P-2e+4)dr =26-1 —12=2.

3.1

y

oD

1 pa-y? 1 C2 A2
gx=fy=2-2y, [ [ " (2-2y)dvdy=[,(4-6y+2y")dy =3 . 0 o
b) f(x,y)=(0,xy?). c(t)=(2cost,2sent), t€[0,2n] ¥
— fc f-ds = (0,8¢cs?)-(-2s,2¢) dt :/027r 126 s2c¢* dt = 4m - [%]3" =4r.
4 sen’2t=2(1-cos 4t) Zx
gx—fy:y2 , f[)y2 dx dy :fOznfOZ r3sen’6 dr df = [‘—llr“]g . %foh(l—cos 20)d0 =4n.

[En cartesianas célculos muy largos: fzfﬂ y2dy dx = 2/ (4—x 3/2 e

Srfd V2 Sn/4
& ge=fy=-y. [l ~ydvdy = [ [ P seno=[ 1] 7 [eoso |7 —”[————] -3
En cartesianas (de las dos formas) es mas complicado. Por ejemplo:

V2-x2 -
fo ==L vavas =\ [ vavay = [ 0dv+ [ [#-1] dv = -4,

Parametrizaciones sencillas: ¢1(¢)=(¢,1), t€[—1, 1] (en sentido correcto).
(1) = (\/5 cost, V2 sent ) [%, ST”] (también en buen sentido).

f-ds :fl (2,1%) - (1, 1)dt+/5ﬂ/ (2sen’t,2sentcost)-(—V2sent,V2cost)  swd 7 -1
oD
—f 2t2dt+2\/_/57r/4 [sc ;{s ]dt =3 +2\/_[COSt— 5 cos t]5%4= % +2[1+1—%—%] = _‘3-‘,
2sc”—s
bre® e ok e 2 x2x210 1 o2 g | 1= N
28. a]/O/c)k2 )cexdydx-/0 [x—xe™ "] dx=%-—Fe™ ]0+2/0 e 2dx=| == | e T
b] gx — fy = —xe" . Segun Green, la f - ds vale lo de arriba. Directamente: L

oD el

c1(1)=(0,1),ye[e?, 1]; ea(t)=(t,e™),t€[0,1]; e3(t)=(t,e'72),t€[1,0]. L
fop £ds=[5 0,1 - (0. 1) dr + [ (1, 1) - (1, =) di + [ (072, 1) - (1,e2) dt | |
:l—e‘2+/01(t—e") dt+f10(te2"2+ e~ dr=3- e‘2+[e‘t]O [Le2— 1e2-24 e"z]? =1

/2 p3 - ;
29. a] i)/ /rzcosédrdé’:2[sen9]o/2 [’3—3]3=
-n/2J0
3 Vo7 3
[ =3[0 ds =20 -[ )y <[18)
3
O bien: // xdydx:/ 2xV9-x2dx =—3(9- x2)3/2 =227=
Vo—x2 0

b] i) Como g, — fy=x el campo no es conservativo (debia ser =0). ii) divf=fi+g,=|1-y/|.

iii) Segtin Green el valor de la integral de linea en sentido antihorario coincide con el de la integral de a]: .
Calculando la integral de linea directamente: ¢(z)=(3 cost,3sent), [— s E] . ¢ (0)=(0,y), ye[3,-3].

) _ /2 _ e -3 ) _ _ i _ 3 7T/2_
}{mf ds_[m( 9¢s, 35) - ( 3s,3c)dt+/3 (0,y)-(0,1) dy _[ (27s c+9sc) dt /3ydy—18s lo "=18.

impar

= =1
30. a] y(1-2x)=0 — rectas y=0,x:%. y(1-2x)=1 — y= 1_12 )’—O,X—lz asintotas. v c=0
T oy(=D=3, y(1)=-1.
Vf(x,y)=(-2y,1-2x), Vf(0,1)=(-2,1) (perpendicular curva C=1). N2
Dy=0 en la direcci6n perpendicular al gradiente: u= (% , %) 0 u=(—% , —%) , C:‘,l Fel N\
div(VF )= Af(x,y) = fex+fyy =0+0=0. P
2p2-x 2 2 !

b]//Df=/O/O y(1-2x) dydx:%/o (2-x)2(1-2x) dx :/0 (2—6x+3x2—x3) dx = 0] . /

. (1 _[’ V(=2 v =T 2_.3 _
Mas corto: /0/0 y(1=2x) dx dy —/0 y[(2 y)—(2-y) ] dy —/0 [ 2y+3y -y ] dy —@.
¢l g(x,y)=(xy% xy) . Como gx—fy =y—2xy # 0, g no deriva de un potencial.
Una posible parametrizacién es: ¢(x)=(x,2-x), x€[2,0], ¢/(x)=(1,-1) —
/g - ds :fzo(x(Z—x)z,x(Z—x))-(l, —1) dx =f20 (2x=3x2+x3) dx = xz—x3+%{x4]g= @
[Se podria hacer con Green en el tridngulo, cuyo borde estd formado por nuestro segmento y los ejes donde g=0.
ﬂ%Dg-ds = 0+0+/cg~ds =//D [gx—f,] dx dy =//D [y—2xy] dxdy =0 (calculada en b])].




Soluciones de problemas 3 de MM(im) (2020)

1. a) y/:_Z_y y:Ce/a(x)dx:Ce—Z/dx/x:Ce—Zlnx:Celnx'2= % )
b) [y =% | y=cefa@dr = cefdxi = [ceth].

X
c)’ !
d) y,=3y_x+2 ef dx3x — finx_ y1/3 y=Cx1/3+x1/3f2x‘1/3dx=.

[También es de la forma y'=f(2): z=2 — xz/+z=%+2, [3£=-3In(3-z)=2Inx+C, 3—z=Cx2/*._.].

e’ — 5‘ (yp aojo). [Sin ojo: y=Ce*+ exf Se ™ dx =Ce*-5 ] [También es separable].

e) | 5= =2xy*| separable: f% = [2xdx+C, —é =x’+C > |y = C—lxz :

f) d—§:x+§ separable: f%:fxdx+C—> y—log|1+y|:x72+C (no se puede despejar y).

2) E:x+§ lineal: e/dx/"—x y= Cx+xf“lx — .
h) % =e*Y| separable: feydy :fexdx+C — |y=log(C+e*)| [mucho mas largo z=x-y, z'=1-e% ...

2. dﬁ —152;:25; 12x+5y+(5x+2y)j—)y(:0, My=5=N, exacta. U=6x2+5xy+p(y)=5xy+y*+q(x) |

iy 2245)d
O también: z=2, xz’+z:—152:25;, (Z§+5;+6Z / 2d)‘+C 2+5z+6=5 i

y2+5xy+6x% = C‘ .

3. a) |[T'=4-4T|, T(0)=0. La de la homogéneaes Ce ™ y la T, =1 salta a la vista. General: .
O bien, con fve: T=Ce™ + e“”f deMdt =Ce™+1. T(0)=C+1=0 - C=-1, .

; o —or [. o ~or.:_1 (oprobando Tp:At+B —
b) [T’+9T=1t|, T(0)=0. T=Ce™+e /telldt Ce™+5—4 A+9AI+9B=1, A=1, B=—1).

z9t ot
9fe dt

T(0)=C-g:=0 — |T=g(e™+9r - 1)/.

o [T’ L T(0)=0. T=Ce™J (0 dr—[ce-te) [T 050 (7=

[Las lineales homogéneas (de coeficientes continuos) con datos O tienen siempre por solucién la trivial 7=0].

d) T:Ce’+2e’f e~ sent dt . Integrando 2 veces por partes: | T = C e’ —sent—cos? | .
[Sin integrar: T, =Acost+Bsent — —As+Bc=Ac+Bs+2s —» B=A, -A=B+2 —» A=B=-1].
T(0)=C-1=0 — [T = ¢’ —sent—cost].

4. a)

Y/ +2y +5y=0| p?+2u+5=0 — p=-1x2i,

y = (c1¢co82x + ¢y sen2x) e‘x‘ .

b) [x2y” =3xy"+3y=0] Euler. u(u-1)-3u+3 = 42 ~4p+3=0 — p=13 — |y=cix+cod|.

c) ’xz "—x(x+2)y" +(x+2) y:O‘ . No es de coeficientes constantes, ni de Euler, ni falta el término en y.
. . /52
Buscamos una solucién que salte a la vista: y;=x — y2:x/ = Z =X e, |y=cix+ czxex‘ .

[Si no se puede ver esa solucién (que es lo habitual), hay que acudir a series].

y(x) =c1x"+cox™™ sin>0

2,17 —n2y = ;4 _ _1=p2 -+
5. [x°y"”+xy’—n"y =0|. Ecuacién de Euler. u(u—1)+u—1=n", u=+n — Y(x) = ¢ +calnx si n=0




6. a) ,u=i\/§,yp=Aezx,4A—3A=1 — yzcle‘ﬁx+cze“/§x+ezx.

[Con la fve casi siempre es mds largo: |W|=-2V3, yp= e“ﬁx/ emﬂx \E"/ CVx 2"[

9.

-2V3 Z\f

2

+\/§_2+1\@]]'

b) u==i, y,=(Ax*+Bx) c + (Cx*+Dx) s, Yp+yp=(2A+2D+4Cx) c + (2C-2B-4Ax) s

— y=clcosx+czsenx+1x smx+zxcosx .

2

c s

c) Czl, yp:s/6c3—c/6s02=

y’'+y =6 coszx‘

R ’y =C1COSX +Cp senx+4sen2x+2cos2x‘.

O bien, 6cos’x=3+3cos2x — yp=A+ Bcos2x+Csen2x — yp:3—cos2xT

d) |y”+4y’+5y=x| Coeficientes constantes. p>+4u+5=0, p=-2+i — y=e>*(cjcosx+casenx)+y,.

=0 no autovalor — y,=Ax+B — 4A+5Ax+5B=x, |y= e >*(cj cosx+ cpsenx) + -

E .

4

[La fve nos llevaria a integrales bastante largas].

e) |y’ —=2y"+y=x?| u*-2u+1=0 — pu=1 doble, y = (ci+ c2x) e*+y,.Como x=0 no autovalor:

yp= Ax’+Bx+C — 2A—4Ax-2B+Ax*+Bx+C = x?

a) u=-1 no autovalor. Probamos y,=Ae™": Ae™ -2Ae™*-34e™"=¢"", A :?11

, A=1,B=4,C=6,

y=(c1+crx) e’ + x> +4x+6/.

Y742y =3y=f(0)] pP42u-3=0, p=—1£V4=1,-3 - y=cie"+ e +y),.

s |y=cret+ e - ge

3x _ 1.—x

b) u=1 siloes. Probamos y,=Axe*: A(x+2)+2A(x+1)-3Ax= l,A:%, y=cie¥+ cre

¢) u==i noloson. yp=Acosx+Bsenx — (2B—4A)c—

a) |y 42y’ +2y=2| pP+2u+2=0 — p=—-l=+i, y=

y(0)=y’(0)=0 — {01+1 =0

Cr—Cl1 = 0

-3x

— Lye—x
7xe

(2A+4B)s=s. |y=cie¥+ cre™¥

1 1
—10 COSX—g senx|.

(cicosx+cysenx)e ™ +1 (y, asimple vista).

N ’y = 1—e‘x(c0sx+senx)‘.

b) |y”+2y'+y = x+2| p?+2u+1=0, u=—1 doble — y = (ci+cox)e ™ +y,.

yp=Ax+B — 2A+Ax+B=x+2 — A=1, B=0. Lasolucién general es:

C1=0

Imponiendo los datos: { cr—c1+1=0, ca=—

. =0
0 A e i

| - Lasoluci6n es, pues: ’y(x) =x(l-e™) ‘ :

y(0)=c1-2=0

d
y=cicosx+ca senx+x2—2 &5 ) ,
¥ (0)=c2=0

y:2005x+x2—2‘.

d) H=%1 — y=ciCcosx+crsenx+y,. yp,=

(Ax+B)e*, y,=(Ax+B+A)e*, y

y(x)=(ci+cx)e™ +x.

2A+Ax*+Bx+C=x?, A=1, B=0, C=-2.

=(Ax+B+2A) e*

(2Ax+2B+2A)e*=2xe* —» A=1,B=—1. y=cjcosx+cysenx+(x—1)e*. {EI_:IOZO , ly=cosx+(x—1) ex‘.
e) y”+y:ﬁ =i, _CS zzl, yp:s/ —c/c3 ———26 — y—clcosx+czsenx+cosx
y(O)i’()O):O y= COLX —Ccosx = % .
a] Z—)yc:—yT_z i) Como lineal: %:%+}C/2dx=—f—c+% — y=£42, |x(y-2)=C|.

iii) (y— 2)+xdx 0, My=1=N,.

2 1 ’_ ; ’_ r_ _v,2 _C :
b] )y=v - v =-2+% > v="=+2 (como arriba),

i) u(u—1)+u=0, u=0 doble, y =ci+crlnx+y,.

I Inx|__
0o x!|~

+
ii) Como separable: f% = —f%+C, In(y-2) =C-Inx, y-2= % 7

Uy=y-2,U=xy-2x+p(y)
Uy=x, U=xy+q(x)

1
— xy-2x=C.

Para hallar la y, :

1 y,=Inx 12/x -1 M—h O mejor, y,=Ax (Ae®) > A=2.



10. a) u(u=1)+2u=0 — y = cj+cox '+ y, solucién de la no homogénea.

‘1 = x 2, yp= i AL U2 Omejor, y,=Ax? (Ae¥) - 24+4A=1.

0 —x72 276

1

O también: xv'+2v=x — v= %+§ - |ly= 6)(2 §+K , como antes (con otro nombre de constantes).

b) Euler. p(u—1)+0u—2=p>—p—2=(u-2)(u+1)=0 e yp=—1aojo — |y :c1x2+§—2 -
2

L. -1 B 2n .2 “1n.—2 2
Sinvista: [W|=|7 " |==3. yy=x'[XE—dx - [ X Edr = -% [dx+ 5 [ 24 = 51

c)’ 2y +4xy’+2y = e* ‘ Y=F+G+Yp, IW=—x~ 4 yp=—x 2/xe +x‘1fe =S y=F+3+5].

2

11. ’(x+1)y”—y’:(x+1)2‘ Y'=v, vVi=Ig+a+l, v=rci(x+1)+x>+x, yzcl(x2+2x)+cz+%3+x7 .

Obien, x+1=s, sx”/—x'=s (Buler), y,= As®, y = kys® + ko + & = ky (x+1)2 + ky + &0 7

12. ’ 2 3xy’:4‘. Como Euler: u(u—1)-3u=0, u=0,4 — y=c;+cx*+y,. Conlafve:

4 4
‘(1)4);3:4)63. yp:x4/14/xd —lf 4/x dx:x4fd—§—/d—x:—l—ln|x|, —cl+c2x—ln|x|‘
,=As
[Haciendo x=¢* — y"’"—-4y’'=4 yl—> y= ci+coet —s/]

O bien: y'=v, v’:f—cv+%, ednx =3 v=Cx3+x3fidx:Cx ——, y = C%*+ K — In|x|, como arriba.
: ’_ 3_1Y). ci+cy =3 _

Imponiendo los datos (y’=4cox’ -1 ): {462 3 ’y 2+ x4 1n|x|‘

13. .,uzil e yp:Ae‘zx, 4A—A=3 — solucién general y = cie¥+ cre ¥ +e 2%,
Cl+C2+1=1

i) y(0)=1, y’(0)=0. Imponiendo los datos: cl—cae2=0 > €1 =1, cp=-1. ’y: ef—e '+ e_z"‘.

Cc1—C =2
eci—e lep=2e

: L S A 2x__ 2 X_ (a2 -X
_, , sistema con solucién Gnica. Es y=e e [e (e“+e+1)e ] .

i) y’(0)=y"(1)=0.
[Viendo 4.3: como el problema homogéneo tiene s6lo la solucién y=0 (por no ser A=—1 autovalor),
sin necesidad de echar cuentas se sabe que el no homogéneo tiene solucién dnica].

14. a) ’y"+y’ :2x—1‘. i) P+u=0 — cr+ce ™ +y, . yp:Ax2+Bx (u=0 autovalor) —
2A+2Ax+B=2x-1, A=1, B=-3, ’y =c1+0r e‘x+x2—3x‘, y'=—cre ¥ +2x-3

i) y=v - v'=—v+2x-1 — v:Ce‘x+e‘xfex(2x—l)dx:Ce‘x+2x—3, y :fv =K-Ce ¥ +x>-3x.

y(0)=ci+c2=0, c¢1= — 2 o {y’(O):—cZ—Z%:O, c;=-3  Imposible. No
b) {y(())—_c2 3=0,cp=-3 —>’y—x 3x+3-3e ‘ ©) y'(1)=—c2e™'=1=0, c=—¢ ’ hay solucién.

[0 utilizando los resultados de 4.3: J_’Cz_i
[e¥y] = e¥(2x-1). /01 e*(2x—1) dx = e* (2x—3)](1)=3— e #0 = el no homogéneo no tiene solucion|.

1S ) X _ -X di. y(0)=ci+c2+1=0 _ X _ X
15. a) u=0,-1.y,=Ae* - A+A=2.y=ci+c2e " +e" — V() =—crt1=2 .

(u=1 no autovalor)
Obien: y'=v — v'=—v+2e*, v=Ce™+ e‘foezxdsze‘x+ex. y=K—-Ce ™"+ e*, como antes.

y/+y +4y=0 2 _ _ _ —x €€ —c2=0 -
b) V(0)=y'(1)=0 w+u+1=0. 1=0, y=ci+c e — e =0 , Ve . Autovalor con [yg={1}].

’ x ox €€ c1=2¢ N, =0
=c1e¥-2cpe — _ _
Y =0 2 cre—2cre2=ci(e—e2)=0, ¢; =0

[Como la ecuacion en forma autoadjunta es [y’ex] " e y=0, al ser g=aa’=BB"=0 sabemos que no habfa 1<0 ] .

— { —€2=0 . Infinitas soluciones del homogéneo {1} .

—Cze_l =0

A==2, u=1,-2, y=cie’+cre™>* . No autovalor.



16.

v+ 2y’+y=4ex‘. a] p2+2u+1=(u+1)?=0, y,=Ae* (1 no autovalor), A+2A+A=4, y=(ci+c2x) e ¥ +e*
Imponiendo datos [y’:(cz—cl—czx)e‘x+ex]: {ClH:O ., c1=—1,c2=0. .

Cz—C1+l—2 ’

— —X — —
b] 1=1 — Y Z (_C(ZC_IZICE?;) o {i f?l))_:clc_l 2_1 _o €1 =0, Yco . Autovalor con autofuncién .

=(cicosx+cpsenx)e”™ {y(O):clzol Lo v T<1<3
X

=2, u=-1+i
A=2, u ' v =(—c15+crc—cic—cps)e”

. No autovalor.
y'(1)=cy(cos1-sen1)e =0, ¢, =0 utovator

c1+co ZO\

’_ ’_ — . . Lo —
17. a] aa’=BB'=0, g=0 = A1>0. |Directamente: 1<0: y=cjeP*+ce P* — per [P+ oo/ =

y(0)=c; =0
¥ (3)=c2=0
A>0: y=cjcoswx+cpsenwx, y'=—wcysenwx+wcacoswx. y(0)=0 — ¢;=0 — y’(%) =wcpcos =0

}—> 01:C2=0].

A=0: y=ci+cx — }—) A=0 no es autovalor.

— wo,=02n-Dnx, |[1,=2n-1)*x2, yn:{sen(2n—l)ﬂx} , n=1,2,... (como en formulario).

sen(2n—1)

(y,,,y,l)r 1/0 sen?w,x dx ——f 1/2 [1 cos 2wnx] dx = }1 ~ SonDx = (como en formulario).
1/2

2n-1) 7
5 .

bl Cp = 4f0 xsen(2n—1)7rx dx :_(2n4—1)7r cos(2n—1)mx| o+ ﬁfﬂl/z cos(2n—1)nx = > sen

4
(2n-1)2rx

Por tanto: |x = iz Z

n=1

sen(2n Drx|= % [ sen7x — é sen37x +

1
5% sen 57x + - ]

1)2

— _ g _2[1=-(=DH" 4w sen(2m—1)7nx —_——.. s
18. a) f(.X)—l bn_2_/0. Sennﬂxdx—%, ;ZT—I) & '° 1“—" @
] I —l<x<0 1+
La serie tiende hacia la extension 2-periddica de f(x)= { 0 UL : :
1, O0<x<l1 UT S
ylasumaes O si xeZ. Cerca de ellos aparecerdn picos. ———————-
La serie en cosenos es la propia constante 1=1+0+0+--- (es una de las autofunciones). i

— 2 — ) _ _ 2x’cosnax 1 4 1 _2(=D™  4xsennmx 1_ 4 1
) bn—ZfOx sennmx dx = e ]0+M/O X COSNAx dx==—r—+=0 ]o n27r2f0 sen nax dx

— L o, 2 _ 1) _2x%sennax]!, 4 rl __4xcosnmx]l 4 1
a0—2/0 x“dx=%, an—2f0x cosnnxdx—T]0+Efo xsennmx dx=—=-"r"5 ] _n2n2f0 cos nmx dx

0

2_ 2(= 1)"+l _ Al 1)" 1] _1_4x (="
Por tanto, x Z[ —~ ]senmrx—g—FZ —

La de senos convergerd mal cerca de 1 y la de cosenos tiende a x> en todo [0, 1].

0 L L L L L L L L L 0 0 T T T T 1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 04 06 08 1 0 02 04 0.6 08 1

a)sen,m=2,5,20 b) sen, n=2, 5,50 b) cos,n=2,5

19. f()c):{l’osxSl Si f(x)—@+2ancosw, es an:LfO f(x) cos "= dx . En este caso:

0, I<x<2
0, npar © m
n7rx 2 nm _ > 1,2 (=1 2m+1) rx
ap= 2/0 dx=1, a"_/o cos 2% dx——”seHT_{ 20" s 5+ ; | Zoue] cos 5 .
Qmihz * "=
i) En x=1 es f discontinua y la serie tenderd hacia 1 [f(17)+f(1*)]=13: (R
1425 0" oo @men _ ‘ . .
5+ % > 5.7 €0s ~———— = 5 [los cosenos se anulan]. : ! :
m=0 3 0 ] s S 2

ii) Como tiende en todo R hacia la extension par y 4-periddica de f

en x=2 ha de tender hacia f(2)=0. Sustituyendo: Tf i:
2 3 (D™ ]

%Z COS(2m+1)ﬂ' = %—; Sl 0, 0.4 \
m=0 m=0

ya que la dltima serie 1—1 —+ z+---=arctan1=7. o os e >

NI'—‘




(x)=sen?x|=4—-1cos2x, yadesarrollada [ ag=1, ay=—1 yrestode a, y b,=0].
272 2 2
b) Como es impar serdn a,=0.

_2 (T x _1r7 (1-2nm)x (1+2n)x _276D"  (=DH"1_ 8 (=D"n
b"_nfo sen 5 sennx dx= n/() [cos 5 COS — ]dx—”[l_ZH 1+2n]— pel Ryl

y'+1y=0
y(0)=2y"(0)=y(1)-2y’(1)=0
cr+ep=2plep—c2]=0 1-2p 1+2p

21. Como B - B’>0 pueden existir 1<0.

<0, y=cieP +ceP* — =[1-2p][1+2p][e P —eP].

creP+cre P =2p[cieP —cre P]1=0" |[1-2p]e? [1+2p]eP

El determinante se anula si p :% (y entonces es cp=0). |dp= —}L y su autofuncioén es |yg= {e"/ 2} .

c1—2cp=0

= c¢1=c2=0. No es autovalor.
c1—cp=0

A=0, y=ci+crx —

c1—2wcr=0, c1=2wc
A>0, y=cjcos wx+cysenwx — | 2 ! 2 — c1(1+4w?) senw=0.

¢l cosw+cey senw—2w|[—cq senw+cy cosw]=0

Por tanto, w,=nx, | A, =n’*n?|, yn:{Znﬂcosnﬂx+senn7rx} ,n=1,2,..

(yo,yo):fo1 e“dx=[e—1]. (yn,yn>=f0 [2n2ﬂ2(l+cos 2n7x)+2nm sen 2nnx+%(l—cos 2mrx)]dx: %+2n2n2

Y/ +dy=0 0. — c1=0 _ _ -
2. | 0 ir =0 | B A=0y=errenr, 20 b ei=0.¥er = 20=0. [yo={x}].

. — _ cl1 = 0 N }
A>0: y=cjcoswx+casenwx, w=vY1 — ep(sen o cos w) =0

¢y cualquiera si sen w=w cosw . Infintos A,=w, con w,=tanw,, yn:{sen wnx}.

Como BB’ <0 podria haber A<0. Para ver que no buscamos la tangente hiperbdlica: 0 ; Wlli "

—crePX 4 e PX — C1T 702N =
ymerer e o O e fer—erp=0) V=0

[no existe p>0 con p=thp, pues (thp)’(O)zl].

tan w

b) Los coeficientes del desarrollo 1 = Z cnyn(x) =cox + Z sen w,x vienen dados por ¢, = ALyn)

= Oneyn) "
n=0 n=1
En particular, <l,x):f01 xdx:% , (x,x):fo1 x2 dx:% . Por tanto, cg = % =, 1:%x +---
V' +2y +1y=0 En forma autoadjunta: (y’ezx) +1e”*y = 0 [problema de S-L regular].

23.

y(0)+y"(0)=y(1/2)=0| ?24+24+1=0 — p=-1+V1-2. En principio, puede haber 1 negativos.

0)+y’(0)=p(c1—c2)=0
—x _, Y(O+y(0)=c2=0
y(3)=(c1+%c2)e”
A>1, VA-1=w — y=(cjcoswx+casenwx) e — y(0)+y’(0)=cow=0, c2=0 — y(3)=c;cos %e 1/2=0
— wp=Q2n-Dr, 1,=1+12n-1)>7?, yn:{e‘x cos(2n—1)7rx}, n=1,2,...

— c1=c2=0.

A=1 - y=(ci+cax)e 129 c1=cy=0.

Por tanto: 1 —Z <<yl yy" yYn> con (yn,yn>=f()l/2 cos>(2n—1)nx dx = }l, (l,y,,):/ol/2 e*cos(2n—1)mx dx.

D" n-)re!2-1 __4

x . a
(cosbxtbsenbx)e” :oncuimos que: 1=4% (-1 o€ cos(2n=Dmx..
n=1

1+b2

Como es /e cosbxdx=

24 X2y 4+3xy +y+Ay=0| a] y"+2 y +x2y+ Ly=0, ef3/"—x (x3y’)'+xy+/1xy:0 = peso.
" y(D)=y(e)=0 Ecuacion de Euler: u(u—1)+3u+1+1=0, u=—-1£v-21.
b] Para =0, u=-1 doble > y=(ci+c2Inx)x™! — igi;f(ccl 132)6_1_0 = ¢1=c2=0. No es autovalor.
=(c, =
_ 2 _ . .2 . .. . cos(mlnx) sen( 7 In x) y(1)=c1=0
c] Para A=n", y=-1+ix la solucién general es: y=c; = +cp = — (&) =—cie =0 VYer .
Es pues, 1=n autovalor con autofuncién asociada ylz{w} .

_ [ 1 _ _[! _1 /! _[1
1,y1) —/1 X3 sen (7w Inx) dx = [ Inx=s] —A sen’(7s) ds = 5/0 [l—cos(2ns)] ds = .



25. Wp=0, u=0,~1. y,=Ax>+Bx — 2A+2Ax+B=x, A

_1 _ _ - 1.2
=5, B==1. y=ci+cre™ +3x"—x.

Imponiendo datos: {142-6_21::—_1 ’ 626210=T—1 — y=1xt—x-1.
b] Mejor mirar el homogéneo: y=cj+cye™™ 5 { e :_? . Inﬁanas sgluc10n§ S ya={1} del homogeneo
—cye7 =0 = infinitas o ninguna del no homogéneo.

26.

Wru—-2=0, u=1,-2, y=cie*+cre >, y'=cje*—2cre" %, {

2 _ —_0 — — —-X r__ —X
lu +lu_05 /J_O’ 1’ y C]+C26 ’ y c2e ’ {y,(l)Z—CQC_lzo

27.

[Imponiendo los datos en la no homogénea o haciendo la integral del terorema se ve que no tiene solucién].

y”’+y’+dy =0 | Multiplicando por e*: ’ (e y’)'+ ety = 0‘ forma autoadjunta.
Y (0)=y(1)=0 aa’= BB =q=0 = los 1>0 y A=-2 no puede ser autovalor. O directamente:

y'(1)=ce
¥ (0)=-c2=0

— C)

¥ (0)=c1—2c2=0
—2(,‘26_2 =0’

1

. 2_2 #0 > c1=c2=0.

=0, Yci. 4=0 autovalor |yo={1}].

Como para A=-2 el homogéneo tiene s6lo la solucion y =0, el no homogéneo tiene solucién vnica.

2 77

Y’ (1)+;y(2)00 al Buler, y?-p=1=0. 1=0 — p=0,1, y=ci+cx =
— - o _L_z cc y' ()= 201_02 0
A==2 > pu=2,-1, y=cx>+%, y'=2cx _’y(g) 2¢1-1e,=0

c2=0
Cizo , Yc1 . Autovalor con |yg={1}|.

= c¢1=c2=0. No es autovalor.

[Como la ecuacion es [y’] + /1)7 y=0 en forma autoadjunta, al ser g=aa’=£8"=0 sabemos que no habia 1<0 ]

b] Como el homogéneo tenia sélo la solucién y=0, este no homogéneo tendrd seguro solucién unica.
[Imponiendo los datos en la solucién de la no homogénea y= cixt+eox! —1, se ve que esa tnica solucién es y=—11].
a0jo

28.

29.

v

Y (2)=4¢2=0

Imponiendo datos: V' (4)=8¢2=0

xy”—y’=x2—a | Lahomogénea se puede resolver como Euler: A(4d-

)-1=0 — y=c1 +cx?,

Y'(2)=y'(4)=0 | ohaciendo y'=v — v'=% - v=Ce"* =Cx - y=ci+cx* [y'=2cox].

— ¢2=0 ytodo ¢ .El homogéneo tiene infinitas soluciones y,={1}.

Xe—logx

. L. . . . . 1./ 1 ’
El no homogéneo tendr infinitas o ninguna. En forma autoadjunta: y”’—<y’'=x-2"— (1))’ =1- 5.
4 4 . . . . .
/2 1-(1-5)dx = 2+[%]2 =2-7 — Si tiene infinitas soluciones. [Si a# 8, ninguna].

[Se llega a lo mismo imponiendo los datos en la solucién genera de la no homogénea --- y = ¢ +czx2+%x3+ax e ]

y(0)=y"(%$)=0 | Sabemos que para el homogéneo son: 1A, =(2n—1)2,

y"+ 1y =senx | Laecuacién ya estd en forma autoadjunta: [y’]’+ Ay =senx.

yn={sen(2n—1)x}, n=1,2,...

Para cualquier 1#(2n—1)? el homogéneo sélo tiene la solucién trivial y el no homogéneo solucién tinica.

Si 1=(2n-1)? el no homogéneo tendra

Por tanto, no hay solucién sélo si 1=1 | fon

infinitas
ninguna

segulin sea ; 8 la integral I=f07r/2 senx sen(2n—1)x dx.

P senx dx #0 ], ya que para los otros autovalores 41=9, 25, ...

la integral es cero [sin calcularla: senx es ortogonal a las otras autofunciones] y hay infinitas soluciones.

30.

[La integral no es dificil de calcular: I = % foﬂ/z [ cos2(n—1)x — cos 2nx] dx

¥+ Ay =cos3x a-a’'=0
Yy (0)=y' () +y($)=0| B-p'>0
A>0: y=cicoswx+casenwx . y'(0)=0 — c2=0 — y'({)+y(§)=
Siel corchete es cero, Cq queda indeterminado. Infinitos w, cumplen
TWh

tan = =2~ . A cada 1,=w?, estd asociada la y, ={cos w,x}.

A1 se pueda hallar exactamente: \/11 =1 -y :{cosx}‘ (tan & a=1).

= 1>20. 1=0: y=ci+cx —

Si cos3x=cjcos x+ch cos w,x , el primer coeficiente ¢ es:

c _ (cos 3x, cos x) fo cos3x cos x dx fon/ (coq 4x+cos2x)dx [ o

{cosx,cosx) / /% cos?x dx / (1+cos 2x) dx m+2

n#l sen(n-1)nm 5cnn7r =0, n# 1]

- 4(n-1)

Y (0)=c2=0 } 1=0 no
Y ($)+y(F)=c1=0

autovalor.

cl[cos T—wsen ] 0.

Para i), por no ser 4 =0 autovalor hay solucién tnica del no homogéneo. Para ii), hay infinitas del

7 2, . ., T
homogéneo y,={cosx} y el no homogéneo no tiene solucién pues: /0

4
/ cos3xcosxdx:}1¢0.



Soluciones de problemas 4 de MM(im) (2020)

1. i) xzy”—2y =0| esde Euler. u(u—1)-2=(u-2)(u+1)=0 — ’y =c1x2 +cox7 1|, ¢y, ¢y constantes.

ii) es EDP lineal de primer orden en x con una constante para cada y:
u(x,y) =p(y) e/@/x)dx _ p(y)e ?*|, con p funcién arbitraria.

2 +u, =4 . . .
2. My FUX=3XY 1 dy _ oy y =x? + C . Caracteristicas: . [También vélidas x>-y=C,...].

u(l,y)=1 dx

Haciendo { _ - oy = iy = 2xupy=4xy, uy=2y=2n. u=p(&)+n- = |p(y—x°) +y°|.

[Més largo: {g:y_xz — Tl — u,=4xy=dén—d’ u=q(§)+2§n—n3=q(y—x2)+2x2y—x4]
“lp=x Ux=—2xug+uy n ’ :

u(x,y)=2x>y—2y+2x? —x4‘ .

Imponiendo el dato inicial: u(1,y)=p(y—=1)+y>’=1 — p(v)=—2v—v?,
[0 bien, g(y—1)+2y-1=1, g(v)==2v 7 |.

Comprobamos: u(1,y)=1,y ademds: 2xuy+u,=2x(2x>=2)+(dxy+dx—4x3) =4xy.

3. ’ Uy —2uy = (x+2y)u ‘ % = —%. f2a’y:—/dx + C . Caracteristicas: .

Haciendo {fix+2y — {ZY ii”f"'”" — up=(x+2y)u=&u. u=p(&) e =|p(x+2y)e
x = Hg

)cy+2y2

5 | §=x+2y uy =2ug ou = -y u= —én/2_ —x2/2—xy]
[O mas largo: { — - {ux=u§+u,]_) 2up=x+2y)u, uy=—3u. u=q(é)e =q(x+2y)e .

Vo (e, y) =2 2 e (D (x42y) ‘ .

Imponiendo el dato inicial: u(x,1)=p(x+2)e***=2, p(v)=2e"",

Comprobamos: u(x,1)=1,y ademds: wuy—2u,=(x—2+4y—2y+2)e"=(x+2y)e"".

[Como los datos se dan sobre una recta no caracteristica, la solucién debia ser tnica].

4. Z—)yc =1 - . Mis corto: {iz)yc_x — {Ziifjé_'_un — Up=u+x=u+1.
u(é,m)=p&)e™+ e’7/ e 'ndn =p(¢)e’-n—1 [o probando u,=An+B]. ’u(x, y)=p(y—x) ex—x—l‘.
_ I
WS METI Ly mukx=uin=E . u=p(€) e+ el [ e (=€) dn =p(£) e’ +E -1 ]

Ux = —Ug

. E=y—x
Al 1 :
[ go mas largo {TIZY —>{
< po)=e', [ulny)= e —x—1].

Imponiendo el dato inicial: u(x,0) =p(-x)e*—x—1=—x — p(-x)=e”
[Comprobamos: u(x,0)=-x,y ademds: uy+uy=e’—1=e’-x—1+x=u+x|.

5. ’ 2xyuy—uy=2xy ‘ dy — —2xy lineal. y =Ce~/2*=Ce™" . Caracteristicas: .

dx

xz — X2 -
Haciendo {fzye - {My CUETI L dxyuy, =2xy, up=1, u=n+p(&) =|y + p(ye*’)|.

n=y uy=2xye¥ug
2 _ X2
[Peor: {‘f:yex - {”y =eue — —uy=2xy, u,;=—2§ne"72, u=ée™ + p(&) = )’+P(yex2) como antes|.
n=x ux=2xyeXug+uy

1

Imponiendo el dato inicial: u(1,y)=y+p(ey)=0— p(v)=-v/e, |u(x,y)=y—y eX'-

-2 )
=VX Uy=X “UgtU
&=y { y &y

dy—zy—>y:Ce/(Z/X)=C621nx=CX2. { 5 X
n=y Uy= —2yX " Ug

6. ’ 2yuy+xuy= 4x2y =

y

2 2 lucio
2yu,7:4x2y, u,,szzz?77 — u:%+p(§). u(x,y):x2y+p(%) Zznicriﬁn

—yy2
O bien {i:;)c}x — xuy=4xty, u,=4xy=4én® — u=én*+p(€) :x2y+p(%).

Imponiendo el dato: 4y+p(3)=3y, p(3)=-y, p(r)=—4v, u(x,y):ny_i_{ .

[Solucién unica por no ser tangente x=—2 a las caracteristicas].




Qy—x)uy +xuy =2y dy 2 5 g=%-1
. a) u(l, y):(y) x ﬁ:%—l — y=Cx"+x — ;2 — XUp=2y, uy=2+2En >
u=2n+En*+p(€)= x+y+p(———) - l+y+p(y-1)=0— p(v)=-v-2, u:%—%+x+y—2,
uy+3y%u, =2 +6y*x —x—3 R
O e )= (E250 0 =2t (G . = p(EP () = ey eay?
u(x, )=x n=y 7 ”
—x—3
O bien, {izi Yy ”'7:—3(%7'%) .,.2(,7_5)2/377 , M=P(§)(77—§)2/3+772(77—§)2/3

u(x,N)=p(x-1)+x’=x* - p(v)=0 —
+2yu, =
c) uy+2yi =3xu Z— =5= /Zy dy = /dx+C . | También se podria haber puesto x—y?=C, ... |.

u(x,0)=2x
_2_ _

Haciendo {& =% ™ — {0 T u, =3uu=(3rP=30)u, u=p(§) em' 7= (=) 2],
n=y Ux = —Ug

é-‘:yz—x {uy:2yu§ 3x _  3n . 4
n = = gty ™ Uy =yU = gy, con la integral bastante mds larga de calcular].

[Peor con: {

Imponiendo el dato inicial: u(x,0)=p(-x)=2x — p(v)==2v, u(x,y)=|2(x—y?)e>>=2

) . : -
dy | Yy % = —2% lineal. y= Ce/(-2/¥)dx = Ccelnx™ = % Caracteristicas: .

u(_l,)’):y3
=x2 Uy=x>uz +u
{iz’;yﬁ {;_2xyi,f " 2y =2u, uy=du, u=pE) e =pE)n. ju(x,y) = p(y)y|.
.=
. [E=xPy uy=x’ug _ __2 _ “2Iny _ 4(£) _a(x*y)
O bien: {77= — = 21t -Hit — —xup=2u, Up==—7u, u=q(§)e "= ot u(x,y)—T .

Imponiendo el dato inicial: u(-1,y)=p(y)y =y, p(v)=v2, u(x,y)=x*y?y = .

Obien: u(=1,y)=q(y)=y*. q()=v*, u(x,y)=2%/x>=[x*y*|.

[Comprobamos: u(—1,y)=y3,y ademds: 2yu,—xuy =6x*y3—4x*y?= 2u . La solucién debia ser tinica].
y VL |- y
L
[ x
j / x
/) N [/

8. a] d_y:2xy i) Como lineal: d—y 242 > y=S+ 1l oxdr=S+x, x(y-x)=C. \):7//
\/

X

N

Y

Ue=y=2x, U=xy—x>+p(y)

_2=c?
" Uy=x, U=xy+q(x) — xy—x"=C 4

i) (y— 2x)+xdx 0, My=1=Ny

/
/

'\ T
iii) y=xz — xz'+z=2-z. [ & =-[244C, In(z-1)=C-2Inx, z-1=2-1=Cx"2. // |
1
/ -
{f xy— x,un:% (1+ u, u=p(&)e” "=p(xy—x2)62x—y_ ,/‘\ :
[Solucién tnica por

Xy=x42x-y=l = o(x=D(y=x+1) | o ser x=1 tangente
a las caracteristicas].

VIFTE — ey ooy |

b]’(2x V)hy+ Xty = yu‘

u(l,y)=p(y-1)e*>=1, p(v)=e""", |u(x,y) =e

)
[Més largo seria: {f}:;y x, -4é=(2x-y)? - u,,=—2xy_yu:——n;7_4§u — u=p(&)e
Comprobando: u(1,y)=€’=1. uy=(x—1)e", uy=(y-2x+2) e, (2x2—2x—xy+y+xy—2x>+2x) e~ = ye-
c] u(x,x)=p(0)e*=e* — p(0)=1.Paracada p derivable que lo cumpla tenemos una solucién. Hay infinitas.
[Dato sobre una caracteristica]. Por ejemplo, tomando p(v)=1y p(v)=e’ es: u=e>**" y u = Xy =X H2x=y

9 . L1 f:x—% . | E=5x—y
. ’uxx+4uxy—5uyy+6ux+3uy=9u‘ Hiperbdlica n=x+y 6 — 4ugy+3ug+u,;=u no resoluble.

n=x+y
2 e E=x-y Hox =UgE
’ Uyy+2Uxy+2uxy =0 ‘ B“—4AC=-4 eliptica ;]:y Uxy = —Ugz+Ugy — Uggtup, =0
Uyy = Ugg—2Ugp+llyy no resoluble

]uxx—3ux+2u=y‘ Parabélica en forma normal. A2-3u+2=0 —, u=1,2 — ‘uzp(y)ex+q(y)ezx+%‘




10. a) [y"+y=3|. u?+1=0, py==i. y,=3 aojo (yp,=A — A=3). Solucién [y=c|cosx+cysenx+3].

- = =x+ Uy=Ug+u Uyy =g g+2ugytilny
Baratggcao {f—x o { ’ = £ Uxy=Uge +Uegn — Upptu=x+y,
P = x e Unx = Ugg

g;rnrgﬁica. p==i, up=¢ — u=p(&) cosn+q(€) sen p+E=| p(x+y) cos y+q(x+y) sen y+x+y| Z‘;L‘frgn

b) ’uyy—2uxy+uxx+u=x+y‘

E=x+2t

11. a)] Urp =AUy +2u; +4u,, = 0 ‘ . BZ-4AC=16. Hiperbdlica. En el formulario: — BENB*-4AC ‘gi‘_‘“‘c =42, {17=x—2t

(O directamente son las de la ecuacién de ondas, pues sélo dependen de las derivadas de segundo orden).

U; = 2u§—2u,7 {utt = 4u§§—8u§,,+4u,],] —16M§; +8Mé’: 0 u__;) v IV N
Uy = Ug + Uy Uxy = Uge+2Ugn+Upny 1 n-

Haciendo el cambio: { 2

v=p(&)e"? = u=qn)+p&)e’? - ’uzq(x—Zt) + p(x+2t) ex/z"‘, g, p funciones C? arbitrarias.

x/2 _ x/2 -2t

— 4p’'(x)e* =2, p(x)=—e*, g(x)=x+l, [u =x-2t+1-e

{CI(X)'FP(X)QX/Z:X s 6]’(X)+[p/(x)+¥]ex/2=l
-2¢'(x)+[2p"(x)-p(x)]e*?= 0

b) Hiperblica {ij-zu {=_ duce gy =—b . = p(E) () -2

u,x——2u§§—2u§,7
0=u(x,0)=p(x)+q(x)-1x? g(x)=1x2-C
= p(x=21)+q(x)—ix2+ 2 4 =12
u = p(x=20)+q(x) = Sx>4xi {o:u,(x,m:_zp/(x)ﬂ_>p<x)=;1x2+c/ = [u=7)]

y=0 no tangente a las caracteristicas — solucién tnica

t

= x— = Uxx =Ugg
0) [uyy+2ury+ity—u=y|. B*~4AC=0 parabdlica, {f]:’; Y {sz_”uf oy {uxyz-ugfwf,,
Y T Nuyy=uge—2ugy+iny

= [y —U=T]] oy H=ELL up=—n = u=p(€)e"+q(&) e —n =[plr—y) e+ q(x—y) e~ y] HE
— uy(x,y)=[px-y)-p'(x-y)| &= [¢'(x=y)+q(x—y)| ¥ -1.

p(x)+q(x)=1 — p'(x)+q’(x)=0 _ _ _
{p(x)—q<x>—p’<x>—q'(x)=1, pP-gy=1 = PO =1 a®=0. [uGx.y)=e"—y]. '

Comprobamos: u(x,0)=1-0, uy,(x,0)=1-1. Y ademds: uyy+2u y+itxx—u =e’+0+0—e’+y=1y.

v=x cumple las condiciones de contorno.
Wi —Wxx =0

H
W(.X, 0) ==X, WX(O’ t) :WX(TF’ t) =0

A,=n?, X,={cosnx}, n=0,1,...,yademds T'+1T=0 — Tn:{e‘”zt}.

Ur—txx=0, )CE(O,TI), t>0
M(X,O):O, ux(o,[):ux(ﬂ',t)zl W=U—Xx — {

X"+AX =0 N
X'(0)=X"(1)=0

12.

) 5 sl T
-4, -n-t _ Qo _ __2 .
w=3+ § cosnx — u(x,0) = F+ Elancosnx— X, con d,= nfo X cos nx dx:
= n=
__ 2 _ __ 2 d 1— 4/(nr), nimpar
ap=—=%=-nm, an———mrxsennx]0 +—/0 sennx dx = —— [ —cosnm| = 0. n par

e~ (2m-1)% cos(2m—1)x

—y_ X __4
u(x,t) =x—73 +Zl T

’” — 2
13. a] Sabemos que para {))(S(O-;jig’z;;zo son A,= (Znil) , X, = {an @} y (X, Xn>=%=§ . Como r=1,
. _ (2n 1)x _ 4 2n-)xm _ 4 . 4 (2n-1)x
es: cn— s =2 [["sen ek di = — s cos 16 = =@ - Portanto: | 1=1 Z 5 sen ~—5—
N L f continua en x=% € (0, 7) — la suma de la serie serd su valor en el punto: 1=f(%).

[Con ordenador, sumando 50 términos de la serie para x= % se obtiene 1.0090..., con

. 1000 sale 0.9995..., ... También se puede con un ordenador dibujar diferentes sumas
parciales (a la izquierda Ss( )y ver cémo se acercan en todo (0, 7] ala f(x)=1].

uy —4(1+2t) uxx=0, x€(0, 1), t>0 , ., X,, T

BT e 0) =1 2(0. 1) =tr. (. 1)=0 u=XT — XT'=(4+80)X"T, ¥ =glz=-1 -
X"+1X=0 _ (2n-1)? (2n-1) ’ 2n-1 2
{X(0)=X’(n):o  An= 1 X ={sen F5E Y Y ademds: T7+44,(1426)T=0, T, ={e~ "~ ) (41 .

Probamos: u =" c,e” "1 2(t+17) gep @ . Imponiendo el dato inicial u(x,0) :Z Cp sen @ =1.

n=1 n=1

.. a —(9_1)2 2 2n—1
Los ¢, son los calculados en a]. Por tanto, la solucién es: u(x,f) = % > an_l e~ (2n=D7(1+1%) gep % )

n=1



—8tuxx=0,x€(0,7),t>0 B N B
M 02, 0)= £ (), ux(0.0) =u(r,py =0 | O 2/ I=e0s 5, PIO=
X’ _ X"+1X=0 _(n-* _ (2n-1)x
u(x,t)= X(x)T(t), T=x="41— {X’(O)—X( )=0 = Ay="7>,n=12,..., Xn—{cosT}.

Y ademds T'=-8tT=-22n-1)*T — T,= {e (2n-1)%¢ 2}
Probamos pues: u(x,t) = Z Cn e—(2n-121 o @ , y s6lo falta cumplirse u(x, 0)= Z ¢, cos 2nzbx (2n Dx _ = ().

n=1 n=1

2 .2 .
Para a] es claramente ¢;=1 y los otros ¢, =0 — |u(x,7) =¢™* cos% es la solucidn (ficilmente comprobable).

En el caso b] debemos hallar el desarrollo en serie de autofunciones de f(x)=7

_2("x (2n-1)x 1 2n-Dx77 _ (—1)"+1 - -
Cn= nf() 4 Cos = dx = 5. sen ~— ]0 = 5,7 - Lasolucion es ahora la serie:

2 2 yntl 2,2 -
— ot x _1.-9 3x, ... —(2n—1) t (2n-Dx
u(x,t) =¢€ " Ccos 373 e COS—2 + COS 35 .

ﬁMz

15. a] El formulario nos da las autofunciones X, ={sennx}, n=1,2, ...,y la expresion para los coeficientes:
_2 2x n T, (7 _ (=D"+1 L
fo sennxdx— cosnx]0+;f0 cosnx dx=~—— — J-x= Z—sen2nx

bl u=X(x)T(t) — { §(0;-:/l§(((?r)0:0 — X, ={sennx} de antes. [Y ademds T"+AT =0 que ahora no usamos|.

Llevamos la serie u(x,t)= Z T,,(t) sen nx ala EDP no homogénea y al dato inicial para calcular los 7, :

n=1

© o Ton_1(0)=0
1 2n-1
;1 [T,;+n2Tn] sennx=senx. u(x,0)= Z T,(0) sennx=7—x :; - sen2nx — T2:(0)=£
Tp 3.0]0\ 2 .
T’+T1=l _ T, +4n°T>,=0 a2 dii. 1
Son no nulos: { ! —Ce'+1 %5 c=1 { 2n =Ce™#t 5 Cc=1,
{Tl ©=0" Y\ Toa(0)=1 2 z

_ & _4n? _ _ _ _
- |lu=(l-e t)senx+2%e A7t en 2nx| = (1-e™") senx+e ™ sen2x+5 e™'% sendx+5 e sen 6x+ - - -

n=

Ur—uxx=4senx, xe(0,n), t>0 X"+aX=0

16. a) u(x.0)=2senx . u(0.1)=u(x, £)=0 ulx,)=Xx)T(t) — {X(O):X(n)zo — X, ={sennx}, n=1,2,...

Llevamos a la EDP: u(x,t)= Z T,(t) sennx — Z [T’+n ] sennx=4sen2x (yadesarrollada en senos).

Y del dato incial se deduce: u(x,0) = Z T,,(0)sennx=2senx — T1(0)=2 yelrestode 7,(0)=0.
n=1

T/ +T1=0 T,+4T, =
Sélo nos falta resolver: { 1t { 272
7,(0)=0

Ti(0)=2 , pues el resto de 7,,>3=0 claramente.
1 =

T (0)=2 T3(0)=0
Ti=Ce "2 11 (n=2e"". Typ=1(aojo). Ty=Ce ¥ +1 [6 Ty=Ce*+e~*[4e | 50 1y(1)=1-e* .
La solucién es entonces: ’u(x, 1) =2e"senx+ (1—e ) sen Zx‘ )
_ _ a2t ’” _ N
ur —uxx +tu=e, xe(0,m), t>1 , , X” T _ X"+AX=0
OV ux, 0)=cosx, ur(0.6)=ur(m,ry=0| ¥=XT = XT'+XT=X"T, S =F+1=-4 —>{X’(O)=X'(7r)=0

Llevamos a la ecuacién: u = To(t) + > T,(t) cosnx — To+T+ >’ [T,:+Tn+n2Tn] cosnx =e 2.
n=1 n=1

[¢™ (constante en x ) ya estd desarrollada en las autofunciones {cosnx}, pues la primera de ellas es {1} |.
Imponiendo el dato inicial u(x,0) =3’ T,,(0) cos nx = cosx, deducimos: 71(0)=1y T,(0)=0 si n#1.
n=1
’ — a2t Tp(0)=0
;0(+0€0 0e - To()=Ce'+e™ [eleHdr=e'— e O oy ,
0 =
[La T, se podia hallar tanteando: Tp=Ae™ — A=-1 — T,=—e"*|.

T/ +2T,=0 T1(0)=1 ., Z Z Z
{Tl ZO)—II — Ty=Ce™ 0 Ti(t)= e . Lasolucién es: ’ ulx,r) =e’—e 2 +e* cosx ‘ )
1(0) =

Sélo son no nulas: {

[hasta aqui el control]



2 21—
17. 2 Uy —4u =, x,t €R = %[(x+2t)2+(x 2t) ] s "‘%/ot )f =11 ot gs ar
=x2

2 -2t 2[t-71]
u(x,0)=x=, u;(x,0)=-1 1424 e 1.

t -t

Una solucién particular que sélo depende de ¢ es: vy,=¢’ — v=e’. Con w=u—e™’

se tiene:
{ Wit —Wxx = 0

w(x,0)=x2—1, w,(x,00=0 "~ Hx+26)*=14+(x=21)*~1] = x> +41>~1 , como antes.
4 - -5 t\As -

Ugp—4uyx=4, x,t€R

b) u(x,0)=u;(x,0)=0

a] Las caracteristicas de esta ecuacion de ondas son:
{ & =x+2t - { Uyx =Uge+2Ugptityy,

n=x-2t Up=4ugs—8ugy+duy,’

— |Ugp= —% forma canénica.

b] Para hallar la solucién pedida podemos utilizar la férmula de D’Alembert directamente:
x+2[t-7]

u(xt)—4/0 2tT]4dd‘1' /0 tTa'T—[Z(t 7)2]
O bien, por ser v=2¢> solucién de la EDP, con w=u—v se convertird la ms facil:

{th —Wxx =0 (casualidad que s w=0 — u=wiv= 2l2.

w(x,0)=w,(x,0)=0 sea tan sencilla)
Mucho peor es calcularla a partir de la forma canénica de arriba. Resumiendo algo los cédlculos:
ug=—n+p(€), u=—1En+p(&)+q(n) = 1= 3x2+p(x+20)+q(x=21) , u; =21+2p’ (x+21)~2¢’ (x-21)

di. [u(x,0)=-x*/4 +p(x)+q(x)=0 x
- {"‘t(x 0)=2p’(x)-2¢'(x)=0 - p(x)=q(x) p)=q(x)=%"

[Lo que no tiene sentido es usar separacion de variables, pues es en todo R y no hay condiciones de contorno].

Las caracteristicas de la ecuacion de ondas son:

= x+t Uyx=Ugg+2Ugn+U &+n=2x 1
{é::x—[ ’ xx: ‘ -2 AT —dugy=2x " — |ugn=—7(&+n)|
n Upp=Ugg—2Ugntilny

Para hallar la solucién podemos utilizar D’Alembert directamente:
u(x,t) = 2/0 x+[tt TT] 2sdsdt = /0 x+[§ :]] dr = fol 2x[t—7] dt =x[—(t—r)2]g =.

O, por ser v= —%x solucién de la EDP, con w=u—v se convertird en una homogéna més facil:

U —Uxx=2x, x,1ER

u(x,0)=u,(x,0)=0

c)

{th —Wxx =0
w(x,0)=x33, w;(x,0)=0

Mucho peor es calcularla a partir de la forma candnica de arriba. Resumiendo algo los célculos:

ug=—1En—sP+p(&€), u=—3&n(E+n) + p(&) +q(n) = $(x>=x) + p(x+1) + g(x—1),

x d.i. ,0)=—x3/4 =0 o
== e =g e =gty # PO=IW=F |

= w=g |+’ +(x=1)3 ] = 304 u=wv=x?.

[Lo que no tiene sentido es usar separacion de variables, pues es en todo R y no hay condiciones de contorno].

Uy —4u,x=0, xe[0,x],teR _ X' _T"_ X"+AX=0

18. | u(x.0020, u,(x,0)=sen3x | A #&D=X@OTW), T =3F=-1 =1y 0)_x(x)=0
u(0,t)=u(m,t)=0 — Ap=n®, n=1,2,..., X,={sennx}.
Y ademas {;((;)4:/15:0 , 2+4n*=0 — T=cjcos2nt + ¢ sen2ntd—'i>' c1=0, T,,={sen2nt}.

Satisface la EDP, u(x,0)=0 y las condiciones de contorno la serie: u(x,t) =)’ ¢, sen2nt sennx .

n=1

El dato inicial que falta nos da: u;(x,0)= Z 2nc, sennx=sen3x — 6¢3=1 y el resto de los ¢, =0.

n=1

La solucion es por tanto: |u(x,t) = % sen 6¢ sen 3x| (facil de comprobar).

b] Como g(x)=sen3x es irnpar y de periodo 27, su extension g*(x) es ella misma. Y D’Alembert nos da:

u=1 x):it *(s )ds_4f o " sen3s ds=—15 cos 3s]

X+2t

ey = [cos(3x 61)— cos(3x+6t)] 5 sen6f sen3x.

cct+ss cC—SS



19. a] W+1=0, u==+i, yp=2 — y=cicosx+cysenx+2.

Imponiendo los datos: { g +=20: 0, se obtiene la solucién tnica del problema: | y =2 —2cosx |.

Ur —Uxx =2senx, xe[0,n], teR Al ser un problema no homogéneo, debemos probar una

b] u(x,0)=u;(x,0)=u(0,t)=u(mr,t)=0 | serie con la autofunciones X, del homogéneo.

. X" +1X =0 B B
Sabemos que al separar variables aparece {X(O) “X(m)=0 Xn= {sen nx} ,n=1,2, ...

Llevamos, pues, a la ecuacién u(x,t)= 3" T, (t) sennx, obteniendo »’ [T,:’+ nZTn] sennx =2senx.

n=1 n=1

Los datos iniciales: u(x,0)= Z T,,(0)sennx =0, us(x,0)= Z T)(0)sennx =0 = T,(0)=T,(0)=0Vn.

n=1

T/'+T1=2
Todas las ecuaciones son homogéneas con datos nulos (y su solucién es T, =0 ) excepto { T.(0) - 77(0)=0 *
l = l =

que es lo resuelto (con otros nombres) en a]. La solucidn es, entonces: ’u(x, t) =2(1—cost) senx‘ .

[Se podria usar D’Alembert. Como 2senx es impar y 2r-periddica, su extension es ella misma, y entonces:

u(x, t):%/()t/x”_T 2sensdsdr :fot [ cos(x—t+7)—cos(x+1-7)| dt

X—t+T

= [sen(x—t+r)+sen(x+t—r)](t)= 2senx—2senx cost ]

uy—uxy=0, x>0,7€R Lasoluciénes: u(x,7)=5[" " ¢*(s)ds,siendo g* laextension
2
20. u(x,0)=0,u,(x,0)= {éx xxe szfo)[o’ 2l impar de g respecto del orlgen atodo R
u(0,1)=0 En [-2,0] la expresién de g* sera: —[2(—x)—(—x)2] .
2x+x2 si xe[-2,0] U g
Por tanto la expresion de g* es: g*(x) =< 2x—x? si x€[0,2] . -2 _1 ; 2 3
0 enelrestode R - \ / 1
2x+x? \:_/

Entonces: i) u(5,2)= %f; g*=%f370ds =1[0].
.. 5 . 2 372
i) u(3,2)=%f1 g =%f1 (2s—s2)ds=%[sz—%]l= % -
3, 0 2 2
iii) u(1,2)= %/_lg =%f_](2s+s2)ds+%f0 (25 —5%) dsg = %/1 (2s—52) ds=.

* impar

up—uyxy=0,x€[0,27], t€R La solucién es u(x, t):%[f*(x+t)+f*(x—t)] ,con f* extensién impar

1. u(x,0) = { 2senx, x€[0,7] 1y (x,0)=0 y47r.-per}odlca dela f inicial. Par.a dibujar u(x, 7) bast’a trasladar 5 f (x)
» x€[m,2x] alaizquierda y a la derecha & unidades y sumar las graficas en [0, 27] .

u(0,0)=u(27,1)=0 [Sélo queda lo que va a la derecha con la mitad de altura].

Como si x€[0,2] siempre x+m€|n,3n], x—m€[—n,m] yentodo este intervalo es f*(x)=2senx (senx impar):

u(x, ﬂ)=%[f*(x+7r)+f*(x—7r)] :%[0+2 sen(x—ﬂ)] =[=senx] Vxe[0,2nx].

_ X"+2X =0 T'+AT = 0 o m
u=XT _>{X(O)=X(27r)=0 = Ap=7F, Xy {sen } n=1,2,. {T’(O)zO — Tn—{cos 5
nt nx nx _ |2senx, x € [0,7]
u(x,t) = ;cn cos & sen %X — u(x,0) = ch sen Z {0 Cxelnon T
Cn = 5= fo 2senxsen L dx =1 /0 [cos (5—1)x —cos (§+l)x] dx o %[Sen(g__ll)” - Sen(g:ll)ﬂ]
sen 2% sen 2% 8sen A% 0, n=2m , b/g
= %[— —% | = _n(nZ—i) :{§ um 5o - Ademds 02:%A [1-cos2x]dx=1.
7 2m-1)2-4°

(—1ym — u(x,mr)=—senx,

(2m-1)t (2m-1)x
(2m-1)*>-4 Sen =3

Cos 3

u(x,t) =cost senx + % Z

m=1

ues cosm=—1, cos 2T _
p 2




22. Como la ecuacién es nueva empezamos separando variables:

U=XT — X[T"+4T'|-X"T=0 — L X" o)

Ug+du,—uy =0, x€[0,7], t€R
u(x,0) =sen2x, uy(x,0)=u(0,t)=u(mr,t)=0

— A,=n2, X,={sennx}, n=1,2,... — T +4T +n*T =0, pu=-2+Vd-nz —

x"+1X =0
X(0)=X(7)=0

Ti=cy e(-2+V3)1 cH e(-2-V3)1 , h=(ci+cat)e ™, Tys3=e2 (c1 cosva—n? t+cp senVa—n? 1) .

Probamos, pues, u(x,?)=)" T, (t) sennx . Solo faltan las condiciones iniciales:

n=1

u(x,O):i T,(0)sennx=sen2x, u,(x,0) :i T;(0)sennx=0 — T,(¢)=0,si n#2
n=1

n=1

[ecuacion homogénea
con datos nulos]

1(0)=c1=1

7(0) =¢3-2¢, =0 — u(x,1)=(1+2f) e **sen 2x . [Tiende a pararse la cuerda con rozamiento.

Sélo esnonula 75 :

Mtt—uxxzo,XE[O,ﬂ'],l‘ER =X T(t X_N:T—N:—ﬂ _){X/’+/1X=O
23. | u(x,0)=0, u;(x,0)=x u=XNTW, =7 X'(0)=X'(m)=0

ux(0,t)=uy(m,1)=0 — A,=n®, n=0,1,..., X,={cosnx} [con Xo:{l}].
. [T74AT=0 5 5 T=ci+cat — To={t}
Y ademds {T(O):O » pAn=0 — T=cycosnt+cysennt — T,={sennt}, n>1

Satisface la EDP, u(x,0)=0 y las condiciones de contorno la serie: u(x,?) = %t + > cpsennt cosnx .

n=1

El dato inicial que falta nos da: u,(x,0)= % + Z NC, COSNX=X — Co= %foﬂx dx=m,yparan>1:

n=1

cn=ﬁfoﬂxcosnx dx = nZ_x sennx]0 - #/On sennx dx = ﬁ [(—1)”—1] (se anula si n par).

La solucién es por tanto:

u(x,t) = 7t - %[sentcosx+% sen 3¢ cos 3x+ - - ] = %Z sen(2n—1)t cos(2n—1)x.

(2n )3

[Esas condiciones de contorno significan que se da libertad a los extremos de la cuerda,
y como esta estd subiendo inicialmente, la altura de la cuerda lo hace indefinidamente].

Au=0, (x,y)€(0,m)x(0,n)
24. a) |u(m,y)=5+cosy
u(0,y)=uy(x,0)=uy(x,7)=0

Y"+AY=0,Y"(0)=Y'(7)=0 — A,=n?, Y,={cosny},n=0,1,...
ﬁ
X"-n’X=0,X(0)=0 - Xo={x} y X,,={shnx} si n>0.

u:c0x+icn shnx cosny — u(x,n) =co7r+ic,, shnm cosny = 5+cosy — |u(x,y) = 5; :ﬁfr cosy|.
n=1 n=1
Au=ycosx, (x,y)e€(0,m)x(0,1) o & 2
b u=> Y, cosnx — Y —n“Y, | cosnx=ycosx —
) (0, y) =t () =1ty (5, 0) =1ty (x, 1) =0 | 4= 212 2, [¥ir =] Y
Y '-Y =y R
Y}(O):lYl’(l)zo — Yi=cie¥+cre Y-y ki Y, =% lf—e > —y. Los Y,, =0 para n>2.
Como es de Neumann aparece (al resolver Y6’=O+c.c.)una C arbitraria: |u= C+[e Ife —y]cosx .
Uxx+Uyy+6u,=0 en (0,7)x(0, 7 . , ,
xx yy_ X (_ ) ( ) _ X”+6X’__Y_”_ Y +/lY:0, Y (0)=Y (ﬂ-):()
c) | uy(x,0)=0, uy(x,m)=0 u=XY —» =+=-3-=1 X7 +6X'—1X=0. X'(0)=0
ux(0,)=0, u(m,y)=2cos?2y o -

— A,=n%, Yy={cosny} n=0,1,... » X"+6X'-n’X=0, X=cqel VO+n2=3)x | cre( VO+n?43)x XW .
Xo={1}; Xp={(Vo+n2 +3)e(V**=3x 4 (Vo452 —3)e= (V0 +3x} )1,

u(x,y) => caXn(x)cosny — u(m,y)=>" c,X,(m) cosny=1+cosdy —
n=0 n=0

4> 4e78x
e27r+e—87r

co=1, cs= cosdy]|.

o (n) y los demds cero —» |u =1+




1 1
Upr+ U+ Uge=0, r<2,0<0<nm {@”4.,1@:0 2
25. r r =R0O , dp,=n", 0}, n=1,2,...
D (2.0)=sen36 . u(r.0)=u(r.m)=0 | " = 0(0)=0(n)=0 =" {sennd}, n

A=n> R acotado en r=0
PPR"+rR'—AR=0 — pu=+n, R=cr’+cyr™ — an{r"}, n=1,2,.... Q

Probamos, pues, u =’ b,r"sennf, y para calcular los b, imponemos el dato que falta:

n=1

u,(2, 9)=in2”‘]bn sennf=sen36 — 12b3=1 yelresto 0. |u(r,0) = 11—2r3 sen30|.
n=1

Comprobando: 14,2311’2 sen 30, urr:%rsen39, uggz—%rz sen30 — Au= rsen39[%+}f—%]: 0,

ur-(2,6)= % sen 36,y es claro que se cumplen las condiciones de contorno.

by | Yt Lu+ Luge=0, r<1,0<0<% u=R® {@”+/l®=0 Ap=4n?, ©,={cos2nd} ;

u(1,0)=cos 26, ug(r,0)=ug(r, 5)=0 0’(0)=0'(5)=0" n=0,1,2,...

Y ademds r’R”+rR'—AR=0, u=+2n, R acotado — R, = {rzn} .u= % + Z any, 12" cos 2nb
n=1

— u(l,H):%+ia2n0082n9:cos29 — a7,=0Vn, menos a,=1. [=x2-y?].

n=1

Comprobando: u, =2r cos26, u,=2cos?26, ugo=—-4r*cos20 — Au= [2+2—4] cos260=0,
u(1,0)=cos20, ug=—-2r’sen26 se anulasi 6=0 y si 0=7.

1 1 Haciendo u=R0 el formulario dice que sale:
2% Upr+ ur+ 2u99=0, r<l,O<f<m 0" + 16 = 0
. +10 =
uy(1, 0) R u(r,O):u(r,yr):O {@(0)z®(7r):0’ Ap=n3, ®,={sennb}, n=1,2,...

[pues u(r, 0) =R(r)®(0)=0, u(r,7)=R(r)®(n)=0 y de R(r)=0 solo sale la solucién cero],

A= 2
y ademds: r>R”+rR'—=AR=0 =5 R=cor"+cor™. R debe ser acotadaen r=0 — R,={r"}.

Probamos, pues, u(r,6)= )" c,r" senné ,y para calcular los ¢, imponemos el dato que falta:

n=1

_N _0 _2 786 __0 T, [T __cosnm (=D
ur(1,0)=> ncpsennf=3 — ncn—”/0 5 sennf df =—-— cosn9]0+nﬂf0 cos nf df =—=1E 0=

n
n=1

(1)

La solucién es, por tanto: u(r, )= Z (Gl sennf = |rsené — %rz sen26+---|.

n=1

urr+%ur+ri2ugg= 0,r<1,0<6<7Z | El formulario nos da las ecuaciones que aparecen D

u(2,0)=m, u(r,0)=ug(r,%)=0 separando variables en la EDP:
_ 0" +10=0 o 12 ~ ~
u=RO — :(9(0):@’(71):0’ A,=2n-1)7, {sen(2n-1)6}, n=1,2,...

P’R"+rR'—=AR=0 — >=(2n-1)>, R=c1r*" '+c,r'=" . Como R debe ser acotada: R, = {rz”_l} .
Probamos entonces u(r,0) = i cn " sen(2n—1)6 . Sélo nos falta aplicar el dltimo dato de contorno:

u(2,0) = i cn2?"sen(2n—1)0 = x. Por tanto debe ser:
n=1

/2 _

cp2% 1 =7%/2f07r/27rsen(2n—1)6’ do = [ cos(2n— 1)9]

T
2n : 2n T (esos cosenos se anulan en § ).

Los 2 primeros coeficientes son: 2c;=4, c1=2 y 802:‘3‘, clzé.

Y los 2 primeros de la serie solucion son: |u(r,8)= 2r sen 9+%r3 sen36 +--- Z e 21'; 2|2n = sen(2n—1)80.
n=1



Au=0,1<r<2 . [®@"+20 =0 ) _
28. a) u(1.0)=0. u(2.6)=1+sen 6 Sabemos: {® mper. n/l:nO_;laZ, ©,={cosnf,sennd} — @

R(1)=0 o
2R 4rR'—n?R=0 — Ro=cr+calnr — Ro={Inr} - _ aoglnr+ 3 (r"=r™")[a, cos nf+b, sen nd|
Ry=cir'*+cor™— an{r"—r_"} nel

u(2,0)=apln2+ 3’ (2”—2%,) [a, cos nB+b, sennf] =1+sen — aozﬁ , by :% ,resto 0. u=%ﬁ—£+%(r—l) send|.
n=1

r

Al=cosf. r<? u=ao(r)+y [a,(r) cosnf+b,(r) sennf] —
b) ’ n=1 2 m

— raj+ay yrial+ral,-n*a r2b”+rb’ —n’b
u(2,6)=sen 26 L 0+Z[ a—F——" cos nfl+ —r—g—* senn0]= cos .

n=1

Del dato de contorno: a,(2)=0; b,(2)=0, n#2; by(2)=1 y todas acotadas = a1, b,z =0 (hay unicidad).
2 1

’ 2 — A2
... [rfai+ra;—ay=r aip=Ar _ -1, r2 c2=0 :r_2_2_r-
Y ademis: {acotaday a1 (2)=0 2A+KA:1 aEarror ity = 2Cl+%:0 = ailr) 3 3
r2bY +rb,—4by=0 cr=0 2
2 2 — 2 -2 2 _r- _1 _ 1.2
{acotaday by(2)=1 = by=arttor - dei=1 ba(r)=5 — |ulr,0) = 3r(r=2)cos§ + 71~ sen 26/
Au=0, r<4,0<0<n " = -2 _
0 . {@ +/l®, 0 , /ln=(2n41) ’ @nz{SGDW}’ n=1,..Q
u(4,0)=2sen %, u(r,0)=ug(r,7)=0 0(0)=0'(1)=0

r2R"+rR’ —AR=0 /l:—/l'f Iu:i_(znz—l) , R:C1r(2"_1)/2+02r_(2"_1)/2 K acmﬂfn = Rn:{r(zn_l)/z}’ n=12,...

(2n-1)/2 (2n£1) 0

Probamos, pues, u(r,60)=>c,r sen , ¥ para calcular los ¢, imponemos el dato que falta:
n=1

u(4, 0):24(2”_1)/2cn sen@zZseng — 412¢,=2, ¢1=1 yelresto 0. |u(r,0) = rl/2 seng .
n=1

29. a] [F’R"+ rR’—}TR =7r*| Euler. ,u(,u—1)+y—3—t:O - p:i%, R:clr1/2+czr_1/2+Rp.

1/2 -1/2

’
r‘1/2/2 —r"3/2/2

. r __1 12 a2 e 2y 53,143 _ 1/2 -1/2,4.3
Con la fve: = R,=-r f 7t f = 2r'+ 37 R =cyr P HerT 45

_;’

O mejor, R, =Ar3 (Rp =Ae* en la de coeficientes constantes) — 6A+3A- % =7, A:% 7

L=RO — {@"+/l®=0 N
u,r+%u,+r—12u99:7rcosg, r<l,0<f0<n 0'(0)=0(r)=0
bl (2n-1)2

u(1,0)=ug(r,0)=u(r,n'):0 ).n = 1 ®n = {COS@}, n =
1,2,...
Llevando u(r,0)=>" R,(r) Cosw , alaEDP queda: > [R}/+1R; - (ZZ;ZI)ZR,,] Cosw =Trcosg.
n=l . n=l (ya desarrollada)
Del dato otro de contorno u(1,6)=>" R,(1) cosw =0 deducimos que R,(1)=0Vn.
n=1
Y ademas las soluciones han de estar acotadas en r=0. Sélo serd no nula la R;, solucion de:
2R// R/_lR =73 R (1)=0 .
{rRl a‘C;z;a] R?(ll)zo ’ a]—az Ri=cyr'/? + ‘5—1r3 M Cl =—‘§‘ . Lasolucién es: |u(r,0)= %[r3—r1/2] cosg .

30. |3 u,(2,0)+ku(2,6)=8cos20 0'(0)=0"(5)=0"

ug(r,0)=ug(r,3)=0 Y ademds: r2R”+rR'-AR=0, R acotado — R,={r>"}.
Imponiendo a u= %+i az, r¥ cos 2nf el dltimo dato: k%+i ann [2n2%"7 1+ k22" |cos 2n0 =8 cos 26 . j

n=1 n=1
i) Si k=1, todos los ay,=0, excepto a[4+4] =8,y la solucién (Gnica) es: . B

ii) Si k=0 (Neumann), a¢ queda libre, a,[4+0]=8, y demas a, =0. Infinitas soluciones: ’u = C + 2r% cos 29‘.

{A”—O’ r<2.0¢(0.3) | 4=re - {9 H10=0  A,=4n?, ©,={cos2n6}, n=0,1,2, ..




