
Soluciones de problemas de Cálculo (23/24) 1. Conceptos básicos
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1. x = (4, 3) , y = (1,−1) . x + y = (5, 2) , x − y = (3, 4) y x + 3y = (7, 0) ,

∥x+y∥=
√

29 ≤6≤5+
√

2 = ∥x∥+∥y∥ . ∥x−y∥=5= distancia de x a y .

|x · y|=1≤5
√

2 = ∥x∥∥y∥ . x · y >0 ⇒ ángulo agudo. ∥x +3y∥=7 .
(x+3y) ·y
∥x+3y∥ ∥y∥ =

7
7
√

2
=cos 𝜙 → y y x + 3y forman un ángulo 𝜋

4 (claro en dibujo).

2. x = (2, 0,−3) , y = (0, 1, 3) . x · y = −9 , x × y =

������ i j k
2 0 −3
0 1 3

������= (0+3) i −(6−0) j +(2−0) k = (3,−6, 2)=−y × x .

Un posible u es x×y
∥x×y∥ =

( 3
7 ,−

6
7 ,

2
7
)
. Otro obvio es v= (0, 1, 0) .

[
Todos son de la forma 1

∥ ∥ (3𝑎, 𝑏, 2𝑎)
]
.

3. a= i + k , b= i +3j , c=2i − j + k , (a+b) · c = (2, 3, 1) · (2,−1, 1)=2 , a · (b×c)= (1, 0, 1) · (3,−1,−7)=−4 ,
a×(b−c)= (1, 0, 1)×(−1, 4,−1)= (−4, 0, 4) , a×(b×c)= (1, 0, 1)×(3,−1,−7)= (1, 10,−1) ,
(a×b)×c= (−3, 1, 3)×(2,−1, 1)= (4, 9, 1) .

–2
v=(4,1)

(x,y)

x+2,y-7)

–1 v=(2,1)

(–1,0)

(1,1)1

1

y=(1+x)/2

y=-1-4x
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4. a) (𝑥+2, 𝑦−7) · (4, 1)=0 → 𝑦=−1−4𝑥 (lo más corto).

b) 𝑦= 𝑥+1
2 de pendiente 1

2 pasando por
(
0, 1

2
)
→

(
𝑡 , 𝑡+12

)
, 𝑡 ∈ (−1, 1) .

(−1, 0) + 𝑡 (2, 1) = (2𝑡−1, 𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 1) (recorrida en el mismo sentido).

(1, 1) + 𝑡 (−2,−1) = (1−2𝑡, 1−𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 1) (en sentido opuesto).

5. a) p = (1, 3, 2) , q = (4,−1, 1) , r = (3, 0, 2) . (q−p)×(r−p)= (3,−4,−1)×(2,−3, 0)= (−3,−2,−1) →

Plano: −3(𝑥−1)−2(𝑦−3)−(𝑧−2)=0 → 3𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 11 .
[
O eliminando 𝑡 y 𝑠 de x= 𝑡 (q−p)+𝑠(r−p)+p

]
.

b) Perpendicular a la recta (3, 0, 2) 𝑡 + (3,−1, 1) ⇒ (3, 0, 2) perpendicular al plano.
Como pasa por (5,−1, 0) , nuestro plano es: 3(𝑥−5) + 0(𝑦+1) + 2(𝑧−0) = 0 → 3𝑥 + 2𝑧 = 15 .

c) El vector (2, 1,−3) es perpendicular a 2𝑥+𝑦−3𝑧+4=0 y (−1, 1, 2) tiene la dirección de (−1, 1, 2) 𝑡 + (3, 2, 4) .
El vector (2, 1,−3)×(−1, 1, 2)= (5,−1, 3) es pependicular a nuesto plano, que debe contener el punto (3, 2, 4) .
El plano pedido es 5(𝑥−3)−(𝑦−2)+3(𝑧−4)=0 → 5𝑥−𝑦+3𝑧=25 .

6. p = (1, 0,−1) , q = (−2, 2, 1) a) p−q = (3,−2,−2) , p · q =−3 , p × q =

������ i j k
1 0 −1
−2 2 1

������=2 i +1 j +2 k = (2, 1, 2) ,(
p+q

)
· (p×q)

perpendiculares
=0 . ∥p+q∥= ∥(−1, 2, 0)∥=

√
5≤
√

2 +3= ∥p∥+∥q∥ , pues
√

5 <3 . |p · q|=3≤3
√

2 = ∥q∥∥p∥ .

∥p−q∥=
√

17 = distancia de p a q . p · q
∥p∥∥q∥ =−

1√
2
=cos 𝜙 → p y q forman un ángulo 3𝜋

4 .

b) Plano que contiene a p y q : x = 𝑡 (1, 0,−1)+𝑠(−2, 2, 1) ,
{
𝑥= 𝑡−2𝑠
𝑦=2𝑠
𝑧= 𝑠−𝑡

→ 𝑧=−𝑥− 𝑦

2 .

O como 𝑝 × 𝑞 es perpendicular a este plano: (2, 1, 2) · (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 ↗

c) Podemos escoger c(𝑡)= p + 𝑡
(
q−p

)
y d(𝑡)= q + 𝑡

(
p−q

)
, con 𝑡 ∈ [0, 1] . Es decir:

c(𝑡)= (1, 0,−1)+ 𝑡 (−3, 2, 2)= (1−3𝑡, 2𝑡, 2𝑡−1) , d(𝑡)= (−2, 2, 1)+ 𝑡 (3,−2,−2)= (3𝑡−2, 2−2𝑡, 1−2𝑡) .

7. 𝐴=
{
(𝑥, 𝑦) : |𝑥 |<1, |𝑦 | ≤ 𝑥2} 𝐵=

{
x : 1< ∥x∥<2 , x· (1,1)<0

}
𝐶=

{
x : ∥x∥=𝑞 , 𝑞 ∈Q , 𝑞≤1

}
ni abierto ni cerrado abierto, no cerrado ni abierto ni cerrado

A

no interior
de ac.
no en A

frontera cierre

B

B
_

1

-1

-2

cierre=
frontera

puntos a distancia > 1
y < 2 del origen que
forman con el vector
(1, 1) ángulo obtuso.
Todos sus puntos son
interiores. Los de 𝜕𝐵

son de acumulción y
no son de 𝐵 .

Ningún punto es
interior y los de
𝐶= {∥x∥ ≤1}

son de 𝜕𝐶 y son
de acumulación.

Los tres son acotados, pero ninguno es compacto, porque ninguno es cerrado.
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8. 𝐴, 𝐵 abiertos, p ∈ 𝐴∪𝐵 ⇒
{ p ∈ 𝐴 ⇒ ∃𝐵𝑟 (p) ⊂ 𝐴⊂ 𝐴∪𝐵

ó ó
p ∈𝐵 ⇒ ∃𝐵𝑟 (p) ⊂𝐵⊂ 𝐴∪𝐵

}
⇒ p interior a 𝐴∪𝐵 ⇒ 𝐴∪𝐵 abierto.

p ∈ 𝐴∩𝐵 ⇒
{ p∈ 𝐴 ⇒ ∃𝐵𝑟1 (p) ⊂ 𝐴y y

p∈𝐵 ⇒ ∃𝐵𝑟2 (p) ⊂𝐵

}
. Si 𝑟 =mín{𝑟1, 𝑟2} ⇒ 𝐵𝑟 (p) ⊂ 𝐴∩𝐵 y es abierto.

Si {𝐴𝑛} abiertos, se ve igual que
⋃
𝑛∈N

𝐴𝑛 es abierto. Pero falla la demostración para la
⋂
𝑛∈N

𝐴𝑛 , pues el mín{𝑟1, 𝑟2, ...}

podría no existir. La intersección de infinitos abiertos puede no serlo. Por ejemplo,
⋂
𝑛∈N

𝐵1/𝑛 (0)= {0} no lo es.

9. a) 𝑧=4−2𝑥−𝑦 𝑥=0 → 𝑧=4−𝑦
𝑦=0 → 𝑧=4−2𝑥

curvas de nivel:
𝑦=4−𝐶− 2𝑥 b) 𝑧= |𝑦 | corte con todo plano 𝑥=𝑐𝑡𝑒 → 𝑧= |𝑦 |

curvas de nivel: |𝑦 |=𝐶
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c) 𝑧=4𝑥2+𝑦2 =𝐶 elipses. d) 𝑧= e−𝑥2−𝑦2 De revolución. 𝑥=0 → 𝑧= e−𝑦2 .
𝑥=0 → 𝑧= 𝑦2

𝑦=0 → 𝑧=4𝑥2
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10. a) 4𝑥2+𝑦2+4𝑧2=4 𝑧=𝐶 → 4𝑥2+𝑦2=4−4𝐶2 elipses

𝑥=0→ 𝑦2

22 +𝑧2=1 elipse, 𝑦=0→ 𝑥2+𝑧2=1 .

elipsoide (esfera estirada ←→)
b) 𝑧2=𝑥2 ⇔ 𝑧=±𝑥 , dos planos, independientes de 𝑦 .

Entre las cuádricas (todas las de este problema lo son) se esconden cosas mas
sencillas como planos, puntos, el vacío...).

c) 𝑧2=1+𝑥2+𝑦2 De revolución. d) 𝑧2=𝑥2+𝑦2−1 De revolución.

𝑥=0 → 𝑧2−𝑦2=1
𝑦=0 → 𝑧2−𝑥2=1 hipérbolas 𝑥=0 → 𝑦2−𝑧2=1

𝑦=0 → 𝑥2−𝑧2=1 hipérbolas

z z

hiperboloide
de dos hojas
(wikipedia)

hiperboloide
de una hoja
(wikipedia)

(x,y)

(x,b)
(a,b)

11. Probemos que 𝑓 (𝑥, 𝑦)→𝐿 cuando (𝑥, 𝑦)→ (𝑎, 𝑏) ⇒ lı́m
𝑥→𝑎

(
lı́m
𝑦→𝑏

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)
= 𝐿 (el otro parecido).

Sea 𝐿𝑏 (𝑥)= lı́m
𝑦→𝑏

𝑓 (𝑥, 𝑦) . Sabemos que ∀𝜀 ∃𝛿 tal que ∥(𝑥, 𝑦)−(𝑎, 𝑏)∥<𝛿 ⇒ | 𝑓 (𝑥, 𝑦)−𝐿 |< 𝜀
2 .

También que ∃𝛿𝑥 tal que si |𝑥−𝑎 |<𝛿𝑥 entonces | 𝑓 (𝑥, 𝑦)−𝐿𝑏 (𝑥) |< 𝜀
2 . Llamemos 𝛿∗=mín

{
𝛿√
2
, 𝛿𝑥

}
. Entonces

si |𝑦−𝑏 |<𝛿∗ es |𝐿𝑏 (𝑥)−𝐿 | ≤ | 𝑓 (𝑥, 𝑦)−𝐿𝑏 (𝑥) |+| 𝑓 (𝑥, 𝑦)−𝐿 |<𝜀 , pues |𝑥−𝑎 |<𝛿𝑥 , ∥(𝑥−𝑎, 𝑦−𝑏)∥<
√︃

𝛿2

2 +
𝛿2

2 =𝛿 .

𝑓 (𝑥, 𝑦)= 𝑥2−𝑦2

𝑥2+𝑦2 lı́m
𝑥→0

(
lı́m
𝑦→0

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)
= lı́m

𝑥→0
𝑥2

𝑥2 =1 . lı́m
𝑦→0

(
lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)
= lı́m

𝑦→0

−𝑦2

𝑦2 =−1 ⇒ no existe límite.

𝑓 (𝑥, 𝑦)= 𝑥2𝑦2

𝑥2𝑦2+(𝑥−𝑦)2 lı́m
𝑥→0

(
lı́m
𝑦→0

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)
=0= lı́m

𝑦→0

(
lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)

pero no hay límite, pues 𝑓 (𝑥, 0)=0 , 𝑓 (𝑥, 𝑥)=1 .

ii



12. a) 𝑓 (𝑥, 𝑦)= 𝑥2

𝑥2+𝑦2 =𝐶 → 𝑦=±𝑥
√

1−𝐶√
𝐶

(rectas pasando
por el origen). b) 𝑓 (𝑥, 𝑦)= 2𝑥2𝑦

𝑥2+𝑦2 =0→ 𝑥=0
𝑦=0

O mejor, 𝑦=𝑚𝑥 → 𝑓 (𝑥, 𝑚𝑥)= 1
1+𝑚2

⇒ sin límite en el origen.
𝑥=1→ 𝑧= 1

1+𝑦2 , 𝑦=1→ 𝑧= 𝑥2

𝑥2+1 .

(resto de curvas nivel complicadas)
𝑥=±1→ 𝑧=

2𝑦
1+𝑦2

𝑦=±1→ 𝑧=± 2𝑥2

𝑥2+1

z

1
–1 y

z=0

z=1

z=1/2

z=1/2

z

–1 1

1/2

y

z

–1 1

1/2

x

Polares: | 𝑓 (𝑟, 𝜃) |= |2𝑟 cos2𝜃 sen 𝜃 | ≤2𝑟−→
𝑟→0

0
⇒ es continua en (0, 0) .

c) 𝑓 (𝑥, 𝑦)= 𝑥2

𝑦
= 𝐶 → 𝑦= 𝑥2

𝐶
, 𝑎2

𝑦

𝑦→0±
−→±∞ ⇒ Engañan: 𝑓 (𝑥, 𝑚𝑥)= 𝑥

𝑚
−→
𝑥→0

0 , 𝑓 (𝑟, 𝜃)=𝑟 cos2 𝜃
sen 𝜃
−→
𝑟→0

0 .

continua en (𝑎, 𝑏) , 𝑏≠0 , y no límite en (𝑎, 0) .
2log|y|

arctan–1y2d) 𝑓 (𝑥, 𝑦)= log(𝑥2+𝑦2) Revolución. Continua en R2−{0} .

e) 𝑓 (𝑥, 𝑦)= arctan 1
𝑥2+𝑦2 Revolución. Continua en todo R2

(definiendo 𝑓 (0, 0)=𝜋/2 ).

f) 𝑓 (𝑥, 𝑦)= th 𝑥6

𝑦2
𝑓 (𝑥, 𝑚𝑥3)= th 1

𝑚2

( 𝑦=𝑚𝑥3 de nivel )
⇒ 𝑓 sin límite en (0, 0) .

Podría no tenerlo en (𝑎, 0) , 𝑎≠0, pero 𝑓 (𝑥, 𝑦)→1 , porque th ++0 =1 .
En el resto de puntos, las 𝑓 son continuas, por ser suma, composición,
cocientes con denominador no nulo... de continuas.

13. a) 𝑓 (𝑥, 𝑦)=
√︁

16−𝑦4 Gráfica trasladada de una función real continua en |𝑦 | ≤2 .
Es continua en todo su dominio 𝐷= {(𝑥, 𝑦) : |𝑦 | ≤2} .

(Usando la definición de continuidad válida también para los puntos de 𝜕𝐷 ).

b) 𝑔(𝑥, 𝑦)= 𝑥2𝑦 e−𝑦
𝑥4+4𝑦2

Discontinua en (0, 0) pues no tiene límite en: 𝑔(𝑥, 𝑚𝑥2)= 𝑚 e−𝑚𝑥2

1+4𝑚2 −→
𝑥→0

𝑚

1+4𝑚2 .
En el resto de R2 es claramente continua.

c)
ℎ(𝑥, 𝑦)=𝑥𝑦 cos 1

𝑦

ℎ(𝑥, 0)=0
Obviamente continua si 𝑦≠0 . Y también es continua en ese eje por ser
el producto de un campo acotado

(
cos 1

𝑦

)
por otro que tiende a 0 ( 𝑥𝑦 ).

z=e

z

x

z=1/e

z=1/e

z=e

z

x

d) 𝑘 (𝑥, 𝑦) = e−1/𝑥𝑦

𝑘 (𝑥, 0)=𝑔(0, 𝑦)=0

Claramente continua si 𝑥, 𝑦≠0 𝑘 =𝐶 →
pues es − 1

𝑥𝑦
continua compuesta 𝑥𝑦=− 1

ln𝐶
con la función continua e𝑥 . hipérbolas

Nos acercamos a (0, 𝑏) , 𝑏>0 por 𝑦=𝑏 : e−1/𝑏𝑥 → 0,∞ si 𝑥 → 0+,−. Discontinua.
Análogamente se ve que es discontinua en (0, 𝑏) , 𝑏<0 y (𝑎, 0) , 𝑎≠0 .

Tampoco continua en el origen: 𝑘 (𝑥, 𝑚𝑥)=e−1/𝑚𝑥2−→
𝑥→0

{ 0, 𝑚 >0
∞, 𝑚 <0 . cortes con

𝑦=1 , 𝑦=−𝑥 :

14. a) 𝑓 (𝑥,𝑦)= sen 𝑥𝑦
𝑥2+𝑦2 =0→ 𝑥=0 , 𝑦=0

𝑥𝑦= 𝑘𝜋
b) ℎ(𝑥,𝑦)= sen(𝑥𝑦)

𝑥𝑦

𝑔(𝑥)= sen 𝑥
𝑥

, 𝑔(0)=1 ,
continua ∀𝑥 .

(demás curvas nivel y cortes difíciles)
𝑓 (𝑥, 𝑚𝑥)= sen𝑚𝑥2

(1+𝑚2 )𝑥2 −→
𝑥→0

sen𝑚
1+𝑚2

⇒ 𝑓 sin límite en (0, 0) .
Y continua en el resto.

𝑓 (𝑥, 𝑦)=𝑥𝑦 continua en R2.
Definiendo ℎ(𝑥, 0)=ℎ(0, 𝑦)=1
sería ℎ continua en todo R2.
En ambos ejes ℎ→ 1 .

15. a) 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)= 𝑦𝑧 1− e𝑥𝑦𝑧
𝑥𝑦𝑧

con 𝑓 ∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)= 1− e𝑥𝑦𝑧
𝑥𝑦𝑧

continua en R3, por serlo ℎ(𝑥)= 1− e𝑥
𝑥

, ℎ(0)=−1 en R .
i) si x→(0, 0, 0) , 𝑓 → 0 · (−1)=0 . ii) si x→(0, 1, 0) , 𝑓 → 0 · (−1)=0 .

Inmediatos son: iii) si x→(1, 1, 1) , 𝑓 → 1−e . iv) si x→(1, 1, 0) , 𝑓 → 0 .

b) 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)= 𝑥2− 1
𝑦 + 𝑧 − 1 es continua seguro si 𝑦+𝑧≠1 . i) si x→(0, 0, 0) , 𝑔 → 1 .

iii) si x→(1, 1, 1) , 𝑔 → 0 .
ii) si x→(0, 1, 0) , sale −1

0 y no tendrá límite. Nos acercamos por una recta: 𝑓 (0, 1+ℎ, 0)=− 1
ℎ
−→
ℎ→0
±∞ .

iv) si x→(1, 1, 0) , sale 0
0 . Nos acercamos por rectas 𝑔(1+ℎ, 1+𝑚ℎ, 0)= 2ℎ+ℎ2

𝑚ℎ
−→
ℎ→0

2
𝑚

. No hay límite.

iii


