Soluciones de problemas de Calculo (23/24) 1. Conceptos basicos

1. x=(4,3),y=(1,-1). x+y=(5,2), x—-y=(3,4) y x+3y =(7,0),
Ix+yll=v29 <6<5+V2 =||x||+|ly|| . |Ix—y||=5=distanciade x a y.
|X-y|=l§5\/§:|lx||||y||. X -y >0 = dngulo agudo. ||x +3y|/=7

”(x’:;;ﬂ)”'yy” = #ﬁ =cos¢ — y y X+ 3y forman un dngulo § (claro en dibujo).
ijk
2. x=(2,0,-3),y=(0,1,3). x-y=-9, xxXy= (2) 10—33 =(0+3)i—-(6-0)j+(2-0)k =(3,-6,2)=-y X Xx.
Un posible u es ﬁ: (% —g, %) . Otro obvio es v=(0, 1,0) . [Todos son de la forma ﬁ(3a, b,2a) |.

3.[a=i+k, b=i+3j, c=2i- , (a+b)-¢=(2,3,1)-(2,-1,1)=2, a-(bxe)=(1,0,1)-(3,-1,-7)=—4,
ax(b—¢)=(1,0, 1)x(—1,4,-1)=(=4,0,4), ax(bxe)=(1,0,1)x(3,-1,-7)=(1,10,-1),
(axb)xe=(-3,1,3)x(2,-1,1)=(4,9,1).

4. a) (x+2,y-7)-(4,1)=0 — (lo més corto).

x+1

b) y=2 de pendiente 1 pasando por (0,3) — (¢, 2!, re(-1,1).
(-1,0) +1(2,1) = (2t—1,1), t€(0,1) (recorrida en el mismo sentido).
(1,1) +1(-2,-1) = (1-2¢t,1-1), t€(0,1) (en sentido opuesto). \y=-1-4x

a7

v=(4,1)

5.a) p=(1,3,2),q=(4,-1,1), r=(3,0,2). (q—p)x(r—-p)=(3,-4,-1)x(2,-3,0)=(-3,-2,-1) —
Plano: -3(x—1)-2(y-3)-(z-2)=0 — ‘3x +2y+z=11 ‘ [O eliminando 7 y s de x=t(q—p)+s(r—p)+p |.

b) Perpendicular a larecta (3,0,2)¢+ (3,-1,1) = (3,0,2) perpendicular al plano.
Como pasa por (5,—1,0), nuestro plano es: 3(x—5) + 0(y+1) +2(z—=0) =0 — [3x+2z=15].

c¢) El vector (2,1,-3) es perpendicular a 2x+y—3z+4=0y (-1, 1,2) tiene la direcciénde (-1,1,2)¢t+(3,2,4).
El vector (2, 1,-3)x(-1,1,2)=(5,—1,3) es pependicular a nuesto plano, que debe contener el punto (3,2,4).

El plano pedido es 5(x—3)—(y—2)+3(z—4)=0 — |5x—y+3z=25].
6. [p=(1,0-1).4=(-221 | ) p-4=(3,-2-2), p-q=-3, pxq=|1 0-I

(p+q)-(pxq)=0. [Ip+ql=]I(-1,2,0)[|=V5<V2+3=|p||+|lqll, pues V5 <3. |p-q|=3<3V2 =|lqllllpll.

perpendiculares

i j k
=2i+1j+2k=(2,1,2),

Ip—q|l=V17 =distanciade p a q. —III?II‘II?III :—%:cosgb — p y q forman un dngulo %. 2
x=t-2s

b) Plano que contienea py q: x=17(1,0,—1)+s(-2,2,1), {y=2s[ — zz—x—% . :
7=5— 0

O como p X g es perpendicular a este plano: (2,1,2)-(x,y,z2) =0 7 -1

¢) Podemos escoger ¢(t)=p+1(q—p) y d(t)=q+1(p—q),con r€[0, 1] . Es decir: RN F A o
c()=(1,0,—1)+1(-3,2,2)=(1-3¢,2t,2t—-1), d(t) =(-2,2, 1)+ #(3,-2,-2)=(3t-2,2-2¢,1-2¢) .
7. A:{(x,y):|x|<1,|y|§x2} B:{X:1<||X||<2,X-(1,1)<0} C:{X:||x||=q,q€Q,q§1}
ni abierto ni cerrado abierto, no cerrado ni abierto ni cerrado

. _ puntos a distancia > 1

N B .

& < 2 del origen que L

N Q} ’ en g Ningtin punto es

forman con el vector “e"e* . .
rontera interior y los de
C={lIxl[<1}

-’1 (1, 1) dngulo obtuso.
sonde dC y son

de acumulacién.

Todos sus puntos son
interiores. Los de dB
AU son de acumulcién y
" nosonde B.

frontera  “cierre Los tres son acotados, pero ninguno es compacto, porque ninguno es cerrado.



peA = 3B, (p)CACAUB
8. A, B abiertos, p cAUB = { 5 5 } = p interiora AUB = AUB abierto.

) (]
p<€B = 3B,(p) CBCAUB

pcA = 3B, (p)CcA ) )
pE€EANB = { } Si r =min{r;,r} = B,(p) CANB y es abierto.

y y
peB = 3B,,(p)cB
Si {A,,} abiertos, se veigual que | J A, esabierto. Pero fallala demostracion parala () A, , puesel min{r,rs,...}

neN neN
podria no existir. La interseccion de infinitos abiertos puede no serlo. Por ejemplo, () B;;,(0)={0} no lo es.
neN

Ny x=0 - z=4-y curvas de nivel: — corte con todo plano x=cte — z=|y|
9. a) y=0 — z=4-2x y=4-C-2x b) curvas de nivel: |y|=C
y

Y

c) | z=4x2+y?|=C elipses.

x=0 — z:y2
y=0 — z=4x>

10. a) |4x>+y?+472=4| z=C — 4x2+y2=4-4C? elipses

221_

2
x=0—> )2'—2+12=1 elipse, y=0 — x?+7°=

b) & z==x, dos planos, independientes de y .

Entre las cuddricas (todas las de este problema lo son) se esconden cosas mas
sencillas como planos, puntos, el vacio...).

=0 o
/ elipsoide (esfera estirada « —)

) |22 =1+x2+y? <= = 22 =x%+y?—1| De revolucion.
< 2_ 2
=1 .
2 s hipérbolas
z7=1
A4
hiperboloide Sy hiperboloide
de dos hojas ~ XN de una hoja
(wikipedia) <& 4 / ‘ \ (wikipedia)

11. Probemos que f(x,y)— L cuando (x,y)—(a,b) = lim ( ll’n}a f(x,y))=L (el otro parecido). (x)
x—a  y—
Sea Ly(x)=lim f(x, y) . Sabemos que V 36 tal que [|(x, )= (a, )l <6 = |f(x,y)-L|<%. (“._‘_i’b) )
y*)
También que 36, tal que si |x—a|<d, entonces |f(x,y)—Lp(x)| <5 . Llamemos 6*=min{%, 6x} . Entonces

si [y—b|<6" es |Ly(x)~LI<|f(x,y) =Ly (X)|+]f(x, y)~L| <&, pues [x—a| <6y, [[(x—a,y—=b)|| <[5+ =6.

x2_y2 . . ; 2 ; ; , 2 . L.
f(x,y):m )lcgr})(yir})f(x,y))z)lgr%)%zl. i{r})()lgr})f(x,y))zilir})y—yz:—l = no existe limite.

B x2y? . . o . L. _ _
flx,y)= TS’ ill}l})(ilil}) fxy) —0—33}) ()1{13}) f(x,y)) pero no hay limite, pues f(x,0)=0, f(x,x)=1.

1I



__xr |_ _ . VI=C (rectas pasando _2x%y | x=0
12‘ a) f(x’y)_#)ﬂ _C - y_ix \/E pore]origen)' b) f(x’y)_m _0—> y=

; — —_1 resto de curvas nivel complicadas
0 mejor, y=mx — f(x,'mx)—m ( i urv y ;y p )
= sin limite en el origen. x=xl = z=75
_ __1 _ _ x? 2
x=l> =g, y=1—> =35, y=xl - 7= 25
! AR
2:1{ - . ) Ty 8
. ///2'\ " Polares: | f(r, 8)|=|2r cos“0 sen 0| £2r—(>) 0
-------------------- 0 N A . r—
pp i i = i = es continua en (0,0).
AN —1 1y —1 1x
o) | flx y)=x—2 =C— y:"—2 “—zy—>_>0i+oo = =S <Z--* Engafian: f(x,mx)=%—0, f(r 6):rcos29 — 50
5 y C’y + . ’ m,_ ’ senf ..o "

continua en (a, b) , b #0, y no limite en (a,0) . <+

- 2]0gb}|
d) | £(x,y)=log(x2+y?) | Revolucién. Continua en R*—{0} . ” arctan’,
e) | f(x,y)= arctan # Revolucién. Continua en todo R? \.l' /
i (definiendo f(0,0)=7/2).

f(x,mx®)=th #

(y=mx> de nivel )

f) f(x,y):th§—§ = f sin limite en (0,0).

Podria no tenerlo en (a,0), a#0, pero f(x,y)— 1, porque th5=1.

En el resto de puntos, las f son continuas, por ser suma, composicion,
cocientes con denominador no nulo... de continuas.

Grifica trasladada de una funcién real continuaen |y| <2.
13. a ,y)=416—y* . .
) [ " | Es continua en todo su dominio D = {(x,y): |y|<2}.
(Usando la definicion de continuidad valida también para los puntos de dD ).

2
me”MmX m

2 ey . . . L. . 2N
b) | g(x,y) =22 Discontinua en (0,0) pues no tiene limite en: g(x, mx~)= Tedn ) Tedn? -

X2 :
Y™ | Enel resto de R? es claramente continua.
h(x,y)=xy cos% Obviamente continua si y #0. Y también es continua en ese eje por ser
c) h(x,0)=0 el producto de un campo acotado (COS% ) por otro que tiende a 0 (xy).
Claramente continua si x, y#0 k=C — \ 1
d) k(x,y) = et ues es —— continua comy uesta xy=—r o
k(x,0)=g(0,y)=0 | P xy COMHRNA COTID Y="mc RIS
con la funcién continua e* . hipérbolas .y —
Nos acercamos a (0, 5), b>0 por y=b: e"!/?* — 0,00 si x — 0. Discontinua. -5

Andlogamente se ve que es discontinua en (0,5), b<0 y (a,0), a#0. z z
—,[{0,m>0 cortes con / \\

: : . — a—1/mx?
Tampoco continua en el origen: k(x,mx)=e o, m<0" y=1, y=—x:

x—0

X X

x=0, y=0

_sen(xy) | g(x)=*, g(0)=1,
Xy=knr b) | A(x.y)

*y continua Vx .

14. a) | f(x.y)=53 =0 >

T x24y2

(demads curvas nivel y cortes dificiles)

2

sen mx senm
= —
fx,mx) (1+m?)x? o 1+m?

f(x,y)=xy continua en R®.
Definiendo h(x,0)=h(0,y)=1
serfa h continua en todo RZ.

= f sin limite en (0, 0) .
Y continua en el resto.

En ambos ejes h — 1.

15. a) f(x,y,z)zyz% con f(x,y,z)= l_x‘;xzyz continua en R?, por serlo /(x) = 1—xex , h(0)=—1 enR.
i)si x —(0,0,0), f > 0-(-1)=0. ii)si x—(0,1,0), f - 0-(-1)=0.
Inmediatos son: iii)si x —»(1,1,1), f — 1-e. iv)si x —(1,1,0), f — 0.

i)si x —(0,0,0), g —> 1.
i) si x - (1,1,1), g = 0.

x2=1

b)|g(x,y,2) =yy-1 | continua seguro si y+z#1.

~—~

ii) si x — (0, 1,0), sale _Tl y no tendrd limite. Nos acercamos por una recta: f(0, 1+#4,0) :—% m +00.,
—

iv)si x — (1,1,0), sale 8 . Nos acercamos por rectas g(1+h, 1+mh,0)= % h—()) % . No hay limite.

IIT



