Soluciones de problemas de Calculo (23/24)

L | f(xy)= e | fo=(B4dx?y?) 370 f =oxty ey’ y(y,y).

g(x,y)=log |y —x2| 8x= Zx , 8y= x2 ,si y#x? (en esos puntos ni estd definida).

Slx;éO y#O es hy :—cos(xy)——sen(xy) hy —cos(xy)——sen(xy)

h(x,y) =5 sen(xy)
Obviamente es hy(a,0)=h,(0,b)=0 (son derivadas de la funcién constante 1).

h(x,0)=h(0,y)=1

2

kry)=== | Si (00)#(0,0), ky=(P+y?) 2= (? +y2> 2= (YT ky ==tz -
k(0,0)=0 En (0,0): 2(0,y)=0 = h,(0,0)=0; h(x,0)=27, h(0,0)=0 = no existe h,(0,0).
\ 2

. . _ 3 _ _ . .
2. | flx,y)= x_z . F(x,0)=0 Curvas de nivel: y=%(x /C) » x=0, y=0. Continua si y#0 \
por ser cociente de campos continuos con denominador no nulo. N '
En (a, 0) es discontinua pues cerca toma f valores tan gordos o tan negativos como queramos.

En (0, 0) es discontinua, pero de la definicién sale f,(0,0)=f,(0,0)=0 = Vf(0,0)=(0,0). ~ -

f(4h/5,3h/5)_1, 64h> _ 64 f
T D0 4513 T 45

Para la derivada en (0, 0) se precisa la defincién: D 4.0 £(0,0)= h’m

Vf(x,y)= (3x —ii;) continuo en un entorno de (1,1), Vf(1,1)= (3 -2) = D, 3)f(1 1)=(3,-2)-(%, )

3. | f(x,y)=3x2+y? | VF=(6x,2y)=(6x, +2V1-x2), ||Vf(x, £V1-x2)|>=32x2+4. ﬁ
6.0) ©60)

(sobre la circ.) méaximo si x=+1 7 5
Dy f es maxima (=6) en los puntos (1,0) y (=1,0), en la direccién de los ]
respectivos gradientes (6,0) y (—6,0) (o si se prefiere, de los vectores i y —i). ©-2)
¥y

4.0 =m0 = (1.0

[silla de montar

como Ej 4 de 1.2] -
Plano tangente: . , I s "40 )¢

b) |g(x.y) =y*| Vg=(0.2y) [=(0,2) en (1,1)]. —!

Plano tangente: z=1+2(y—-1), . 1 ] \\

0) [h(x,y) = (P+y) 7| Vh=—Zos(xy) . VAL D =(=,-)
[ Vi apunta hacia el origen y es mayor cuanto mds cerca estemos].

Plano tangente: z:%—%(x—l)—%(y—l), Z:_3_§_y .

5. [ fe =520 | f@0)=x = £0.0=1. £(0.5)=2y = £(0.0)=2.
D1 £(0, o)_hmw —12/2:_%'

h—>0
f(r,0)=r(cos*9+2sen*d), |f(r, 6)—O| <3r — 0 = f continuaen (0,0).
r—

(1,2
Si f fuese diferenciable en el origen seria D (1,_1)f(0,0)=Vf(0,0)-(1,-1)=~1.
Como no es el caso, la f no puede ser diferenciable. [O utilizando la definicién].

2. Célculo diferencial en R”

En (0,b) es hy=0 (derivadaen x=0 de Lsen(bx):l—#+- -+ ). Igual, hy(a,0)=0.

6. | f(x,y)=y sen x2+y2 , £(0,0)=0 | continua (y diferenciable) claramente si (x, y) # (0,0) . En (0, 0) es continua:

|f(x,y)—f(0,0)|=|y||sen xz+y2|ﬁ|y|$\/x2+y2<s si ||(x,y)—(0,0)||=vx2+y% <6=¢& [0 “0-ac.” o polares].

fx(0,0)=0, £,(0,0) :;Fmo % sen # no existe = f no es diferenciable en (0, 0) .

—__2xy 1 _ L2 1
Jx= 272 C0S T o7 fy=sen Ty T ay?)? €08 13 continuas en un entorno de (1,0) =

Dyf(1,0)=Vf(1,0)-v=(0,sen1)- V—Ssenl

18%



7. | f(x,y) = yxT31 , f(x,1)=0 | Acercandonos por rectas: f(x, l4+mx)= x—rj —60 pero no basta.
X—

Sobre las curvas y=1+mx> es f(x, 1+mx>)= # = no continua = no diferenciable en (0, 1) .

_i __x_3 (2 _ . .o . <2 1
f=35. =G Vf(1,0)=(-3,-1) = derivada minima en la direccién de ( - ’\/ﬁ)'

Plano tangente z=—-1-3(x—1)—(y—-0) =2-3x-y.

Al

1] a) f=0— y2=x*, y=+x? parbolas.
8. f(x’Y):szrxz ) yz 2y y
x*+y f=1—- x*(1+x7)=0, x=0.
b) i) D=0 si u L Vf (y tangente a la curva nivel). ﬁ=(if,¢%)-

O bien: Vf:uziﬁ(—x4—2x2y2—y2,xy(x2+1))(l—_;)—(2, 1) ..

W

ii) No existe # porque el valor méximo de Dz es ||[Vf||=V5 < 3.

¢) Lo cercade 0 que queramos hay puntos con f=0y f=1 = f discontinua.

. 2_,2 2 . . . . :
O bien, porque: f(x, mx)="=3 — ™ distinto para distintos m . f discontinua = f no diferenciable.

l+m? o Ll+m?
[Definiendo f(0,0)=1,la
que no existirfa serfa fy ].

F(x,0)=-x% = £,(0,0)=-2x|_,=0. f(0, y):{ b V%0 discontinua= A, (0,0).

continuo en R? por ser composicién del campo y—x> continuo y z!/3 continua.

9. a ,y)=(y—x)1/3
)& )= f(x,0)=—x, fx(0,0)=—1, £(0,y)=y'? = fv(0,0) no existe = no diferenciable.

_x*? | Como g(x,0)=0Vx, g(0,y)=0Vy es claro que g,(0,0)=g,(0,0)=0.
g(x,y)= iyt ,
2(0,0)=0 Pero no es diferenciable en el punto por no ser continua: g(x, mx)=17—.

[Tan cerca como queramos del origen hay puntos en los que la g vale, por ejemplo, 0 (los ejes),
otros en los que vale % (y==x), ] A la derecha, la grafica de la funcién hecha con ‘Maple’:

r(x,y)=+/lxy|| r(x,0)=0Vx, r(0,y)=0Vy = r(0,0)=r,(0,0)=0.
Si es continua por serlo el campo xy, el valor absoluto y la raiz para valores positivos.
Lo que no existe en este caso es ninguna derivada segtin vectores distintos de los ejes:

_ AR, .
r(x, mx)=|x|/|m| . ,}%M :;y_%% no existe si m#0.

[Por ejemplo, el corte con y==+x es la funcién real no derivable y=|x| ] .

Por tanto, r no puede ser diferenciable (= 3Dy )

2 r—
h(x,y)= \/;CZTyZ h(r,0)=rcos?8, |h(r,0)—h(0,0)|< r 23 0 = h continuaen (0,0) .

h(0,0)=0 h(0,y)=0 = hy(0,0)=0; h(x, O):§:|x| = h,(0,0) no existe = no diferenciable.
k(x,y)= 3x22yz—2x6 |k(r, 0)—0|:|3r2 cos?f sen’0—r* cos60| < 3r2+r4—(>)0 = f continua.
’ Xty r—
k(0,0)=0 k(x,0)=—x*, k(0,y)=0 = k,(0,0) =k, (0,0)=0.
3x2y2—x6
=————0-0-x-0-y

2.2 . .
aael =3rcos’dsen’d—r3 cos®d — 0 = f diferenciable.

\/x2+y2 acotado acotado r—0

[Se podria ver que k,, k, son continuas en (0,0), o probar directamente la diferenciabilidad, pues
diferenciable = continua].  [La grafica de Maple se ve suave en el origen].

Con la definicion:

[ _ xe*»?_, | Enunentornode0: e¥’*’= 1+x2+y2+0(x%+y?) , luego I(x,y)= x+% — 0.
(X,)’)—Tyz ) \ XY x—0
— _ _ — 4 L[ B (B2 — 1 HO(RT)
1(0,0)=0 1(0,)=0 — 1,(0,0)=0. zx(o,O)_mz(m(e —1))_,11%7 - 1.
Es dif iable:
S direrencia e’ l(h,k)—l(0,0)—(l,O)(h,k) ~ o h(eh2+k2—1—h2—k2) ~ It O((h2+k2)2) B
(h,k)—(0,0) N (k)= (0,0) (h2+Kk2)3/2 C(hk)—0,0)  (B2+k2)32



10. | f(x,y) = 2xy+y? a) y(2x+y?)=0 — y=0 yla pardbola x=—1y? [que pasa por (-2,2)]. 4

x2+y?
............ 2

f(x,00=0 fX(O,O)ZO 2mam3x 2m . .
) £(0.y)=y = £,(0.0)= - flx,mx) == ) Tem? = discontinua en (0, 0) .
[En polares es casi lo mismo: f(r,8)=2cos 6 sen @+r sen®d — sen 26 dependiente de 6 ] .

r—0

Por no ser f continua, deducimos que f no es diferenciable en ese punto. /

=(3.1), (2,-1) perpendicular = = (\%,—\%) [6-u].

C) Vf _ 2y(y2—x2—xy2) 2)(3—2xyz+3xzy2+y4
= (x2+y2)2 ’ (x2+y2)2 (_2 2)

[Més corto: u debe ser vector tangente a la curva de nivel, que tiene pendiente —% enel punto].

e Lg=_
(—x/i
‘5—‘d

e

— £(1,2)=1, £,(1,2)=3.

Q
L».)

11 VF(2, D)= (f:(1,2), £(1,2))=(c,d) , Dy f(2, D) =cu+dv —
5

Plano tangente: z=2+(x—1)+3(y-2), ‘ Recta normal a la superficie: ‘X=(1,2, 2)+t(1,3,—1)‘.

=[(~2.1.1)]. D(ap.e)f(1,-1,2)) = b+c—2a.

12. f(x, y, Z) =y e2x-z Vf = (2)’ er—z, er—z’ -y e2x—z)

(1-12)

1 1 1 ) (perpendicular

La Dy es nula, por ejemplo, segtin el vector (1, 1, 1) . Haciéndolo unitario: | u = (7§ "GV al gradiente).

13. | f(x,y,2)=ax>y+by’z+cz’x | Vf= (2axy+cz2,2byz+a)cz,2czx+by2)|(1 o (2a+c,2b+a,2c+b) .

La derivada es mdxima si u tiene la direccion del gradiente y el valor maximo es ||Vf||=13. Por tanto, debe ser:

2a+c=v26/2
VF(1,1,1)=ku, |[Vf]|=k = Vf(l,l,l):%(l,S,O), 2b+a=5v26/2 , a=3V26, b=V26, c=-1
2c+b =0
14. ‘f(x,y,z):arctan(xy)—zy‘ Vf = (1+x2 PW z,—y)| =(1,-1,-1)..
(0,1,1)
El vector unitario con la direccién y sentido de (3,0,4) es u = (5,0, 5) = Duf(0,1,1)=(1,-1,-1)-u= —% .
Plano tangente: (1,-1,-1)-(x-0,y-1,z-1)=0, .
15. a) [z=x>+y*| en (3,1,10). fi=2x, f,=3y* > z=10+6(x-3) +3(y-1), z=6x+3y—11\.

Obien: F(x,y,z)=x2+y*—z, VF(3,1,10)=(6,3,-1), (6,3,-1)-(x=3,y—1,z—-10)=0"T

b) |x2+(y=2)%+2z>=4|en (1,3,-1). VF(1,3,-1)=(2,2,-4), (1,1,-2)-(x=1,y=3,z+1)=0, x+y—2z=6.

Mis largo: z=—/2-3x2—3(y-2)2. zx(1,3)=zy(1,3)=%, z:—1+%(x—1)+%(y—3), z:%—3 T
1

¢) | yz=log(x+z) | en (0,0, 1) . (Aqui no podemos despejar z). F(x,y,z) = yz—log(x+z), VF=(- x+z,z y—x—ﬁ).
VF(0,0,1)=(-1,1,-1), (-1, 1,=1)-(x,y,z—=1)=—x+y—z+1 =0, .

16. | f(x,y)=x>y—x>y*| fe=5x*y—2xy*, fy=x5—4x2y3. Frex=20x3y—2y%, fxy:fyx:5x4—8xy3, fyy:—12x2y2.

‘g(xay) =xex—y‘ gxz(x+1) ex_y7 gy:_xex_y‘ gxx:(x+2) ex—y’ gxy:gyx=_(x+1)ex_y, gyy:xex_y.

hy=—- cos(xy) -2 SCH(X)’) hy=~sen(xy).

h(x y) _ cos(xy) ;
’ al Byx= [%—y—] cos(xy)+ 2 Zsen(xy), hey=hyx==ycos(xy), hyy=—-xcos(xy).

- 2 3
k(X,y)=\/xszy2 k= (2 4yH) T2 (x24y?) 2= W, ky:_m (prob 1).
— 3xy?2 2x2—y2 292 _x2
kor =—3x(x24y2) 324353 (x24y2) " 5/2:_—(x2+)‘yyz)5/2, kxy:kyx:%’ yyzw‘

_xy(x®=y?) _ vt ax?yl—yh x(x*—4x2y?—y%) Ademis f(x,0)=f(0,y)=0
17. f(x’y)_ x2+y2 . fx— (x2+y2)2 ) fy (x2+ 2) — Sl ()C y);t(O 0) — fx(0,0):fy(0,0):O.

fx(O’ y) ==y = (fx)y (0, 0) =fxy(0a 0) =-1. fy (X, O) =X = (fy)x((), O) =fyx (O, 0) =1. No coinciden.
Para que esto pueda ocurrir, no deben ser las derivadas segundas continuas. Y no lo son:

. x049x%y2—9x2y*—y . L. . 149m2 —9m?* —m®
Si (x,y)#(0,0) es frxy=fyx = ) que no tiene limite en el origen. [f(x, mx)= W ]

VI



18. . a) u=sen(x—t), uy,=—cos(x—t), ux=cos(x—1), uy; = —sen(x—1t) = Uyy .

b) u=sh2tch2x, u;,=2ch2tch2x, u,=2sh2tsh2x, u;; =4sh2tch2x = uy, .

1 R u __2(x+1)
T+(x+0)2 > X T T ()2 T g (x4 2]

¢) u=arctan(x+t), u;= xx -

2 . . z . <
d) u= f x_tz e”* ds . Las derivadas primeras se calculan ficilmente con el teorema fundamental del célculo:

u;= G C Uy= e~ ()7 _ = (x=1)? U =2(x—1) e~ () _ 2(x+1) e~ (x-1° = Uy .

19. a) f(x,)’)=(x_y)2 cn (1’2) fx :2(X—y), fy = —Z(X—y), fxx =2, fxy =-2, fyy =2.
f(1,2)=1, £x(1,2)==-2, £,(1,2)=2, fix(1,2)=2, f,(1,2)==2, f,,(1,2)=2.

Por tanto: | f(x,y) =1 —-2(x=1)+2(y=2) + (x=1)2=2(x=1)(y=2) + (y=2)?| (es exacto).

De otra forma: f(x,y)=[(x—1) - (yﬂ2) - 1]2

1 . . o 1
b) |g(x,y)= Trazny? | on (0,0) . Lo més corto es usar la serie geométrica: a0 = 1-x2—y%+---

3x%-y2-1 8xy

- 2x _ 2y __ 2,42)-2 2 2,2y-3_ _
8x= > 8y Zxx =—2(1+x"+y%) 77+ 4x“ (1 +x"+y~) 2(1+x2+y2)3 > 8xy (exay2)

- (1+)cz+yz)2 - (1+)cz+yz)2 ’

3y?2—x2-1 (int biand
8y =2 5 papderdesey), S(12=1, 8x(0,0=2,(0,0) =gy (0,0)=0, g1x(0,0)=gy,(0,0)=-2"

c) ‘ h(x,y)=¢e*Y cos(x+y) ‘ en (0,7). hy=¢e*> [y cos(x+y)—sen(x+y)] , hy=2¢e" [x cos(x+y)—sen(x+y)] ,

hax= e [(y*=1) cos(x+y) -2y sen(x+y)],

hyy= e [xy cos(x+y)—(x+y) sen(x+y)], h(x,y)=-1—nmx+ l‘z”zx2 +3(y-m)+ -

hyy= e [(x*—1) cos(x+y) —2x sen(x+y)] .
h(0,m)==1, hy(0,m)=-m, hy(0,7m)=hxy(0,7)=0, hy\(0, 7r)=1—712, hyy(0,m)=1 T

Otra forma: s=x, t=y—-n — h(s,1)= e+ cos(s+1+7)=—e"e* cos(s+1) , desarrollando en s=¢=0:

h(s,t)=—[1+7rs+%7r2s2+ ‘e ] [1+st+- . ] [1 - %(s2+2st+t2)+ .- ]

__ 122, 12 120 ] _1_ 1=x2 2, 10,1
= [1+7rs+2yrs+ ][1 78 =31+ ]— 1—ms+ 5=+ 517+

20. | f(x,y) :% a) cos(x+y)—cos(x—y)= 1—%(x+y)2+2- .. —[1—%(x—y)2+- . ] _ —2xy+0(x2+y2) .
[=—2senxseny] cosz:l—%+-T.
[Mis largo derivar: fy=—s+s, fy=—s=s, fex=fyy=—c+c,que se anulanen (0,0),y fxy :-c_ci(o 0 ="2 |.

2 . . . .
b) f(x,x)=B2-1 =22 [ f(x,mx) — 722 en general| = discontinua = no diferenciable.
x X x—0 x—0 1+m

f(x,0)=£(0,y)=0 [pues cos y=cos(-y) ] . Por tanto, las parciales son ’ fx(0,0)=£,(0,0)=0 ‘ .

21. | ce(r)=(¢, #?) |, te[-2,2]. Pasa por los puntos (e734), (1,0), (e, 1) y (e%4).
[La curva es la grifica de y=(logx)?, pues r=logx e y=t> ]
i) ¢'(r)=(e', 2t), ¢’(1)=(e,2). Tangente x =(e, 1)+1(e,2)=(e+re, 1421).

. -1
En cartesianas: t = %—1 = yT — yzgx—l.

.. _ . . 1 _
ii) Vectores normales (+1,Fe). Los unitarios: ﬁ(il, Fe).

a

iii) ¢’ (r)=(e’, 2), ¢”/(0)=(1,2). [(1,0) componente tangencial, (0,2) componente normal]|.
iv) Larecta r(s)=(s,s—1) corta nuestra curvaen (1,0) (cuando t=0 y s=1) y en ningln punto mas.

[s: e, s—1=1> = 1+12=¢' y esto sélo se cumple si 7=0, como muestran las graficas de las funciones].

El dngulo entre los vectores tangentes (1,0) y r’(1)=(1,1), es claramente 7 [: arc cos % ]

3,2,1
22. |x2+y%+372=16 VF:Z(x,y,3z)(—>>2(3,2, 3) . Plano tangente: 3(x—3)+2(y-2)+3(z—1)=0, z:g—ﬁ—x—%y.

c(r)=(3e", 2¢, e3t) la corta si 3e% +13e* =16 lo que claramente sucede si =0, que lleva al punto (3,2,1).

[De hecho, es el tinico corte, pues primer el miembro crece, 0 e =5 — 353+135—16=(5—1)(352+35+16)=0 ] .
Un vector tangente a la curva es ¢'(0)=(3,2,3) normal al plano tangente.

Curva y superficie son, pues, perpendiculares. Es decir, se cortan formando un dngulo 7.

VII



W =¢'f —sentfy,
B =€ (fo)i+e€ fu —sent(fy);—costfy=|e” frx—2€" sentfry+sen’tfyy + e fy —costf,

23. | h(r)=f(e',cos 1)

—cost-x| _, =—2¢sent.

. _ + 4 T . — t . t .
Si f(x,y)=xy, laexpresion anterior nos da: 0 —2e’sent-1+0+e¢ y|yzcost
h”(t)=e'(cost— sent— sen 1L cos t)

Componiendo y derivando: h(r)= e’ cost — h'(t)=e'(cosr—sent),

x2+y?=9-C circunferencias.
24. ,¥)=9-x2—y?|.
fe ) i N z=9—x2 parébola.

b) Vf=(-2x,-2y). Vf(2,1)=(-4,-2).

u perpendiculary [jul|=1 = u= (\iT

ﬁlﬂ
S—

¢) z=4-4(x=2)-2(y—1) = 14-4x-2y.

d) e()=(2,1), ¢()=(2.32), ¢(1)=(2,3) = (1) = Vf(e(1)) - ¢/ (1)=(~4,-2)-(2,3)=—14

. d d 9 d ’
[O escrito en la forma: d—{ = % c(l)‘é—ﬂt:ﬁ —ch c(l)d—f 1:1]' [Comprobando: h(t)=9-41>~1% — h’(1)=-8-6|.

25. f(x,y)=)y“—3 a) f=0— x=0 (e y=0), f=1,4 — y=+x2, y=+L1x? (pardbolas).

b) Las curvas de nivel muestran que f no es continua en 0 = f no es diferenciable.

[Cerca del origen hay puntos donde f vale 1,4,...,0bien, f(x,mx?)= ol B
f(x,0)=7(0,y)=0 = f£,(0,0)=£,(0,0)=0. Existen las parciales.

c) Vf = (4i ——) Vf(1,-1)=(4,2). Nos vale |u =(-1,0) |=—1i, pues 4 esla Dz en la direccién de i.

[Con mis trabajo u:(m,ﬁ) — Dzf(1,-1)= \‘%— -4 =Nb=0 6 b=% - (-1,-3)]
d) T(0)=(1,-1), T(0)=(1,1), #'(0) = V/((0)) - T (0) =[6].

O bien: h(t):f(e’, t—l) — h’(t):fx(e’, t—l)e’+ fy(e’, t—l) io> h(0)=fr(1,-1)+f,(1,-1)=6.
[Componiendoyderivando: h(t):% — h’(t):zez;(_—zlt);@ = 6].

26. | f(x,y)= 3y2+x6 a) f(x,00=L5,x20 = £(0,0) no existe. £(0,y)=0 = f,(0,0)=0.

Como sobre y=0 la f —600 es discontinua en el origen.

[Oblen f(x,mx?)= m—>—2 o f(x,mx3)= W—Boo.
2
De acercarse por rectas no se saca nada: f(x, mx)=3=— — s — 0 ] i
Por no existir una parcial o no ser continua, f no es diferenciable en (0,0) .
_(2x3(6y%-x5) 6xty 1 — 5 3 | (opuestoa Vf
b) Vf _( (3y2+x%)2 - (3y2+x6)2) ’ Vf(l’l)_g(s’_3) S u _( \/t VT) y unitario).
. _1 _1.,5 3 ; _5x-3y
¢) Plano tangente: f(1,1)=3, z=3+3(x-1)—-3(y—1),0mejor, |z=="5>|.
_ _ _ Comprobando: h(t)= = le7
= — 7 — 3 7 — ’ — = 7 —|_1 [ 60— 4
d) C(O)_(17 1) , C (t)_ (et7 36 t) , C (O)_(1’3) 5 h (O)_Vf(c(()))c (O)_ ) — I’l,(t)Z—le_ZI —O) " l]
1=l

27. | f(x,y) = cos(x+2y) +e* 7 | a) VF(0, 0) = (=sen(x+2y)+e* Y, =2 sen(x+2y)—e* )| o o =(1,=1).
Plano tangente: .

b) Vector unitario en la direccién de v: = (== 5 \F ). Duf(0,0)=V£(0,0) - u= )

En la direccién de ningdn # puede valer 2 pues la derivada direccional maxima es ||V/|| que ha sido V2.

©) f(T(1))=cos(-2t+2)—e ¥ " =1+e ¥ yes ¢(0)=(0,0,2). &'(0)=(-2,1,-3e7¥)| _,=(-2,1,-3).
Como la grificade f esuna curva de nivel de g donde estd ¢ serdn ortogonales: Vg(0,0,1)=(-1,1,1).

VIII



1,0,1
28, | P —x2y+y?—xz+7°=1 a)V=(3x2—2xy—x, 2y—x2,21—x)(—>)(2,—1,1). 2(x=1)—y+z—-1=0, z=3-2x+y.

b) Por estar la curvaen la superfice, u serd LaV=(2,-1,1)yav=(1,1,0). Vxv=(1,-1,-3), u:i%(l,—l,—b’).

Como para F(x,y,z)=xyz es VF=(yz,xz,zy), VF(a)=(1,0,1), Dyf(a)= \F(l 1,-3)-(1,0, 1)=¢\%-
29. |g(x.y.2)=(2x2—y+32%.2y—x%) | Dg (‘“‘ ) 91) = Dg(2,-1,1)= (84 B g)
Df Dg :(0 ) 9).
12018

0 3e” 9z%e~

0 1822 , queen (2,-1,1) 7

(Fog)(x,y,2)= (e3y+3z3, 3x2+62%), D(f o g)= (

a) fx (1+xy)2 5 fy m’ Vf(O 2) ( 3 1)
Plano tangente: z =2-3x+y—-2 =y—3x.

30. | f(x,y)= Xty

I+xy

Recta tangente, perpendicular al gradiente: (x,y—2)-(=3,1)=0 — y=3x+2.

O directamente: l)ixy =2 — y= ‘2); — y'(0)= mle 3 - y=2+3x. %
(1+y") (4xy) = (x+y) (y+xy") ’

O derivadas implicitas: (o2 =2.y=0" I+y"'=4=0 — y’(0) 13, /

-2 -1 0 172

b) Si h(u,v)=fw+v>—1,e"+1), es
12

_ _ ) S=Xy=2X (Uy = Xug _ Y [De aqui sale la solucién
3. | (y 2)Lty XUx=X"Y {[:x {Mx = (y=2)us + u; — Ur=TAY, u(s,t)=f(s) - tz—sl‘].
Es solucion u(x, y)=f(xy—2x) +x2=x%y: wuy = (y=2) f'(xy—2x) + 2x—2xy, uy =xf’(xy—2x)—x* —
(y=2)uy—xu,=0- (y=2)x2—x(2x=2xy)=x2y.

) (=9,1) = Duh(1,0)= (91)( ~L)=-5V2.

— 2 1
{s:xy {uxz yus+§ut {uxx— Volgs + 2ug + 7'4;:

=X _ 2 2x2 x2 2x
=5 Uyy=X uss—7us,+7u,t+ﬁu,

32. yzuyy —x2uy =0

— X >
Uy = XUs— 3l

EDP que se puede resolver y cuya solucién se puede escribir en la forma que se pide comprobar — usl—%u, =0].
u(x,y) = f(xy) +xg(2) > u —yf’(xy) +g(2)+2g/(2), uy=xf() - 5g'(%) -
=V ) + 58 (3)+ 58 (5)+ 5 (;), uyy=x2f”(xy)+2y%2g’(§)+ Sg"(3)—-
Yty —xzuxx=x VA f” <xy>—x 227 (xy) + B2 g(2)+ 25 () - 22 /(%) - % 27()=0.

33. | h(x,y,2)=g(u(x,y,2),v(x,y,2)) |, con u(x,y,z) =x*+2yz, v(x,y,2) =y*+2xz

Oh 6g = 2x+ ag2z

g’; (2 -x2) G+ (P —y2) Pt (2 —xy) G2

3—y——2z+—2y - 2\ 0g 2 2 2 2 2 2.\ 98

o _ 2y+ag2x = 2(xy?—x?z+xz-yz2+yz>—xy ) +2(y*z—x?z4x?y—y?z4x’z—x y)E:@.
dz

34. | u=f(x,y,2), x=s>+1%, y=s>—12, z=2st | Fy=2sfi+2sfy+2tf,, Fy=2tf—2tfy+2sf;.
Fys= 45> frx+45 fyy +412 fr+85% oy +85t fug +85t fyz + 2fx+2fy
Fyr = 45t frx—4st fyy +4st fr+4(52+12) fro+4(s>=12) fyz + 27,
Frr= 402 fox+812 fyy +45% [ =812 fry +85t fry =85t fyz + 2 fx =21y .

ijok
-1 0 3/=(0,-10,0). ii) a-f(a)=0, dngulo 7
30 -

3s. , f(x,y,2)=(xz,y%,x)|. a)i) axf(a)=

iii) divf=z+2y. iv) V(divF)=(0,2,1). v) rotf =(0,x—1,0). vi) f-rotf =(x—1)y2.

b) z4+2y=3 es un plano (al que pertenece a), con vector perpendicular (0, 2, 1) . La recta perpendicular sera:

x=(-1,0,3)+7(0,2,1)=(-1,2¢,3+¢) que corta z=5 para t=2 — punto | (-1,4,5)|.

IX



i j ok
36. \ £(r.y.2)= (2 1,5%), g(x,y,z)zz\ Q) dive=2v. rotf = ox oy 90 =(2.0.0). Vg=(0.0.1). Ag=0.
X 1 y

rot (Vg)=0, div(rotf)=0 (sin necesidad de calcular nada). V(f-Vg)= V(y?)=(0,2y,0).

rot (f xVg) =rot (1,-x2,0)=(0,0,-2x) . rot (V(f-Vg))=0, div(rot (f xVg))=0 (de nuevo sin calcular).

b) div(gf) = gxfi+8fix+8y o+8 oy +8:3+8 3z =8 (fix+ oy +f32) + (8x, &y, 82) - (81.82,83) = gdivE+Vg-f .

ik
rot (g £)=|o/ax a/0y 892 = (8yf3+8[3x—82S2—8F2z> 82 [1+8f12—8x 3~ 8 f3x, 8x 2 +8 fox— 8y /1 -8 f1y)
8RS 2 g (=P fromfrxe ox—fiy) + (82832 82)X(f1. fou f3) = g TOLE + Vg £
Comprobando: -
i
div (gf)=2xz+y?>=z2x+(0,0,1)-(x2,1,y%). rot(gf)=(2yz—1, x2,0)=(2yz,0,0)+|0 o 1.
x2 1 y?

37. f(x, v,2)= (xzz, —Xzy > —)’ZZ)

- - 3,4,5
din=z2—y2—x2 [=0 cono]. V(din):(—Zx,—2y,2z) (—>) 2(-3,-4,5).
rotf = (-2yz, 2xz,-2xy) .

b) Plano tangente: —3(x—3)—4(y—3)+5(z—5)=0, 5z=3x+4y g%ﬁigﬁrtghgri%iz) [6 z=+x2+y2 .. ].
Recta normal: (3(1-1),4(1-1),5(1+1)), que para r=1 corta el eje z (esperable en cono) en (0,0, 10) .

c)a'(1)=(0,—2,5).6(1):(3,4,5).DF=(_§xy S ZSZ). &’(1)= DIE(1)) T (1)=(150, 18,0) .
0 2

-2yz -y

a) i) divf=z2+x%+y?~6z. ii) V(divf)=2(x,y,z-3).
i i k
9/dx 8/dy 8]dz
xz2 yx2 zy2 —3z2
b) x2+y%2+(z—3)?=9 es la superficie esférica de centro (0,0, 3) y radio 3,
y la recta perpendicular a ella en cualquier punto pasard por su centro.

38. |f(x,y,2)= (xz%, yx2, zy2=37%)

iii) rotf = =2(yz,xz,xy).iv) A(divf)=6.

Un vector normal a la superficie se obtiene de ii): (1,2,-2).

x=(1,2,1)+1(1,2,-2)=(1+¢,242¢,1-2¢) que corta x=0 para r=—1

— punto de corte | (0,0, 3) | que habiamos anticipado.

39. [f(x,y,2)=(xz,y%,2x2) | y |e(®)= (1,1, 1-13)

¥ x
a) i) divf=, i) rotf= ,
6

z 0 x
iii) Df= (0 2y o) . iv) JE=[0], v) ¢(1)=(0,1,-372),

2z 0 2x

2.0 1\/0
b) e(-1)=(1,-1,2). c’(—l):Df(c(—l))c'(—l):(o -2 0)( 1 ):

¢ (-1)=(0,1,-3)|.

-3 o
(_2) [se suele escribir

como vector fila].
4 0 2/\-3 -6 ]

¢) Recta tangente (si r=—1): ‘(1,s—1,2—3s)‘. Cortaotravezsi t=s—1, 1-7=2—-3s.

— $-3t-2=0 — t=2 [y t=-1 doble].El otro punto es | (1,2,-7) |.

[A la derecha, el dibujo de la curva y la tangente (z=1 —-y3, z=—1-3y ), sobre el plano x=1 ] .

40. a) [u=x>-3xy?

ux=3x2—3y2, Uxx=0x, uy=3x2—6xy, Uyy=—6x, Au=6x-6x=0.
b) ux=cosxchy, uyxy=—senxchy, uy,=senxshy, uy,=senxchy, Au=uy,+uy,,=0.

2
_ y __=y/xt -y 2xy 1/x
C) |u=arctan < | uyx= Tr(y/x)2 — x21y? » Uxx

X
= Yy=———=— Uy =
(x2+y2)2 PO T 4 (y/x)2 T x24y2 0 VY

2xy Au=0.

)’
Pero en polares la funcién es f(r,0)=60 [0 f(r,0) =0+7r] con lo que Af=frr+%fr+r%fgg =0.
2 2 2
T 2 Pid 1 : .0 _ri(cos”@—sen’6) _ 2 26, .
d) u:% 1e usat plo arej f(r.0) iy ool A roeos En cartesianas bastante més largo:
PO Af=frrttfot s foa=(6r4—2r 4 ~4r7*) cos 20 = 0.
_ 2x(3y*-x?) _ 6(x*-6x2y?+y?) _2y(3x*—y%) _6(x*=6x2y24yt) _
Ux= (x2+y2)3 s Uxx= (x2+y2)4 , Uy= (x2+y2)3 , Uyy= —(x2+y2)4 , Au=0.

X



2 .
41. f(x,y):)ﬁy2 C=0 — x=0. ﬁ:C - +y?=%, (x—5) +y2=ﬁ si C#0,

circunferencias de centro (55 ,0) que pasan por (0,0) y (& ,0).

Vf (x.y) = ((x2+y2)2,(x_i;‘i)2) Vi) =(- 2, —2),de || =1, Ju=(-3,-%)].
2

()c+y)3

Af==2x(x2+y2) P +dx(x2—y2) (x24+y2) 7 —2x (x2+y?) 2 +8xy
= 4x(x2+y2)_3[—xz—y2+x2—y2+2y2] =@.
O en polares: f(r,0) =22 fr:—corsz19 s frp=2080 foo=—2, Af:frr+%fr+r%f9920.

o

2. f(x,y)=1-(x*+y)*|=1-r"2. Derevolucién. x=0 — z=1-y!/?
V= (- §6H00) 3R )
= fre, =—5 r “1/2(¢cos 0, sen 0) = 2()c +y2) (x,y).
Vf continuo en Rz—{(O, 0)} = f diferenciable en R>={(0,0)}.
No diferenciable en (0, 0). Por ejemplo, no existe f,(0,0)= %(1 —x/ 2)|x:0

. _ -1/2 _
Af = frp+le=1p32 12 o 1232 o A (0, 1);1—%.

Como ||Vf||= % r~1/2 el mdximo de la derivada direccional serd en el punto
del segmento (de larecta y=1+% ) mds proximo al origen:

x2+y? 4 2 +x+1 es minimo si x+1=0 — x:—%, y:% =
o 2 4 Y, 1 2
méximo crecimiento en (— £, %) en la direccién de (%,—\—@ )
43. |g(x,y)= = a) g(r,0)=rcosfsend, |g(r,9)—0|£r—>00, g continuaen 0.
Xty r—

O bien: |g(x y)— O! \/_ m =yxZ+yr<e,si ||[(x,y)||<d=¢.

Existen las parciales: g(x,0)=g(0,y)=0 = g.(0,0)=g,(0,0)=0.

Podemos ver que g no es diferenciable en ese punto de varias formas:

g(x, x)—| ;F—'% no derivable en x=0 = no existe D 1,1)g(0,0).

g(x)-0-0-x _  xy
[Ix]| T x24y?

no tiene limite en 0, pues sobre y=mx vale 7.

12 2y-3/2 _

b) gx(x,y)=y(x*+y?) 12 -x?y(x?+y
3xy3 3x2y 3xy

8xx=7 (x2+y2)5/2 » 8yy =~ (x2+y2)5/2 = Ag=- (x2+y2)3/2 :

3 3 .
W, gy(x,y)= W (cambiando papeles).

En polares:

g(r.0)=5sen20, g,=1sen26, g,, =0, g, =-2rsen20, Ag=Lg,+Lgpo=-3 sen26=-3rsenfreost
c) Vg(4,3)= (35, 35) . Dvg(4,3)=(35. 55)(2,-1)=—% < 0 = g decrece en esa direccion.
Como la recta ha de ser perpendicular al gradiente: (27,64)-(x—4,y-3) =0 — |y = % - %x .
[Es lacurvacon C=% — 25x?y? =144(x*+y?) . Derivando implicitamente: y’(4)= % " = 2471 ]

d) 2(2)=(4,3), T(1)=(21,3), T(2)=(4,3), 1 (2)=Vg(c(2))-T(2) = (& . &) (4,3)=30=| 2|,

[Componiendo y derivando las cuentas son bastante mas largas].

44. Si ‘ FoLy)=(y), r=lFll |, V(i) =fre = —rl—z(cos 0,sen @) = _:;3 , V(logr) = 1(cosh,send) = % )

A(%):frr+ﬁ:%_%:%’ A(logr):—%+%=0-

r re
En cartesianas mds largo:  V([x2+y%]71/2) =—[x2+y?]3/2(x,y) . V(- 3 log[x?+y?]) =[x*+y*] " (x,y) .
A([x24+y2] 712 = 20ty 2Pt oL A= Dog[n4+y?]) = s + e =0,

(x2+y2)5/2 (X2+y2)5/2 (x2+y2)3/2

XI



45. En apuntes c(¢)=(r(t) cos0(z),r(t) sen (1)) = r(t) e,(¢) , ¢'(t)=v(t)=r"e,+r6@ ey. Derivando de nuevo

¢ (N=a()=r" e, +1r' %0/ 1r0'eq +r0"eq + 10" Loy =

(r"=r(6")2) e, +(r0”+2r'6) eg .

pues d%er =eg, %eg = d% (—sen, cos) =—(cos, sen) =—egy

Si \ r(t)=2, 0(t)=logt

, te[l, e2m ], nos movemos sobre la circunferencia de radio 2, dando 1 vuelta.
_2 _ 2

v()=1eg, a(r)=—-3(e,+eq) | — o)

v(l)=2eq, V(e”) ~0.09 ey, V(627r) ~0.004 ey

a(1)=2(e,+eg), a(e™)~0.004(e,+ eg) , a(e’™) ~0.0.000007 (e, + eq)

[movimiento circular claramente desacelerado]

En cartesianas: ¢(f)=(2cos(logt),2sen(log?)) .

En este caso nos queda:

t=e® t=1,6"

a(l)

v(t)=(— 2 cos(log?), 2 sen(log 1)) =—2 (- sen 6, cos §) .

a(t)= (z% sen(log t)—%2 cos(logt), —t% cos(log t)—%2 sen(log?)) =_z% [(cos, sen)+(— sen, cos)] .
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