Soluciones de problemas de Calculo (grupo C - 23/24) 4. Integrales multiples

Lo [t avis=f [ asay ] i an=2 [ a2 =,

1,1 1 1 1
Xy — Xy — y_ —e_pl_ ~
b)/_l/0 yeXYdx dy /_l [e¥¥], dv /_l[e 1] dy = e—e™1=2 (~035).
¢) Como el integrando tiene dos expresiones en R, debemos hallar dos integrales:

[ sy [ s = 1552 ae eie§. I 40

d)//(xy)zcosx dx dy —/ senx] dy = 3senl/ y2dy = 9senl

y y=x

2 p2
2. a)// log(xy) dx dy = [ logx dx+[*logy dy = 2[2log2-1], pues [’ logsds=slogs|; -/ 1 ds=2log2-1.

b)// By dxdy = /y(4 y4dy =0. Oblen// 3y dy dx /de_

impar

o [[ v dvar=[x[S]hdv =4 [ s dv = 4[4~ 4]
Oblen// xy dx dy /y[ ]‘de / [?—y*dy = 1[1-1]= L.

d)// eX ™Y dx dy =/ [l—e‘l‘Y/z]dy:Z[l—é+i2], o més largo:
0Jy/2-1 0 e

y=Xx

0 pr2x+2 2 p2 0 2
/ / e dy dx +/ / e*=Y dy dx =/ [ex - e‘x‘z]dx+/ [1-e*2]dx.
-1J0 0 -1 0 2

/2 p-y
e) Mejor: / / senx dx dy —/ cosy — COS(ﬂ' y)] dy = [2 sen y] a2 o
0 y - cosy y=x y=n—x
X=TT—Y
Peor: senx dy dx + senx dy dx xsenx dx + m—x)senx dx D
f [ senxdyaref7 [ senxdyds <[ fo .
0 /2 T

:—[xcosx]o +Aﬂ/cosxdx—[(7r x)cosx] <2 /ﬂ/zcosxdx=2.

f) /_:/57x/2xdydx +/02/25*x/2xdydx = 5[j[x+x¢2] +5/0 [X—%]Z—%+§=—10.

~Tx/4
Con un cambio lineal podriamos llevar el tridngulo a uno mds sencillo; por ejemplo,
el que lleva (1,0) a (2,4) y (0,1) a (-4,7), es decir, el dado por la matriz:

_(2 4 x\ _ 4 (u)_ (2u-4v a(x,y)|_
A‘(4 7)’°Sea’ (y)_A(V)_(4u+7v) 3wy 1= ‘4 7' 30;
folfol_u 60(u—2v)dvdu = 60/01 [u(l—u)—(l—u) ]du =_10.

202 2 px 2
3. // exzdxdy:// exzdydx:/ xexzdx:%exz]gz%[e“—l].
0Jy 0 Jo 0

(La integral inicial no tiene primitiva elemental).

4. El recinto aparece dividido en dos regiones: ffD f= ffD1 f+ ~[/D2 f
1 px—x2 2.0
// (x2+2xy2+2) dy dx +// (x2+2xy2+2) dy dx
040 1 Jx—x2
= [ 102 42) (o) + 5 (e?)? i - / 02 42) (x4 & (x-22)% ] dx

1 4
= [ (22243 E 204 - 2 e - [P () dx = F 4 20 - 10

y=2-x

5. a] | f(x,y)=2|=0,1,-1 — y=0,y=xz,y=—x2 (parébolas).
1)
x2

Vf =(Z S, =20 AF =% DL, 1)=(-2,1)-(3,4)=-2.

2-x
bl [ f=// %dydx:l/‘wx#”d v=[-2-2Mnx||f+L=3-2In2.
Algo mds corto que: //_yy dxdyzﬁy[l—ﬁ] dy:'[) [y+1—%]dy:%+1+2ln2.
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6. 1) Para no hacer 2 integrales, es mejor integrar primero respecto a x :

T @x=y) dvdy= [ H[@x=y)* ] dy= [ 2dy= .
Mas largo: fo/o (2x—y)3dy dx +f1 /2x_2(2x—y)3dy dx
= [l axtde + [P [4-d(x—1)*] dx = $44-% = 4.

. oou=2x—y  x=' aGey) (12 121 1 2(2 3 11,4
ii) Con cambio: y=y  y=vy 2, m_'o 1'_5, i/ofo u dudv—l-[zu]

T [ [Teayars [ [T et dyar= [ 2o dx+/1[ez_2x_1]dx
=e2—1+%[e‘2x] 1[ 2- 2x]0 .

/Olfy ery dxdy+/12/2;yey_x dxdyz/ol[ezy—l] dy+/I [ez_ezy—z] dy=---=e’-1]|.
-y .

y=-x

=1(v-u) Jodey) _[FV2 12|y 1J]=1
Luty) " 0w i 1|72 2 B ' |

Los lados pasan a ser u,v=0, 2. La integral se convierte en: // e“dudv = / [62—1] dv =

U=y—x x=(v-u)/2 1212
8. {v=y+x < {y=(u+v)/2 : J_’»l/z 12|

(y=x)/(y+x) _ L[V qufv Y VR NS | | u
Luego,//l;e dx dy 2/O/we du dv /Ov(e Jdv=e—z. i X

Despejando {x

x=0 — u=v y v
. y=0 > u=—v x+y=2 2
xX+y=2 — v=2

l—

_ _ 2.2 Ou,v) _
9. u=xy,v=x"-y- — o) = 2x oy

2,2 _ 1 _
//D(x -gy)dxdy—/]/Idedu 3

[Casualidad que coincida casi con el jacobiano].
[Despejar x,y en funcién de u,v es complicado].

1 V1-x2 b b4
10. a) [1x3[ - dyx =2[11x3\/1—x2dx=0. /Olr“dr/oz cos36 do =§/02 cos 0(1—sen?6) d9=0.

impar

“2(x%+y?) —

[integral de funcién impar en recinto simétrico]

1 2 2
b)/0 rsdr/0 cos*d df =5 A (1+2cos20+3[1+cos40]) df = 5273 = X

14 Vi-x2 _ 14 — _ /2 4 5 B
Lx/_mdydx—4/0x\/1 by dx—4/0 sen“tcos“t dt =

1 V2 I !
) . 2 _1 2P gy = L (12y2)? = L
Maslargo.A/O xydxdy—3Ay(1 y?) " dy = —35 (1-5%) ] 15 -
7/
ii) En polares: //f=/ 2/1r4cos26' sen@drdé):[%rS](l)[—%00539](7;/2=%-%:%.
V2—x2
b) 1)// x dy dx / V2 Zd =~ (a- )22 =1 obien
2- v
¥ e <[V =[5y = b =

71'/4 7r
ii)/ //Cmgr2 cosOdrdo = %/0 [2\/5 cos 0—@]61 = % 2V2 sen - tané]ﬂ/

O'\I'—

¢) ii) En polares: // fdxdy =/M2/2rm drdf = [’—2]2 [sen H]H/ =3

) [ fde= W//«/T fdxdy+// " fdxdy =["tdy+[*[2-y]dy =3-%1= 1.

d) r+rcosf=1, x>+y*=(1-x)2, x:I_Ty que corta y=—x si y=—1+V2 —
. 1 1+\E 2 _ 11.2 1+V2 4 |
D A=3f_y (1-y42y) dy = V2 +3[y*-30*] 5 = V2. tan 3 = 1412 \m
.. 3n/4 1/(1+c059) _1 3n/4 do _ 0 _ l 371-/4 l 4 12 N
if) [n/4/ dr d= /n/4 (1+cos 0)* [u-tani ] B 4[tan + tan 2] \/_ Yy
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12. | f(x,y)=yx2+y2—x| a) f(x,0)=|x|—x, f(0,y)=]|y| no derivables

= A parciales en (0,0) = f no es diferenciable.

[Que f es continua en R? es obvio, pues lo es la raiz para valores positivos]. z=0-x

b) f=1 = x?+y?=x?+2x+1, x =1[y?—1] [pardbola con x'(-1)=—1].

V= (\/x2+y ’ \/xf+y2) » VA0 =C1-1) = :(\/Lj ’ \/LE) >

pues la derivada direccional el minima en sentido opuesto al gradiente.

[En polares: Vf=f, er+%f9 eg=(cos0—1,sen0) ]

dibujo de f
con Maple
[También se deduce del hecho de que el gradiente es perpendicular a la

curva de nivel en el punto y de que apunta hacia donde crece el campo].

nld sl ' )
c) / / r2(1-cos 0) dr df = % (m- [ sen 6] ”3/ 4 4) = %ﬁ . | En cartesianas las integrales son bastante complicadas|.
—37/4J0 —3n/

13. | x3+ y?3 < 1| Como x?3+y?3=1 es simétrica, tiene y=[1-x* 3]3/ * pendiente 0

en (1,0), corta y=x si x=V2/4, ... laregién D es la del dibujo (este con Maple):

d(x.y) _|¢°
O(r.0) |3 3rs2¢

. —3rcls
Jacobiano:

=3r sen’d cos?6 (sen?0+cos26) =3r sen’6 cos>4 .

Veamos que el conjunto D*=[0, 1]x [O, %] se transforma en nuestro recinto D :

=0 — y:0, 9:% — x=0’ x2/3+y2/3:7'2/3(Sen26+C0S26):r2/3S1, r< 1.

0

[Y en D* es inyectivo, salvo en (0, 0) , como las polares: =K constante lleva a distintas rectas y=(tan>K)x ]

Area= ffD1_4/0"/20 rsen?26 dr df = 16f07r/ (1- c0s40)d0———0— 3z

1 p2
14. z positiva en el rectangulo: V=// (x%+y) dy dx :fol x? dx +f12 ydy = %+% = % .
0J1

15. Se puede describir el circulo x>+ (y—1)?><1 con polares centradas en (0, 1) :
x=pcos¢, y=1l+psen¢d, con p<1y ¢€[0,2x]. [sigue siendo J=p].

Con ellas se tiene z=p?cos’¢p+p?sen’p+2p sen ¢+1, y el volumen es:
el g 5 e 3.2 _[3x

V—/O /0 (0’ +p+2p?sen ) dp d¢ —/0 (3+5seng)dp=| 3 |.

No sale mal en polares usuales: r>=2rsenf, r=2senf, 0€[0,7].Y es z=r2.

Asf pues: V:'/ﬂ/zmgr3 dr do :fon4sen49 do =/Oﬂ(l—cos 20)2d9 =3z
0 JO

T .

En ambos 6rdenes de integracion en cartesianas se complica. Por ejemplo:

//11/117: x2+y?) dzdy dx = 2/ [2x2V1 x2+M]dx——/0](x2+2)Vl—x2dx:---

16. | g(x )—Ze"/"zﬂz a) De revolucién. g(0,y)=2e 1"l = 8y(0,0) )
kit no existe = g no diferenciable en (0,0) . / \2°""‘

b) 2e V¥’ =1 & r=+/x2+y2=log?2. Polares-cilindricas: — S~ »

-2 -1 0 2T 2

V:/271n2r[2e_r—1] dr do = 271_[ 2(r+1)e_r 1 2]ln2_2 [1 —ln2- (11’12)]
0 0

17. | z=x>+y?| y |z=2-x%-Ty?| se cortan sobre la elipse x2+4y2=1,y=i% 1-x2.
Vi-x2/2

El volumen vendra dado por V=8 / /

x=sent g

/2 /2
4 _ 8 1+cos 4t _
5‘/0' COS l‘dl’—§‘/0v (1+200$2t+T)dt—7

(1-x*—4y?)dy dx = %/1(1—x2)2/3dx
0

21 pl
O con cambio de las elipses: x=rcos9,y:§sen0, Jz% — V:/0 /0 (r—r3)drd€) :%.
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18. M = 2/07r/2 Cosgrcosédrdezfoﬂ/2
Xx=41 2/0”/2 cos r2cos20 dr d = /Oﬂ/z

19. a) {0<y<sen?x, 0<x<n}. Por simetria, x=7. |
2 |
- 1 7T psenx _ 2 [T sentx _3 :
y_fonsenzxdxAA ydydx_ﬂf() 2 dx_S' 3 /E .
w/2:
b) (Vx+yy <1, x<0, y20}. y=(1-vx ) =1+x-2vx .
I+x-2vx
)_C:m// xdy dx = 6‘/(; X+Xx —2x3/2) d = =§,p0r Simetria.

(1—-sen’6) cos 0 d =

y =0 por simetria de R y de la funcién densidad.

(1 —sen20)2 cos6do =

2
5

20. a) ///V(zx+3y+z)dxdydz:2/122xdx+/_11 3ydy +2f) zdz=2(4-1)+0+1=7

21. El plano tangente a x*+y’>+z=4 es VF(1,1,2)-(x—1,y—1,z-2)=2(x—1)+2(y—1)+(z=2)=0.

22,

24.

b) ///szcosz dxdydz2/01/017x/()nx2coszdzdydx :/OI/OHOdydx:O
©) /02/01/0eydzdydx=/02/01yeydydx=2/01yeydy=2[(y—1)ey](l)=2
-y

. 2p0pd - B 0
Oblen./Olllzeydydzdx—le[e ez]dz—26+2[e Z]_l—

[ z=xYy eraun ‘paraboloide hiperbdlico’ (silla de montar)].

Es decir, z=6-2x-2y.

. 2,1 p6-2x-2y 201
La integral es /// xydxdydz :/// xydzdydx :/0 fo xy(7-2x-2y) dy dx
1% 0JoJ-1

?
P 0,2,-4)
== 0 (-2,-2v3,3)
R (2.2
{x=0, z=-2y}

s

2
_ _Sn <« _ _ 7
0=7%, p=2¢ 6 0=-3, ¢=%}

recta por
el origen

///szyszzdxdydz

cartesianas

vertical

2 21 psenr?
La integral es: // f =/ / / r sen’0 dz df dr
v 1 Jo Jo2

= [/12 (2r+7 senr?) dr] [/02” sen’6 dé)] = 5 (6—cos4+cos ).

XXII

d)///vxyz dx dydz //x/xyxy dzdydx:%/()lfoxxsy6dydx:2l8 O]xlzdx
= 33 - &

, —2<z<senr”,

2
/0 [%xyz —xzyz—%xy ] dx = /o ¢ x—x?)dx =3. J —
polares esféricas
(2,5,-4) (2V5, %, m—arctan 1)
(4, 43”, 3) (5, 43”, arctan é)
(5.1 (V2. %.§)
{x>+y?=1} /_\$ {x*+y? <2 <1-x2—y?} |
{r=1} {r<z<Vi—r?}
{psenf=1} {p<Z, p<1}
cilindro & volumen entre

cono y esfera

En cilindricas, la funcién es f(r,6,z)=sen’d,es J=r y los
Iimites de laregién son 1<p<2, 0<6<2x

2




25. En cilindricas la superficie cénica 3z>=x>+y? pasa a ser 7= i\/% . E
Y esta superficie corta el plano z=1 cuando r=V3. L =
V es el cono generado al rotar el tridngulo respecto al eje z. s
La integral en cih’ndricas se puede hacer de dos formas sencillas: Z .
-1 0 1 V3 2

4>|§’

/// /zn/f/ zdzdrdf= n/ =13 dr=n[3-3]=
/[/sz/ozﬂ/o/o‘ﬁrzdrdzdazﬂ-/o 373 dz= % .

En esféricas, el plano se complica, pasando a ser p=1/cos ¢.

Aunque el dngulo ¢ varfa simplemente de 0 a % [tan%—\/_ .

[// /27ﬂ/71/cos¢p sen ¢ cos ¢ dp d d = 271./ 7/3 2:)3:3(;, dé
_ 3
4[005 2‘?5]”/ n[1}4 H: Tn :

En cartesianas es calculable, pero claramente mds largo (la base D es el circulo x2+y?=3 ):

V3 pV3-x V3
=2 4232 _4 _.2\3/2
// zdzdydx= /\F/3x 2+y/31dzdydx 3/0/0 [3 X y]dydx 9/0 (3—=x%)"% dx

— 4 [ cost dt :/ (1+2cos2t+l+c+'s4t)dt: %ﬂ )
x=V3sentT 70 0

26. a) y2-2y+x>=0 — y=1+VI-x2, x=12y-y2. P —
P :
1p1+V1-x2 1 7
: _ ) o 2V/2] gy — _1 243/2 /
1)// xdy dx /O[x x“+x(2-x7) ]dx x 3(1-=x7) ] !/ |
Vay-y? | |
// xdxdy+// xdxdy=5 /yzdy+ /(2y yz)dy [2 y3]1— % . \\ //’
\
/
.. 2 /2 p2sen 6 /2 3 2 4 71-/2_ 1 \\\ 7 ,
ii) r*=2rsenf. n/4/ r cos(ﬁ)drda——/ﬂ/4 sen”6 cos § dff=% sen 9]ﬂ/4—. - . ,
b) El cono x?+y%>=z? ylaesfera x>+y>=2z—z> se cortansi z=0, 1. e
V es el s6lido de revolucién del primer dibujo respecto al eje z.
1) Cilindricas. La esfera es 2-27-r2=0, z=1+V1-r2 y el cono z=r. ) ! f
\ /
\ /

///Vl=/027r/01/rl+mrdzdrd0=2ﬂ[)][r—r2+r(l—r2)1/2]dr LN - L

1 .
=2r [%rz—%rz‘— %(1—r2)3/2] 0= . [Con el orden dr dz aparecen dos mtegrales].

ii) En esféricas, la esfera toma la forma p>=2pcos¢, p=2cos¢.
4

///V1 :/02"/0"/4/2”%;)2 sen¢ dp d¢ do = 2”/0"/48 cos’psen ¢ dp = 4 [ - COS4¢]:Z =4 (1-3) =[x].

27. a) // / zdzdydx // %e‘zxdydx =/02(1—)2—C)e_2xdx=(partes)

_ 2 2 _ _ 2 _
= (e e = et =[§re )|

[Pedl'a cartesianas. Algo mds corto era haciendo f02 /Oz_yfoeixz dzdx dy] .

b) El cono z =+/x2+y2 y la esfera x2+y?+z>=4 piden hacer la integral en esféricas =212
L R e s H - A
///V z= 271/0 4/02p3 sen ¢ cos ¢ dp dp = ﬂ[%pﬂ [ sen®s] g ﬁ
V2 pVa-r2 T2/ zr
En cilindricas: 27r/ / rzdzdr = 2n/ r(2-r2) dr= 27r[ 2—§]ﬁ_ 2. NP 5
"""""" g

Va-x2=y2

En cart // dzdyd // 2 2 ) dydx=---
n cartesianas: = ey Zzyx \ﬂ —X y)y
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27 p1 prsen 042 2npl 2n
28. a) V:ffVI:/ f/ rdzdrde//(rzseno9+2r)drd6:/ [<2041]dg =27,
0

y+2 1
_ Vi—2
Peor en cartesianas: V= // — dzdy dx // (y+2)dydx—4[l 1—x?dx

:[par,xzsent]: 8/0 cos’t dt :4/0”/ (1+cos2t) dt = 2r.

[Sin integrar: volumen de cilindro de altura 1 mas medio volumen de cilindro de altura 2].

b) Sobre x*+y*<1 la gréﬁca de z=1-x? estd por encima del plano z=0:

o (12320 T4 g 3m
/ /1x dzdydx—Z/ (1-)32dx = 4 [ costrdr = 3.
2 1-r2cos?6
Mejor cilindricas: V= /// rdzdrd@—// r—r3 cos? drd@-/ 3““29 d@zT"
¢) Cilindricas: V=2 / / rdzdr=2n / (rV2=r2 —P3) dr=2(8V2 -7). g

g

2 2 22 - 1
O bien: V= /// rdrdzd9+/// rdrdz do L .

/zdz+7r/ (2-2)de= 2 420(V2-1)-2(2V2-1) =Z(8V2 -7). o Zar?

0 y= 12

2r p /4 27 p )2 peos ¢p/sen’
Esféricas: V:/ / / p*sen ¢ dp dep do +/ / p>sen¢ dpdpdf [de pcosp=p?senp]
0 0

/4 JO
2 n/4 /2 cos3 2
=2 22[ —cos |}t + 2 B DL dp=E(NV2-)+ E [ 5 dr = £(8V2 7).
VI=x2 p 23232
En cartesianas salen dificiles integrales: V=4 / / / L dzdydx =---
0 X*+y

29. //Vfdxdydz :‘/OZIZZ%dpdtpdG:2ﬂ[logp]?/0”sen¢d¢:.

30. M= %ﬂ'RSO', con o densidad constante. »A
mrr 27R 8 R5 _2MR? \> .
IZ=///V(x2+y2)dedydz=U/0 // ptsen’p dp dp do=22 ‘T/ (1-c?)s dp=328c = MR
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