Soluciones de problemas de Calculo (grupo C - 23/24) 5. Integrales de linea

1. a) (-t,3-1), te[-1,0]; (t,3-1), t€[0,5]; (t,1-3%), t€[5.1] Wl .
0 1/2 1 Fr———
— L= [ V2dr+ [} N2di+ [}, V2 dr =2V2 (iclarol). N b)
b) L =[x "2 VAT — log L] 22,0035 2 % B
X ! 8

c) L / 1+9 575 dx es mds larga, pero parametrizando x=y 32,

yell,4], L/ 149y dy = £[1032- 11332] ~7.63.

d) ||2(sen2t—sent, cost—cos2t)||= l1—cost =

L:8f07r sen%dt:—16cos§]6r =16.

2. r?=2rcos0+2rsenf, x>+y?>=2x+2y, (x—1)2+(y—1)2=2, circunferencia.
2 ¥

Pasando de integrales: a) A:’r(—‘ﬁ)z+27' =n+2;b) L= 2+2+2”‘f 4+7V2.

Con integrales: a) foﬂ/z 2leos O+sen6) 1 dg :foﬂ/ (2+4senfcos0) df = m+2.
) 2+ (r)2=8 = L=2+2+ [’ V8 db = 4+nV2.

3.a) f(x,y,2) =yz, c(t)=(t,3t,21), c’(t):(1,3,2);/fds :/136t2\/ﬁdt:2\/ﬁt3]i:52\/ﬁ.

b) f(x,y,2)=x+z, e(t)=(t,12,38), ¢ (t)=(1,21, 2t2);/cfds =Al(t+ 23)(1+21%) dt = %(t+%t3)2](l):ﬁ.
2 P y
4. L 2/ Ve20 +e20 do = \/5/2 e?do =2 [62”— 1] ~ 756. zsl 535,
0 0 X
2 n
Toea=1 [ N2+t ao = [ e0a0= 37 [e*r-1] = §[e2m+1] ~ 268.

5. Lainterseccion de x?>+y*+z2=1 y x+y+z=0 es una circunferencia C parametrizable con
c(t)=costu+sentv,siendo u, v vectores ortogonales unitarios contenidos en el plano.

i = (L L (L 2 _ L 4 =
Por ejemplo, u = (\F’ W,O),V (\@’ N ) lle’@)l=1.
COQZ‘ 961'1[ C0S21’ sentcost sen t T T _ 2n
M / dt / (T + T ) dt = 7+E =3
[La proyeccién de C sobre z=0 es 2x?+2y*+2xy=1; de ella salen otras parametrizaciones
con célculos bastante mds largos, por ejemplo: ( X, é —x +V2-3x2], 1 5 [x £V2-3x2 ])

o parametrizando distinto la elipse: (ﬁ sent, T cost — \@ sent, (= v \f) sent — @ cos ) ]

6. a) (y%,y),ye[1,2] 6 (x,x'?),x€[1,4]. Mejor con la primera:
A= 27r/ yi+ay? dy = Z(144y2)*%]? = (17322 53/2) ~308.
b) r=(1+cos9), 96[ —], r'(f)=—senf, y = (1+cosf)senéd,
I (0) || =Vr2+(r")? =V1+2 cos f+cos26+sen?0 =V2+2cos 6 .
A= 2\/571/ (l+cos€)3/zsen0d9— 4‘f’r(l+0059)5/2]"/2=?’r(8 \/_)~1655

i j k z
7. |g(x,y,2)=(3,22-1,2yz) |, e()=(%1,£?) . divg = . rotg = |gox 9oy 9oz —@ ) 0
3 z2-12yz AR
Y
¢/ =VI+82, divg (c())=2r. [ divgds = [ 2VI+82 dr =L (1+8:2)*?]] _ =
Y
Uy=3 > U= 3x+p(y 2) NE
rotg=0, geC! = hay U. Uy=7-1— U= % 2 yiq(x,z), U=3x—y+y7® = , N

U, =2yz = U=yz2+7r(x,y) /g.dszy(l,l,l)_(](()’o,())z Ve.
Oconlac dada: [ g-ds=/"(3,*~1,20)-(2r,1,20) dr = [ (60+5r*~1) dr = 32+ ] ~1=[3]
c 0 0

O por este camino: C,(t)=(t,1,1), t€[0,1] —>/ g-ds =/1(3,t2—1,2t2)-(1, 1,1)dt :/](2+3t2) dt :.
Cx 0 0
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8. a) c(x) = (x,x?),0<x<1, /C (x*+y?)dx + dy :/01(x2+x4 +2x)dx = 3.
b) e() = (r.4), 1<x22, [ (Prd)dvedy =[P+l dr =3

¢) e(y) = (2.y), 0<y<t, /C(x2+y2)dx+dy=/0”2dy=-

9. ¢(1) = (cost,bsent), te[0,n], recorre b’x*+y>=b> en sentido opuesto.

y
T(b):—foﬂ(3b2 sen’t+2, 16 cost)-(—sent, bcost) dt = 4b*—8bn+4. T'(b)=8(b—n) }_' : 2
3b% sent(1—cos®t) !8b(1+cos 2t)+2sent T minimolsi b=m. a : x
10. f(x,y)=(xy,0) entre (—1,0) y (1,0). Usamos en todas el pardmetro x, x€[-1,1]:
2) ¢(x)=(x,0), ¢=(1,0), [ 0dx=0. b) e®)=(x,1-x?),¢'=(1,-2x). [ (x=x) dx=0. a
¢) e(x) = (x, [x]-1), cfz{g}:;;}’xi;o. Lo (= —x) dx+ [ (P -x) dx = 0. E |
d) c(x) = (x,—@) , ¢ = (1,x(1-x>)"1/2). /_11 —xV1-x2dx =0. '
Pero no es gradiente de nigin campo U pues f,=x#0=g, (sobre otros caminos no se anula).

11. a) c(1)=(£3,2¢%) . ¢/ (1)=(3t%,41), ||/ (2)||=VIr*+1612 = |t|VIr2+16 .

Longitud L / (—1)Vor2+16 dr = & |- (9t2+16)3/z] O =g ol

b) h(x,y)=e*, [Vh-ds=h(1,2)~h(0,0)= e~ 1= L(612+41) 22 gy = 274207
0

(cdlculo innecesario)

12. a] f(x,y)=x>—y?>=0 — lasrectas y = +x. [Elresto, hipérbolas]. Vf(x,y)=(2x,-2y),

V(1,1)=(2,-2). Duf(1,1)=(2,2)--1,-1)=0. Af(x,y) = fex+fyy =2-2=0.

b] Como g =(2x,—2y)=Vf, serd /c g-ds=f(0,1) —f(1,0)=-2. Directamente:
c(t)=(cost,sent), te [0, %] , fc g-ds =f07r/2(2c,—2s)~(—s, c)dt==-2 senzt]g/zz—z

O bien: ¢(r)=(1,VI=12), 1€[1,0], [ g-ds = [ (2,-2")-(1, %) dr= [ 4 dr=-2.

13. f(x,y)=(1,x%), x>+(y—1)?>=1. Con la parametrizacién més sencilla ¢(r)=(cos?, 1 +sent)

T T
2 _ 2 _ 1 ands]® —
/_n(l,cos 1)-(—sent,cost) dt —/_7r [c(1-s?)—s] dt =[sent+cost—5sen’r]” =0.
Que por un camino cerrado concreto se anule no implica que sea conservativo. Y noloes: g,—f,=2x#0.
[Usando el teorema de Green, la integral pedida pasaria a ser la de la impar 2x sobre el circulo simétrico
y podriamos asegurar que se anula sin hacer ninguna integral].

14. D limitado por y=-2, y=0,x+2y=0y x+2y=2.
a) [fj, (w+2y) dxdy=[1 [ ¥ (x+2y) dx dy= /( 22y+4y)dy [C2dy=2.

x+2y=§r2

x+2y=0
. . M=)C+2y,X=M—2V alx,y) 1 —2| _ _ B | PETRORRR, <
O bien: vy ’B(M,v)_‘o 1'_1—>f0f_ludvdu—fo udu=2.
b) Como f(x,y)=(1,cosy) cumple (1),=0=(cosy), = deriva de potencial (U=x+seny) = 75 f-ds=0.
oD

Directamente (largo): ¢;= (1, %), 1€[0,2], ea=(¢,—-1), t€[2,4], e3=(r,1-5), 1€[4,2], c4=(1,0), t€[2,0],

f [1——cos dt+/2 dt+A l—zcos(l— )]dt+f20dt=—%fsen1+%{sen1=O.

15. Para f(x,y) = (- ﬁ, (yf—x)Z) es fy:ﬁ:gx , y hallamos un potencial en y+x > 0: -
1
U=[ 3255 = 2+p() N
/(y+x)2 - = U= = [f-ds=U(1,1)-U(2,00=1-0=1. N
U /' xdy _ —1+ ( ) y+x 2 2 ~
—J () T y+x qlx ¢ N X
. 1 g2 1 . 1 2
Directamente: ¢=(2-y%,y), y€[0,1], /cf~ds =/0 ﬁdy:...:%yy—_yz]oz%. N ]
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16. g(x, y,z)—y ezx—z. a) En [0,1]x[0,2] es z=2—x > z=0 (no se precisa el dibujo). 2

2p1 1 2_ -2 -
/// // e dzdxdy = 2/ e2x _ o3x- 2] dx—[ 2x % 3x- 2]0=3e 3+§e+26 RN 22 -

b) i) e(£)=(1,21,21), ¢=(1,2,2), |Ic']|=3. /g-ds =/ g(c(t))llc’(t)||dt:/016tdt:3.

ii) Mas facil: /Vg ds=g(1,2,2)-g(0,0,0) =
Directamente: Vg=(2ye?*~%,e>*~% —ye?*~7) /0 (41,1,-21)-(1,2,2) dt = /0 2dt=2.

i j k
d/0x 0/dy 8/0z
Xy 2x  -yz

17. £(x,y,2)=(xy,2x,-yz) . divf=y+0-y=[0]. rotf = =—zi+0j+Q2-x)k=|(-2,0,2-x)|.

[no deriva de un potencial].

/f ds = fo (cs,2¢,—s)-(=s,c, O)dt—fo (2 cos?t— sen? tcost)dt—7r+[ sen2t——sen t] =[n].

Como ||¢/||=VsenZt+cos?t+0 = 1, la longitud de la curva es L :fo 1dt =[n].

1 1
18. F = . = 1]; [F-ds= (1, 1,1)dr = =3
8. F(x,y,2) = (x,y,2) . a) c(t) = (t,1,1), t€|0, ],/C ds /O(I,t,t) (1,1,1)dr = [ 3tdr =3
2n 2o
b) ¢(t)=(cost,sent,0), t€[0,2n]; /F-ds=/ (cost,sent,())-(—sent,cost,O)a’tzfO 0dt=0.
c 0
i k

J
Ox 0y O
2xz+y x X

19. F(x,y,z)=(2xz+y,x,x2). a) divF=2z, rotF = =(0,2x-2x,1-1)=0

y FeC! = 3U potencial.

1pl p2x 1 Iz
b)// 2Zdzdydx:// 2zdzdydx:/ 8x2dx:.
\%4 0J-1J0 0

U=x2z+xy+--- z=2x,
c¢) Hallando el potencial U: U=xy+--- = U(x,y,7)=x>z+xy.
U:X22+ N

Por tanto: / F-ds=U(1,1,2)-U(-1,1,-2)=3-(-3) =[6].

SRS

Como es conservativo y la integral no depende de camino, se podria ir por el segmento que une los puntos:
e.()=(1,1,20), te[-1,1]. /1 (42+41,1,12)-(1,0,2) dr=2 [ (62+1) dr =[6] .
-1
Usando la definicién con la ¢ dada se complica el calculo y surge una integral que parece no calculable:

/ (424e 1 1, 1%) - (1,2te 71, 2) dt = 2/ 62 + 22+ 1) e | dr =[253+1e" 1], =[6].

2
derivada de Tre! 1

d) e(1)=(1,1,2), ¢/(1)=(1,2,2) . x=(1+¢, 1+21,2+42¢) corta z=0 en (0,—1,0)

20. F(x, y,z)—(l 2yz,v?), e¢(1)=(1,0,2)+1(-1,3,-2)=(1-1,3t,2-21), te[ 1].

'§+(lgja)t = ()
/F ds = [ (1,126=1212,92)(~1,3,-2) dt = [ (~1+36t-5412) dt =

Como 6/6x 6/6y 6/az = (2y-2y)i+0j+0k =0 y FeC'(R®) hay potencial y la integral serd —1 para toda curva.
bz s X+p(y 2)
U=y2z+q(x,7) = U=x+y’z, /F -ds =U(0,3,0)-U(1,0,2)=0—1=—1 (de otra forma).
U=y2z+r(x,y)

i j kK
O/ox 0oy Hloz

2 2y cxz

21. f(x,y,2)=(z%,2y,cxz) . a) divf=2+cx. rotf= =(0,2z-c¢z,0).

Ue=2" = U=x2"+p(y.2)
b) Para ¢=2 es rotf=0 y como feC'(R?), existe el potencial: Uy=2y = U=y*+q(x,z) , U=xz>+y*.
U,=2xz = U=xz>+r(x,y)

¢) Por tanto, /c f-ds=U(1,0,1)-U(0,0,0) = 1, sin necesidad de hacer ninguna integral de linea.
d) Una parametrizacién: ¢(¢)=(¢,0,t), t€[0,1] — fc f-ds :fol(tz,O, ct?)-(1,0,1) dt :/01(c+1)t2dt :%.
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22. f(x,y,z)=(e7%,1,—xe7?) . a) e¢(t)=(1,1-1,3¢), t€[0,1] —

[ £ds=[ (e 1,—e7)-(0,-1,3)dt = [} (~1-3¢™¥) dt = [ e -2].

U=xe™*+p(y,2)

b) rotf =0, feC' = hay potencial. U=y +q(x,z) , [fcf-ds:U(1,0,3)—U(1,1,0):e‘3—2].

U=xe *+r(x,y)

23. a) ///y:/I/l/Oydzdydx =/I/Iyzdydx=%/01(1—x6)dx:%[1—%] = ‘7—‘ .

L y=x2

O bien: /// /// y dx dz dy // 2y32 dz dy /2y5/2dy .

b) rotf = a/ax a/ay 6/62 =(0,0,1-1)=0 y feC' en R®* = existe funcién potencial.

y o x oz

Ux=y — U=xy+p(y,2)

Uy=x - U= xy+q(x 2 , U:xy+%z2 :>/f-ds =U(1,1,-1)-U(-1, 1,—1): para todo camino.
C

U;=z—> U= z+r(xy)

.. AN

O bien: c(x):(x,x ,—xz),xe[—l,l] —>/f-ds:f_1 (x2 X, —xz)-(l 2x, —2x) dt :f_11(3x2+2x3) dxz.
O por el camino mds simple: ¢(x)=(x,1,-1), xe[-1, —>/f ds =/ ,—1)-(1,0,0)dx:f_lldx=.

24. a) divf=2x-2. rotf= a/lax a/jay a/l(;z
V(divf)=(2,0,0) . o A(E-F)= A(y*+4x2y2+47%) = 2057 +8x%+8 .
b) z=4—y? corta z=0 en las rectas y=+2. V es el del dibujo. Por tanto:
I, dive = [0/ (2x 2) dzdydx = /O (2x-2) dx/ (4-y?) dy =32.

c¢) Por ser conservativo, podemos hallar la integral hallando el potencial U :
Uc=y* — U=xy*+p(y,2)
Uy=2xy — U=xy>+q(x,2) , U=xy*-7*> = /c f-ds=U(0,2,0)-U(3,0,4)=16.
U,=-27 — U=-2>+r(x,)

f 1
=0i+0j+(2y-2y)k=(0,0,0) i f deriva de un potencial.

O directamente: /f - ds :/2(t2, 6t-312,2-8)- (-3, 1,-2t) dt :/2(221‘ 92-48%) dt =112 -3 ~1*].=16.
c* 0 0
O hallar la integral siguiendo un camino mds sencillo, por ejemplo el segmento que une los puntos:
c(1)=(3-3t,2t,4-41), t€[0,1] — /' (412,12t -121%,81-8) - (-3,2,-4) dt =/' (32-8t-361%) dt=16.
0 0

25. g(x,y)=(1,xy?). gx—fy=y*. Noderiva de un potencial i) ¢(t)=(2cost,2sent),t€[0,2n].
- [ g ds_/0 (1,8cs?)-(=2s, 2c)dt—2cost +/0 4sen22tdt fo (2-2cos4t) dt = 4r.
ii) Green: //y dxdy = fo fo r sen29drd9—[ ]0 5 0 (1 cos260)df =4r.

En cartesianas mucho mads largo: y2dy dx = 2 (4 3/ A= .
[ f 2/ \/Aﬁ

1 pe X 1 2 1 1 -2
X _ _vw2x-2 _ XS x.2x-2 1 2x-2 _ l-e |
26. zt)/()/e%2 xe dydx—/0 [x—xe™ "] dx = 5 —3e ]0+2/Oe dx = ——. et

b) gx—fy=—xe*.Segin Green, la f - ds vale lo de arriba. Directamente: D
aD

y

e 2

ci1(0)=(0,1),yele 2 1]; ea(t)=(t.e77), 1€[0,1]; e3(t)=(t,e'2), t€[1,0].

fop £-ds =[5 (0,1)-(0, 1) dr + [ (1, 1)-(1,—e ™) dt + [ (12, 1)-(1,"2) dt

_ 1 _ 0 1 _ _ _
=1—ez+f0 (t—et)dt+f1 (te¥2+e'"2)dr = ——e +[ ’]0+[%ezl 2—4—1‘62l 242

27. x=t—sent, y=1—cost, 0<t<2x. Utilizando Green:
2 2
A= %?lidy —ydx = %/0 "0- %fo ”[(t—sent) sent — (l—cost)z]dé

2
= fo ”(1—cost—%tsent) dt =3nm. Ce0). 0o 27
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28. a) f(x,y)=(y%2x), ¢1= (4—1‘2, 1), te[-2,1], ea=(t,1-2), t€[0,3] (sentido opuesto).  y %
1 3 x=y+2 X
f-ds= [ (-203+8-26)dt — [ (?-2t+4)dr =26-1 —12=2,
/BD S /—2( ) fo ( ) 2 b}

—fo=2-2y, [ [T =2y drdy = [ (4—6y+2y3) dy = Z 0-2) g
gx—fy = y,[sz( y)dxdy = [ (4—6y+2y*)dy = 5 .

b) £(x,y)=(y*xy) // —ydxdy =- /5”/4( zsenﬁ—[ér3]\{)§[cos0]xf:¥

En cartesianas (de las dos formas) es mds complicado. Por ejemplo:

Nrmre
T =L p s vayds = [ [T ydyde =0+ [ [2-1]dr= -4,

Parametrizaciones sencillas: ¢;(¢)=(¢,1), t€[—1, 1] (en sentido correcto).

c(t)= (\5 cost, V2 sent ), te [%, %] (también en buen sentido). .

f f-ds=/ 1 L (20%) - (1, 1)dt+f57r/ (2sen’t,2sent cost)- (V2 sent, V2 cost) sof T -1
_/ 2t2dt+2‘/_/5 /4[c—s]dt 3+2\/§[cost—%cos3t]5/£ §'+2[1+1———%]——%.

&) f(r.))=(=xy.y). ge=fy=x. [[ x =[12/x22”x dy dx =[?(2x+x2—x3)dx =9,

S opiew 4y 3 1 4 2 _ 9
O peor: /O/dexdy+/l£_2xdxdy—0+2/1 (Sy-y"=4)dy = 7.
Parametrizamos asi D : ¢;(x)=(x,x2), xe[-1,2]. c2(x)=(x,x+2), x€[2

f-ds :/2(—x3 x2)-(1,2x) dx +/’l(—x2—2x,2+x)-(1, 1) dx

~1]

oD

—flx dx +/ (P+x-2)dr=2+3+3-6=1-3=3.

-1

d) £(x, y)=(x,x%) . gx—fy=2x. //sz :/1/3/W/z

1/3
o 2xdxdy =1 [P (1-9y?)dy =1. s

Ocon x=%5cos¥, y=§sen9, J:%, %/01 /2 r2c0s9d0d

12

— fds / ————— dt—6f07r/ (1- sz)cdt— [s %s3]”/2:l.

(cos t, sen f)

e) f(x,y):(xy,2—x ), &x—fy="=3x. //D —3x:—f037r/20 3r’cos@drdf=1. /—\\
3x/2 0 1
f-ds :/ (costsent,2—cos’t)-(—sent,cost) dt+/ (0,2)-(0,1) a’y+/ 0dx >
oD 0 1 0 \

@0 1
' s
3n/2 0.)

3n/2
:/0 cos t(2—cos’t—sen t)dt+2—sent] +2=1.

P 1
f) f(x,y)= (x xy) x—fy=2xy. /0/2 2xydydx:/0 x(x—x“)dxz%—%:%.
Parametrizamos las curvas: ;= (x,x?), x€[0,1]. &=(y%y), y€[1,0]. 08
. s = ) . s = L6 .5).
f ds—/qf ds+/c2f ds /(x x4 (1,2x) dr= [ (55,9) - 2y, 1) dy 04
1 1
:/O (x3+2x5)dx —/ (2y7+y5)dy:%. 0

g) f(x,y)=(y%x%) . gx—fy=2(x-Yy). 2/ /2(0089 sen @) dr do = 36/ “cos0.d6 = 36.

impar

02 04 06 08 1 ¥

O bien: 2//\/7 (x—y)dydx=4/ X9—x)1/2dx_ (9_ 3/2]0 _ 36
9-x2

O bien: // " (2x—2y) dx dy / (9-y2=2y3/9-)2) dy=54-2[ % ] =54-18=36.

impar

La 0D . Semicircunferencia: ¢c;=(3cost,3sent), [— %%] . Segmento: (0,y), ye[3,-3].

/ f-ds= 27/”’2 (s2,¢2)-(=s,¢) dt = 54/”/2cos3tdt = 54[sent—14 sen3] 7%= 36.
[ —n/2 0

. 2
c3—s3 (par-impar) c—sc

[Encartesianas: c.=(vo-y2,y), ye[-3.3]. .[f-a’s:/S(yz,9—y2) (\f, )dx 2/ y —z—;)dy].

impar

Para el segmento: [f -ds =f3_ 2,0)- (0 1)dy =0. Por tanto, % f-ds= como la doble.
[
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29. g(x,y)=(x% —2xy) . Green. //D(gx—fy) :fo2 04_2x(—2y) dy dx =—f02 (4—2x)2 dx = é(4—2x)3]§ = —% .

La 0D esta formada por 3 segmentos faciles de parametrizar. Por ejemplo:
c1(t)=(t,4-2t), t€[2,0] [parair en sentido antihorario].

c2(1)=(0,1), t€[4,0]. c3(¢)=(¢,0), t€[0,2]. Entonces:
0 0 2
§ gds= [+t f =l (P A2=80)-(1=2)dr + [ 0dr+ [ (17,0)-(1,0) d

= [2(16t-72) dt +0+ [* 2 dr = —32+36 4+ 8 = _32
2 0 3 3 3

Divergencia. // divf dxdy = // (2x—2x) dx dy = 0. Las normales unitarias exteriores n a cada segmento son,
D D

respectivamente: (%,%), (=1,0) y (0,~1). Susnormas || ¢,(¢)]| son: V5, 1 y 1. Por tanto:

4 4 2 2 2
}ng-nds=/0 (2,47 =8t)-(2,1) dt + [, 0dt + [ (2,0)-(0,~1) dt = [ (62 =81) di — [ 0dt =16-16=0.

30. i) f(x, y) _ (x’ y) . D= {x2+y2 < 1} f-n=1 (dos vectores unitarios

en el mismo sentido).

lds:27r:// 2dxdy =2r.
aD 7 D T

longitud 2 veces el drea

2
i) f(x,y)=(2xy,—y?), divf =0, [[, divf=0. | Tcs /

C >
Los cuatro n exteriores son: ny=(0,—1), n2=(1,0), n3=(0,1), ng=(-1,0). 3 > ;_—
of €1 1
Luego: ‘7{ f-nds:/yzds+/2xyds—/y2ds—/2xyds l /
oD c1 2 c3 c4 -1

= 0+/01 2y dy —/Ol ldx—0=0,tomando ¢;=(1,y), ye[0,1], e3=(1-x,1), xe[0,1].

[Hasta aqui el control 2].

XXX



