Soluciones de problemas de Calculo (grupo C - 23/24) 6. Integrales de superficie

ij k

L | v, v)=Qu, u24v,v2) | a) ruxry =p 2 0]=2uv, =29, 1) “257 2(0,-2,1) .
01 2v

Plano tangente: (0,-2,1) - (x,y—1,z—1)=0 — z=2y-1.
b) u=%, v=y-2, z=(y=2)%. 2:(0,1)=0, z,(0,1)=2, \ z=1+0(x— 1) +2(x~1).

ueR x>+y?—z?=ch®u—sh’u=1.
2. ‘ r(u,v)=(chucosv,chusenv,shu) ‘ vel0,27]  x24y2=ch2u curvas de nivel.

! J k u=0, v= 7r/4 1
shucosv shusenvchu|= chu(-chucosv,—chusenv,shu) — 0]).

r,Xr, = \f \f’

—chusenvchucosv 0

r(0,%)= (\f I,O) . Plano tangente: —(%,%,0)-()&%,)}—%,1):0, x+y=V2.
Partiendo de F(x,y,z)=x>+y*—z>=1. VF:(Zx,Zy,—2z)|(L N 0)=(\/§,\/§,0)T
iV

3. | r(0,¢)=((2+cos ¢) cos 0, (2+cos ¢) sen B, sen @) |, 0, ¢ <€[0,2x].

i i k i i k
FgXrgp= —(2+4cos¢p)sen @ (2+cos¢p)cosf 0 |= (2+COS ¢) —sen 0 cos 6 0 |,
—sen ¢ cos 6 —sen¢send cos ¢ —sen¢cos @ —sen¢senf cos ¢p

= +CoSs COS U COS ¢, S€En U COS @, s€n . |IfgXT =2+4+C0S Q.
(2+¢0s ¢) (cos 6 cos ¢, sen Bl cos ¢, sen ¢) . [|rgx rg||=2+cos ¢
Area= [, dS = [[ litoxrylldods = [ [ (2+cos $) do dg = 8° .

D 0 0

4. ffs(x2+y2) ds|, X?+y?+z2=4 — r(u,v)=(2senucosv,2senusenv,2cosu), ||r,xr,||=4senu

//S (x*+y?) dS = 16/02”/0"sen3u dudv = 32n/0nsen u(1—cos?u) du = 32n [% cos’u—cos u]g:%ﬂ.

Con r(x,y)= (x 4—x2—y2 ) [integrando y recinto simétricos en z, basta esta y multiplicar por 2 la integral].

12
||I‘x><l'y||— (fx)2+(fy)2+1 [4 x2-y tiz 2+1] 4- )262 y? -

2//S(x+y2)dS=4//B\/‘%dxdy 4[] o drdo=an [ =12

po]ares

5. f(x,y,2)=z |, Z2=1+x2+y2. r(r,0)=(rcosf,rsend, V1+r?).

0€[0,2n],re[0,2] (es S=1+r2sir=2).

i i k 2. 2 V14272
. XTrg=|c s r/\|= (_r_(, _r_.s. r). ||l'r><r0”:r—/i-
-rs rc 0 VTN 1+72

) _[7r? _2 3/212 _[ 26
Por tanto: [[' zdS = [[" rV1+22 dr d6 = 3 (1+27) ] =| 27 |.
O bien: r(x,y)=(x,y, V1+x2+y?), (x,y) € B circulo de centro (0,0) y radio 2.

roxry=(-%,-21)— M, Vi2ey? // zdS —// V1+2x2+2y2 dx dy= - -+ (usando polares acabamos arriba).

VN 1+x2+y

Parametrizacion ¥ =2€0S4 )\, c[0,2x] |k zl

de x2+y2:4: i:fsenu} vel0.3] r,Xr, ——gs 206- (1) =2(cosu,senu,0). /:\
a) dreade S = [[, 1dS = [[, lIruxrylldudv = " 2 dvdu=12x [Zlfsf’pffﬁﬁfﬁfa Jae
D) D) | £y 2)=x2| [ £dS = [T 8costu dvdu =12 " (1+cos2v) dv = 24 N\

v 75
ii) ‘f(x,y,z)=(xz,yz, 2) ‘ f(r(u,v))=2(vcosu,vsenu,1). ’ P u_r/‘
2n

f-dS= f(r(u,v))-(ryxr,)dudv = o7 34v dv du = 36rm.
s o (e, v)) b o
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x=rcosf rell,2] i j k z
7. z2=x2+y2 .a) y=rsenf p 0’2 r,Xrg=|c s 1|=(-rcosf,—rsenb,r).
z=r €10, 27] -rsrc 0 [apunta hacia interior] ~  LKTUUETTTTTTTT S
. 2 p
e, xroll =V2r, drea=2r [7]| - || = 37V2 . v
ffs f-dsS= —ffD(rcose,rsene, 1)-(—rcos@,—rsenf,r)drdf = [f(x,y,z)z(x,y,l)]
_ [2mp2 oo _ B 212 _ s [es >0 pues f apunta ﬁj—‘/
=Jo )y ri=rldrde = 2”[ 3772 ]1 =137 | también hacia exterior] *

De otra forma: r(x,y)=(x,y,yx2+y2 ), ryxry=(-x (2+y2) 2y (242 1).

[y D) - (exxry) dedy =— [, [1-2y? | dxdy = [ [? [2=r] drd6 = -

- como antes.
i j k
b) rotf =|g0x 9y 99z|=(0,0,0) y feC!(R*) = fesconservativo. [De hechola U= xy+z se ve a 0jo]
x y 1

Su integral sobre toda linea cerrada es 0, sobre esa circunferencia en particular.

8. |F(x,y,2)=(x*+y?>+22)(x,y,2) | divF = 2x242y? 427243 (x*>+y?+7%) = 5(x?*+y*+z%)=5p*. rotF=0.
. 12
I, divFdxdydz = [} [)" 5p* sen ¢ dg d6 dp = 2r[—cos ¢ = 4n.
r=(sen¢cosf,sengsend,cosd), ¢el0,n] _ 2npm _ _ .
£y X To= sen  r(¢,6). 9e[0.27] ° ffav Fz-ln ds —fo fo sen ¢ d¢ df = 4rxr (= superficie de S).
9. | f(x,y,z)=4xi+dyj+z°k

en el cilindro x>+y><25, 0<z<2. divf =8+2z.

z
// div f = [cilindricas] = / 2772r(8+22) dzdrdf =2m- B (16+4) = . /s .
v o JoJo
S dada por r=(5cos6,5sen6,z), rgxr,=5(cosd,senh,0), 0e[0,2n], z€[0,2]. B Yy

Sobre ella: f(r(6,z))=(20cos 6,20sen6,22), [J; £-dS = [" 2 100 dz d6 = 400x
En la tapa superior 7: f-n =(4x,4y,4)-(0,0,1)=2 — f/BS 4=715%4 =100x.

Enbase B: f-n=(4x,4y,0)-(0,0,-1)=0 — [, 0=0. Por tanto, // f- dS = 4007+1007+0 =| 5007 .
5 ov

10 ‘ f(x,y,2)=(y,—x, 1) ‘ Flujo @ = &g + ®p através de la superficie cerrada V= SU B

(hemisferio superior de la superficie esférica de radio R unido al circulo que es su base):

: S
x = Rsen¢cos8 n _ R
L ¢e[0,Z] 1y =(Rchpch RchsbH,—Rsp)
P . y=R 0
arametrizacion r(¢, 6) de S ﬁ: Rs(e;r;;)sen } 60, 27] ro = (=R s 56, R 56 c6.0) —r

i j k
RcpcOd Rcgpsh —R5¢L: R? (5% 0, s 56, s¢ c) = R* sen ¢ (sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 6, cos ¢)
-Rs¢s0 Rspcd 0 Rsen¢r(p,0) (apuntahacia afuera).
_ o [T 2 _ 211 en2 4172 _ _ p2
@S—//Sf ds —A A Rsen¢cos¢ dfd¢ = 2nR [zsen ¢]0 =nR".
Para B es n=(0,0,-1), f -n=-1 = q>3=// f-ndsS
B

Ly XTp =

[ dS =-nR* [==dreal. &= s+ D5 =[0].
Comprobamos el teorema de Gauss. Como V-f =0: //V vV.-tdv =///V 0dVv = @ Z//avf -dS .

11. |f(x,y,2)=(x,1,)

2 . . .
z=1- (x2+ y2) corta z=0 en la circunferencia unidad.

) o . 2 el plort 1

divf=1. Cilindricas: f/vdlvf: A AA rdzdrdf = 27rf0 (r=r’)dr = 27” )

Sobre la base B: (x,y,0), ffo(x,l,y)~(0, 0,—1)dxdy:—ffoydx dy=0 (impar).

Sobre la tapa S: r(x,y)=(x,y, 1-(x*+y*)?) = ryxry=(4x(),4y(), 1) (exterior)
202,02 2,.2 _ (!

//o(4x (x%+y%) +4y (x> +y*)+y) dxdy—/0 /0

impar impar

5 2 _1 —
4ricos?d dr do=3-2m= [[f,,, £ -dS.
2r5 (1+c0s26)
[O bien, r(r,6)=(rcos6,rsend,1-r*), re[0,1], 6€[0,2x],...].

XXXIT



X2 —6x+y*+72=0 & (x=3)2+y*+72=3?

12. ‘ f(x.y, 2)=3yzi+ 2xzj +(z+xy) k‘ [esfera de radio 3 centrada en (3,0, 0) ]

Como divf =1, segin Gauss: f-dS =[] 1dxdydz=volumende V=2733=367.
ov \% 3

Calcularlo directamente seria largo, tanto usando esféricas centradas en el punto:
r(¢,0)=(3+3sen¢pcosd,3sengsend,3cosp), pe[0,7], 6€[0,2n],

como las parametrizaciones cartesianas: (x,y, +y/6x—x2—y?), (x,y) € B circulo de radio 3 centrado en (3,0) .

13. ‘ F(x,y,2)=(y,x,2) ‘ Como divf =0 la ff v = 0. Calculemos el flujo hacia el exterior del volumen dado.
La 0V estd compuesta por dos partes: S; sobre la esferay S, en el plano z=—1.

En la esfera, si r(¢, 8)=2(sen ¢ cos #, sen ¢ sen 6, cos ¢) , la normal exteriores ryXrg=2sen¢ r(¢,0).

Los dngulos varian: 0<2nr, cos¢= —% — 0<¢< 27” . El flujo sobre la esfera es:
7Tt p2n/
8/2/2 3(senqbsen 0,sen ¢ cos b, 1)-(sen ¢ cos 8, sen ¢ sen 8, cos ¢) sen ¢ dep d
070 2m p21/3 2
:8/ / (2sen @ cos 6 sen’¢ + cos @) sen ¢ dgp d
0 0
:167r/ " cos¢sen¢d¢ 87r[sen2¢] 2B _ 6 o
0

El flujo en z=—1 es a través del circulo x?>+y? <3, con vector normal —k: :

F-(-k)=-2, [[ F-ds=-2f]  dcdy=-2[(V3)'|=-6r

area del circulo

Sumado al flujo a través de §; da cero como asegura el teorema de Gauss.

i k P
14. \F(x, y,z):(—y,x,z)\ El rotacional de F es: |a, ; =2k.
a5

Volvemos a calcular el vector normal exterior en esféricas r(¢, 8) =2(sen ¢ cos 8, sen ¢ sen 8, cos ¢) :
rg=2(cos¢cosf,senpcosf,—seng), rg=2(—sen¢send,cos¢psend,0),
ryXrg=4sen¢ (sen¢cosb,sengsend,cosp)=2sengr.

En z>-1,es 0<6< 27 mientras que 0<¢ < 27” .Y el flujo a través de la superficie esférica (hacia el exterior) es:
) _[rmpenl3 ] _ 2r/3 _ 2 ,127/3
//SrotF ds —/0 /O 2k - 2r sen¢d¢d0—16ﬂf0 sen¢cospdp = 87r[cos ¢]0 =6r

En 88, circunferenciaen z=—1 con centroen (0,0, —1) y radio V3 (pues x2+y?=4-1=3 ) la integral de linea de
F es (en el sentido correcto para que el vector normal vaya hacia el exterior):

c(t)=(V3cost,V3sent,—1), ¢/(1)=(-V3sent, V3cost,0), /2n3 (=s,¢,2)-(=s,c,0) dt :3/02”dt =67.
0

15. |F(x,y,z)=(y,2x+z,¢*) | Para calcular el flujo del rotacional:

i j k
o 8y o= (-1,-€",1).
y 2x+z e*
El vector normal a la superficiees k y (VX F)-k = 1. Entonces el

flujo es el drea (medio circulo menos la mitad de la elipse, \/i ):

’2’

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

dx dy = dy dx = 1_ 1 \/1—)62 dx = (1 1 ) x (la integra} puede hacerse con
Ve 2

el cambio usual, x=sent).

f

La circulacién en el circulo: / (sent,2cost,e")-(-sent,cost,0)dt :/ (2 coszt—senzt)dt =r- %n =
0 0

: : . 001 cost).(_ 1 _1/° 24 2 _—-n
En la elipse (sentido opuesto): —sent,2cost, e sent, —=cost,0)dt === 2 cos“t—sen“t)dt==% .
p P x V2 V2 V2 ). 2V2

Y la suma de ambas nos da el valor del flujo (area) calculado arriba.
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i J k vector ik .
16. ‘f(x,y,z)=(yz,ey,1)‘ — rotf =|gox g0y 9oz| = (0, y,—z2) . normal: |0 1 0=i+K.
yz e 1 ~111 . , S/
Tridngulo sobre el plano (1,0,1)-(x,y,2)=x+z=0 — r(x,y)=(x,y,—x) en T, ryXr, L
—”’—/—T -
0 rl 0 2 310 == —
//Srotf-ndS =L /_X(O,y,x)-(l,O,l)dydx :/_l(x+x2)dx= [S+5]0 =|-1 7 L Y
¢ (N=(0,1,0), re[0,1]  ¢=(0.1,0)  f(e))=(0.¢",1) <
Parametrizamos 4S: ¢ (1)=(-t,1,1),t€[0,1]  ¢,=(-1,0,1) f(ex)=(t,e,1) — -1 X
c;(t)=(-t,1,1), te[1,0]  =(=1,1,1) f(e3)=(2¢',1)
f-ds= fol e‘dt+f01(1— t) dt+f10(1 —?+el)dr=e—1+ 1—% - 1+%+1—e = —% como debia
as
f(x,y,2)=(3,x% y)
17. F(r,y) = (. y. 4427 —y?) — rotf=(1,0,2x), rexry =(=fx,—fy, 1) = (8x,2y,1).
2 VI c,
//rotf-dS ://(1,0,2x)-(8x,2y,1)dxdy :/ / 10x dx dy
s A -2Jo
_ (2 1 _ 5 2 _ |40
= [550-5yldy =20~ 5[], = | 2. 7 zy
[V
¢ (t)=(cost,2sent,0), t€ [ -% %] ¢ =(- sent,ZCost,O) f (c;)=(3,cos’t,2sent) d l
e (1)=(0,-t,4-1?), te[-2,2] ¢, =(0,-1,-21) f(c)=(3,0,—1)
6Sf-ds = f 5 [2cost(1-sen’r)— 3lgglrt dt+/22t2dt =2[2sent—-2 sen’ t] /2 + 32 :.
[Sale mads largo parametrizando ¢; (1) =((1 —1)1/2, 1,0), r€[-2,2] ]
18. ‘ F(x,y,z)=—yi+2xj+(x+2)k ‘ rotf =(0,—1,3) . Superficie x>+y?+z°=9, z>0: g
r(¢,0)=(3sen¢cosb,3senpsend,3cos¢), p€[0,5], 6€[0,2n], ; 5
rgX rg=9(sen’¢ cos @, sen’¢ sen 6, sen ¢ cos @) . _%

//rotF dsS = 9// (3sen ¢ cos p— sen2¢sen6’)d¢d9 277r[sen ] =|27n|.

Ademas: ¢(f)=(3cost,3sent,0), te[0,2n] — }1{ F-ds= 9/ [sen2t+200s2t]dt = 9/27{% dt :.
oS 0 0

Pk S:r(x,y)=(x,y, 1-x2-y?).
19. | f(x,y,2)=(x,xy,2z) | rotf =|g0x g0y 90| = (0,0, y). ’ 7
‘ ‘ xx xyy 2zz IxXTy =(2x, 2y, 1).

//rotf ds // ydxdy / /1 — ydydx=@ [0 impar y recinto simétrico].

2
c(t)=(cost,sent,0), t€[0,2n] —>j§ f-ds =/ (—sentcost + cos’t sent) dt =@.
as 0

2 plpl-r? 1
divf =3+x. //Vdivf = [cilindricas] :/0 /0/0 r(3+rcos @) dzdrdf = 671/0 (r—r3)dr = %7‘(

// f-dS :// (x,xy,2-2x>=2y%)-(2x,2y,1) dx dy = 2/271 (r+r3 cos @ sen 0—r3 sen?6) dr db) = %zr
s i =2(I+xy-y?) o

rB(x,y):(x,y,O),(x,y)EB,//Bf-ndS:—//B (x,xy,0)-(0,0,-1)dxdy=0. //_9*://5+//13: %71' .

20. a) uAu = u(uxx+ uyy)=div(uuy, uuy)— (u2+u ) =div(uVu)—||Vul|* (y casi igual para n=3).

b) //I;uAudxdy ://Ddiv(uVu)dxdy—//Ddiv||Vu||2dxdy T:D?g ua” ds — // |Vull®dx dy,

au

uVun usge

¢) Usando el teorema de la divergencia en el espacio: /// uAudxdydz :// u % ds —[/ | Vul|>dx dy dz .
\%4 ov \%

. b b b . . .
d) En una variable: / uu"dx =u u’]a - / (u')*>dx es una simple integracién por partes.

a
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