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En todas las asignaturas que imparto suelo elaborar apuntes. Esto tiene la ventaja de precisar qué se va a
explicar durante el curso. Ademds permite a quien estd en clase no estar todo el rato pendiente de copiar lo
que se escribe en la pizarra y permite al profesor remitirse a ellos cuando no hay tiempo (ni se cree adecuado)
entrar en detalles de demostraciones. Pero tiene sus desventajas. La existencia de apuntes incita a no utilizar
casi otros libros, que tratan los diferentes temas con mds extensién y rigor, o con mds ejemplos, o mas
aplicaciones. Tampoco se ven otras notaciones distintas que pueden sorprender en otros cursos.

Recomiendo, pues, consultar varios libros. Esta asignatura (a diferencia de otras para las que he escrito apuntes)
si tiene un gran texto al que remitirse y del que he extraido buena parte de varios temas: el Marsden-Tromba.
Un libro serio, pero también con muchos ejemplos y aplicaciones. Algunos quizds prefieran libros algo mas
elementales, como los tres siguientes [R], [St] o [LHE]. Me gustan en ese orden, pero el [R] no estd en la
biblioteca de Fisicas de la UCM (aunque es facil de encontrar en librerias). Del [St] hay un par de ejemplares
(pero ya estd descatalogado). Del [LHE] hay bastantes en la biblioteca (aunque las edciones posteriores a la
venta cada vez tienen mds colores y lo que me parece mds ‘paja’). Y no puede faltar en una bibliografia de
esta asigntura un cldsico como el [A].

Sobre el contenido de estos apuntes

Los apuntes tienen dos grandes bloques de tamafio similar: el cdlculo diferencial en R", formado por los
capitulos 1, 2 y 3 (los preguntados en el parcial), y el célculo integral en R” de los 4, 5y 6.

En concreto, en el 1 se introducen los conceptos bésicos (vectores y sus operaciones), se repasan las rectas y
planos, se presentan las gréficas de funciones de dos variables y se estudia la continuidad.

En la seccion 2.1 se presentan las derivadas de los campos escalares, la diferencial y Taylor de orden 2. En la
2.2 se introducen ya las funciones y campos vectoriales (y sus operadores) y la regla de la cadena.

Se tratan en 3.1 los mds sutiles teormas de la funcién inversa e implicita. Y se acaba el cédlculo difierencial en
3.2 con el estudio de los extremos (y de los multiplicadores de Lagrange).

La seccién 4.1 estd dedicada a las integrales dobles y sus cambios de variable. En la 4.2 se ven las triples y se
introducen las coordenadas cilindricas y esféricas.

5.1 trata las integrales de linea de campos escalares y 5.2 las de campos vectoriales. En 5.3 se estudian ya los
campos conservativos y el teorema de Green (que en otros textos se ven junto con Stokes).

En el dltimo capitulo (el 6) se presentan las integrales de superficie (de campos escalares y vectoriales) y se
terminan los apuntes con los teoremas de Gauss y de Stokes de 6.2.

Las aproximadamente 60 horas reales de clase de un curso las distribuyo mds o menos asi entre los 6 capitulos:
Oparael 1, 12 parael 2,9 parael 3, 10 parael 4, 12 parael 5y 8 parael 6.

La base necesaria para seguir estos apuntes es simplemente dominar un buen Célculo en una variable: tener
claro los conceptos de limite, continuidad, derivada e integral, manejar bien los mdximos y minimos, conocer
los desarrollos de Taylor, saber calcular primitivas no muy complicadas (las trigonométricas en particular),
dominar las coordenadas polares... No se suponen conocimientos algebraicos, que se estudian en el grado en
Fisica de la UCM al tiempo que esta asignatura (segundo cuatrimestre de 1°), aunque se citen en letra pequeia
términos como base o aplicacién lineal que luego se irdn controlando en Algebra.

Casi todos los ejemplos son en R? y R?, principalmente en R%. El salto conceptual se da al pasar de 1 a 2,
mads variables plantean sobre todo complicaciones técnicas. Mds de una vez aparecen graficas hechas con el
programa Maple (con licencia universal en la UCM) para incitar a los estudiantes a su uso. Los dibujos los
hago con el programa libre Inkscape. Las fuentes del texto (mds sdlidas que las habituales de I&TEX) aparecen
utilizando el paquete {newtxtext,newtxmath}.
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Sobre las versiones de los apuntes

version 2024: Aprovechando el cuatrimestre sabdtico se retocan bastante, incluyendo, sobre todo, ejemplos
nuevos en casi todos los temas. Se modifica la portada y el indice tiene enlaces que llevan a cada seccién. El
capitulo 1 gana dos paginas con mds gréficas y ejemplos de continuidad. El 2 tiene bastantes ligeros cambios.
En el 3, nuevo ejemplo de extremos de funcién definida implicitamente. 4.1 y 4.2 crece cada uno en una
pdgina. 5.1 y 5.3 con una pdgina més a base de problemas del curso pasado o examen. Y el 6 crece en otra.

Ahora hay 64 paginas de teoria (con estas iv iniciales) y 12 de problemas, con los 80 de calculo diferencial y
otros tantos de integral, pero cambiados por viajes a paginas tedricas y entrada de problemas de examen.

version 2023: El anterior largo capitulo 2 se dividi6 en los 2 y 3. Con nuevos ejemplos crecieron una pagina las
secciones 2.2 y (ahora) 3.2, temas no impartidos por mi ese curso. También gand una pdgina cada seccion del
capitulo 4 de las integrales mdltiples. Y otra mds la 6.1. Otras secciones también incluyeron mds ejemplos y
todas tuvieron aclaraciones de teoria y cambios estéticos. En total eran 53 pdginas de teoria. En los problemas
(160 en la version) incluf casi todos mis exdmenes del 2016 y algunos del 21 o 22 de otros profesores.

version 2016: Por problemas con impresoras, cambiada la letra a otra tipo ‘times’ mds moderna (paquete
{newtxtext,newtxmath} de LaTeX en vez de {mathptmx}), lo que implicé multiples retoques estéticos. Algin
ejemplo nuevo y leves modificaciones en 1.2 y 1.3. Mds cambios en 2.1, sobre todo en la diferenciabilidad. Un
ejemplo mds en 2.2. La seccién de inversas e implicitas adelant6 a la de maximos y minimos. Un ejemplo mas
en 3.1 y casi igual 3.2. Sélo un ejemplo nuevo en el capitulo 4 (de Green) y tres nuevos en el 5 (que vienen de
exdmenes). Y en todos, modificaciones estéticas. Como cada curso, meti en los problemas los de exdmenes
del anterior. Por eso, los del tema 2 pasaron de 45 a 50 y los del 3 y 4 de 25 a 30. Total, 140 problemas.

version 2015: Primera vez que imparti completa la asignatura ‘Calculo’ del grado en Fisica, y, por lo tanto,
fue la primera version de estos ‘APUNTES DE CALCULO (en varias variables)’.

Tenia apuntes manuscritos de gran parte del temario (del Analisis I de los afios 80 cuyo segundo parcial era
célculo en varias variables, pero, al existir Andlisis II, los extremos, las inversas e implicitas y las integrales
de superficie se daban en esa asignatura). En 2011 di dos meses de Célculo en un curso compartido y publiqué
sus primeros apuntes. Una version corta de gran parte del curso la escribi en 2012 para los Métodos de
la Ingenieria de Materiales. A lo largo del 2015 tuve que extender bastante los apuntes de 1, 2.1 y 2.2 de
ingenieros, escribir a ordenador las implicitas y los extremos, retocar los capitulos 3 y 4 y expandir el 5. Y
transcribir problemas de los hechos con médquina de escribir e inventar bastantes nuevos.

2012. Nacen las ‘Notas de Métodos Matematicos (ingenieria de materiales)’, asignatura (de ecuaciones
diferenciales sobre todo) que comienza con 2 capitulos (5 semanas) de Cdlculo en varias variables. Su capitulo
2 (célculo integral) incluy6 resumidos los apuntes elaborados para Cdlculo en 2011. Escribi por primera vez
en ordenador su capitulo 1 de cdlculo diferencial y su seccion 2.3 de integrales de superficie.

2011. Primera version a LaTeX de los temas 3 y 4 (que actualmente son los 4 y 5), ‘Integrales multiples’ e
‘Integrales de linea’, transcribiendo los apuntes a mano.

afios 80 (del siglo XX). Comencé a dar clases en el curso 1978-79 (de Andlisis I). Unos tres afios después
empezaria a pasar a mis estudiantes mis apuntes hechos a mano. Los que tengo en papel y escaneados deben
ser del 85-86. Pasé la parte de célculo en una variable hace ya muchos afios a ordenador (primero a Word y
luego a LaTeX). Pero la de varias variables estuvo mucho tiempo en el archivador.

[Estos apuntes pueden ser utilizados y citados por cualquiera
sin ningin problema, siempre que no haga negocio con ellos].

18%



1. Conceptos basicos

1.1 El espacio R". Rectas y planos. Abiertos y cerrados.

El conjunto R" se define como R"E{x:(xl,...,x,,):xkeR} .

punto (x,y,z)
[Otras notaciones para los elementos de R" son X o X ] . vector X A:
A cada elemento de R" le llamaremos indistintamente punto o vector de R”".
Casi todos nuestros ejemplos serdn en R* o R* donde llamaremos x=(x, y) o z
x=(x,y,z) . Un xeR? se puede ver como el punto de coordenadas cartesianas i Yy
(x,y) ocomo el vector que une el origen (0,0) con (x,y) [anélogo en R3] .R X L

es caso particular de R" y a los nimeros reales se les llama a veces escalares.

2

La suma de vectores x ¢ y se define: ’ X+y= (1, ..., %)+ V1o Yn) = (X141 oo s Xn+Y0)

que tiene las mismas propiedades que la suma de nimeros reales: es conmutativa, asociativa, existe
el elemento 0=(0,...,0) con x+0 = x Vx y el opuesto —x=(-xy,...,—x,) con X+ (—x) = 0.
La diferencia de vectores se define entonces como X —y =X +(=y) = (X{ =Y, ..., Xn—Yn) .

El producto de un escalar k €R por un vector x es el vector ’ kx =(kxi,...,kx,) |, que tiene

las propiedades: k(mx)=(km)x, (k+m)x =kx+mx, k(x+y)=kx+ky, 1x=x, 0x=k0=0.

En R?y R? estas dos definiciones tienen claro significado geométrico. Suma
es el vector diagonal del paralelogramo de lados x e y. O lo que es lo mismo,
es el vector cuya punta es el punto en el que acaba x si llevamos paralelamente
su base al extremo de y . La diferencia la da la otra diagonal. kx es otro vector
que tiene la misma direccién que X y que tiene mismo o distinto sentido que
él. Su longitud, ademads, se ve modificada por el factor |k|. -

Todas las propiedades anteriores eran inmediatas de demostrar a partir de las propiedades de R.

Un conjunto en el que haya dos operaciones con esas propiedades se llama espacio vectorial (estos
conjuntos se tratan extensamente en el dlgebra).

Son importantes los vectores de R": e;=(1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1), pues todo vector se
puede escribir como una suma de escalares por esos vectores: X=(xXy,...,X;)=X[€] + -+ +X,€,.
[En idioma algebraico: {el, e, en} es la ‘base canonica’ del espacio vectorial de ‘dimensién »n’

(nimero de elementos de la base) y cualquier vector se puede escribir como ‘combinacidn lineal’
(suma de escalares por vectores) de esos n elementos].

En R? se suele escribir e;=i=(1,0) y ex=j=(0,1).
Yen R, e;=i=(1,0,0), ex=j=(0,1,0), e3=k=(0,0,1).

Otras definiciones que describen longitudes de vectores:

Ixll=y3+ 33

[Ambas son reales >0. En R?y R®, ||x|| es su longitud y d(x,y) la distancia entre los puntos X e y ]

La norma o médulo de x es . Ladistanciade x a y es ’d(x, y)=|lx-y|| ‘

Propiedades de la norma: | [k x||=|k|[x]|, [x[=0 & x=0, [[x+y[ <[Ixll+lyll|. |, -7
iyl
”YH,' /o
La dltima, desigualdad triangular, geométricamente afirma que la longitud de { ‘}(/Hx;iy\l
un lado de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de los otros dos. Vi
Las dos primeras son de demostracién inmediata y se probara la segunda después ,i/ ,,,,,,, x
: —e
de definir el producto escalar].
Un vector se dice unitario cuando tiene norma 1. Los vectores i, j y k son unitarios.
X

Dado cualquier x#0 es muy fécil dar un vector unitario con su misma direccién y sentido: Tl -



Definamos dos importantes productos de vectores: el escalar y el vectorial.

Si x,y€R" se define el producto escalar de dos vectores como ’ X-y=x1y1+-+x25,|.

[Obsérvese que [|x||=(x-x)!/? y que, por tanto, ||x|?=x-x|.
[El producto escalar de dos vectores es un niimero real que perfectamente puede ser negativo].
[En el caso particular de R, el producto escalar es el producto y ||x|| pasa a ser el valor absoluto x| ].

Las siguientes propiedades (menos la dltima, que demostramos) son ficiles de probar:

X-y=y-X, (kx)y=k(x-y)=x-(ky), x-(y+z)=x-y+x-z, x-x20, [x-y| <[[x]ll[y]l-
desigualdad de Cauchy-Schwartz

C-S: Si y=0 es trivial. Sea y#0 y sea el nimero real k== . Entonces:

ly ||2

0 (x —ky): (x —ky) =xx—2kx-y + 2y y=|[x[2= 22E = ey <|Ix|Plyl> =[xyl < Ixllly]

Probemos ahora la desigualdad triangular:
2
x+yl?=x-x+2x-y+y-y <|Ix|P+2[Ix[| Iyl +lIylI*= (Il +lIyll) "= lIx+yll <[l +]y]l -
Hay una forma alternativa de expresar un producto escalar, en términos de la norma de

los vectores y del dngulo formado por ellos, que a veces resulta ser mds titil que la inicial.
Del teorema del coseno se deduce (ver Marsden-Tromba):

En R%*y R3es’x-y—

,con ¢p€[0,n] danguloentre x e y # 0.

Deducimos que x-y=0 si son perpendiculares y que ¢=arc cosi—r— . (Y aqui es clara C-S).

||X|| ||y||
[x -y es, por tanto, el producto de la norma de un vector por la norma de la proyeccion del otro sobre él].

Ej1. Sean x=(1,0)=i e y=(-2,2)=-2i+2j. Entonces es: yi
x+y=(-1,2). 3y=C11). [x]=1, ||y||=‘/§=2‘/_ ||X+y||=‘/§-

b
El vector unitario con la direccién y sentido de y es (— \f \f ). xy=-2. y=

-2

[Como ¢>7% debiaser x-y=||x|/[lyllcos¢<0;es ¢p= arccos\f:Tﬂ] |x-y|= 2<\/_—||X||||y||

Para n=3, se define el producto vectorial de x=(x1,x2,x3) ¢ y=(y1,y2,y3) como el vector:

i j k
X1 X2 X3
Y1 oy2 y3

XXy= =(x2y3—x3y2) i —(x1y3—x3y1) j+(x1y2—x291) K

Propiedades inmediatas de este producto son: ’ xxXx=0, XxXy=-yXxx ‘ .

Y para los vectores de la base candnica: ’ixj =k, jxk=i, kxi=j ‘

Lo que pasa con estos vectores ocurre en general. El vector xXy es perpendicular a x e y (ver
M-T) y tiene el sentido que sugieren esos ejemplos. [El que dice la ‘ley de la mano derecha’: si los dedos
apuntan de x hacia y, su producto vectorial tiene el sentido del pulgar]. Ademds, se tiene:

(x2y3-x3y2)? +(X1y% x3y1) 2+ (x1y2—x2y1)? = (67 +x3+x3) 2 (yT+y3+y3) 2 — (x1y1+x2y2+x3y3)?

ey 12 L1l 1y1P - (x-9)% = [Ix]Plly]2(1 ~cos?¢)
= |Ixxyll=lIx[[llylllsen ¢| =

La longitud de xXy es el area del paralelogramo que tiene
por lados adyacentes a los vectores x e y.

Ej2. Si x=(1,0,2), y=(-2,1,3) Suproducto escalares x-y=4. [x||[=V5, |lyll=V14.
Ix=yll=1(3, -1, ~1)||=V11 nos proporciona la distancia entre los dos puntos x e y.
i
XXy=|1 =(0-2)i—(3+4) j+(1-0) k =(-2,-7,1) . Que es perpendiculara x e y:
(1,0,2)-(-2,-7,1)=0, (-2,1,3)-(-2,-7,1)=0.

Ixxy||=3V6 nos da el drea del paralelogramo cuyos lados son los vectores.

jk
02
13
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Rectas y planos

En Célculo en una variable, una recta del plano se suele escribir y=mx+b 6 y=yo+m(x—xg),

fijandonos en la pendiente m , la ordenada en el origen » o un punto (xg,yo) por el que pasa.

Veamos otras expresiones ahora utilizando vectores. La recta que pasa por

los puntos p =(p1,p2) v 9 =(q1,92) se puede escribir:
x=p+t(q—p) o x=(1-1)p+1tq, t€R.

[Para te[0,1], p+t(q—p) describe el segmento que une esos puntos].

O dado p y el vector direcciéon v =(v(,vs): X = p+1tv, oen coordenadas: {;CZZ;?;; .

Ej 3. Describamos paramétricamente de diferentes formas el segmento que une p=(-2,3) y q=(1,0).
En coordenadas cartesianas la rectaes y=1-x.De aqui: (¢,1-1), re[-2,1].
Usando las expresiones de arriba, como v=q—p=(3,-3) , obtenemos:

p+tv=(-2+43t,3-3t), te[0,1].

O cambiando los papelesde py q: q+z(p—q)=(1-3¢,3¢), t€[0,1].

[Las 2 primeras expresiones describen el segmento, al crecer 7, en el mismo sentido y la tercera en el opuesto].

Las ecuaciones vectoriales de las rectas en el espacio son las mismas, pero con 3 coordenadas:

X=pi+ivy .. X=p1 _ y—p2 _ z—p3 [interpretando que el numerador
y=P2:l’V2 . Eliminando la 7: Vi  va 13 es 0 si se anula su denominador].
Z=p3+ivy

.. . con a, b, c no las tres cero
La ecuacion general de un plano en el espacio es |ax+by+cz=d [con a. b, cero]
[si d=0, pasa por el origen]

Si u y v son dos vectores (no multiplo uno de otro), x=ru+sv, t,s€R
describe el plano que contiene esos vectores y pasa por el origen.

X = p +tu + sv es otro plano, paralelo al otro
y que pasa por p y los puntos p+u y p+v.

Un plano queda también determinado conocidos un punto p suyo y un

vector n normal (perpendicular) al plano pues: | (x—p)-n =0].

Sies n=(a, b, c), desarrollando: a(x—p;) + b(y—p2) +c(z—p3) =0,

que podemos poner ax+by+cz=—ap;—bpr—cp3. Comparando con la ecuacién escrita arriba,
concluimos que un vector normal a un plano ax+by+cz=d es el vector (a, b,c).

Ej 4. Demos varias expresiones para la recta que pasa por los puntos p=(1,2,-8) y q=(7,5,1) .
Un vector direccién es v=q—p=(6,3,9),ylarectaes: p+tv=(1+6¢,2+3t,—8+9¢), teR.
O con un vector mds bonito u=(2,1,3) y q envezde p: q+tu=(7+2¢,5+t,143¢), teR.
x=T7+2t 7 1
Eliminando ¢, por ejemplo, de la segunda: { y=5+t — XT =y-5= ZT .
z=1+3t
Y eligiendo dos pares de términos (nosotros los primero = tercero y segundo = tercero) obtenemos la
recta como interseccion de dos planos:

3x—21 = 22-2, 3y—15 = z—1, es decir, {3"‘22219

3y—-z=14

Ej 5. Hallemos la ecuacion del plano que pasa por p=(3,2,-1), q=(1,-1,3) y r=(3,-2,4).
Es perpendicular al plano, por ejemplo, (q—p)x(r—p) = (-2,-3,4)x(0,—4,5) = (1,10, 8) .

El plano es, por tanto: 1(x—3) + 10(y—2) + 8(z+1) =0, o sea, x+10y+8z=15.
3

x=3-2t — t=5-7\,
Mis largo es eliminar 7 y s de x=1t(q—p) + s(r—p) Z{y:2—3t—4s s=3 %3
z=—1+4t+5s
3a+2b—c=d . iend
O, adn peor, resolver el sistema {a—b+3c=d [1mpom¢in odue -, a=%, bzllo—d, c=%
3q-2b+dc=q Paseporlos puntos]



Conjuntos abiertos y cerrados

[A veces se le llama

n : — n. (lv_
Entorno de centro acR" yradio >0 es B,(a)={xeR": ||x-al <r} disco o bola]

Es un circulo en el plano y una esfera en el espacio, en ambos casos sin borde. e =D
[Para n=1 era un intervalo abierto centrado en el punto]. i k

Llamaremos entorno perforado o reducido al conjunto B} (a)=B,(a)—{a}. b B

El punto a€ A es interior al conjunto A CR" si hay algdn r tal que el entorno B, (a)CA.
A es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si A=int A={x interioresa A} .
p<R” es punto de acumulacién de A si en todo entorno de p hay infinitos puntos de A .
A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulacién < R"—A es abierto (teorema).
La frontera o borde de A es 0A= {x: Vr, B,(x) contiene puntos de A y de R"—A} .

El cierre de A es el conjunto A=int AUAJA. A esun conjunto cerrado (teorema).

A es acotado si existe M €R con |[x||<M VxeA. A es compacto si es cerrado y acotado.

[La demostracion del primer teorema es la misma que quizds se vié en R:
A cerrado, acR-A © a¢ A = a no de acumulaciéonde A = 3B(a,r)NA=@, B(a,r)CR-A.
Si R—A abierto, demostremos que A es cerrado probando: ‘a¢ A = a no es de acum.de A’:
a¢A = a€R-A abierto = 3r/B(a,r)CR-A = B(a,r)NA=@ = a no es de acumulacién.
El otro. Si p es de acumulacién de A o pertenece a dA si en todo entorno suyo hay, ademds de los
infinitos puntos de A, otros que no son de A, o pertenece int A si para algin r todos son de A].
[Intuitivamente, A es abierto cuando no contiene a su frontera, y cerrado cuando lo hace].

Ej 6. El producto cartesiano de intervalos abiertos (a, b) X (c, d) (rectdngulo sin borde) —__——t-e___ .
es un conjunto A abierto en R?: para cualquier a del conjunto hay un B, (a)C A d )
(por ejemplo, si r es el minimo de las distancias a los 4 lados). A no es cerrado
pues los puntos de dA son de acumulacién y no son de A . Como su frontera A
son los 4 lados, es A=[a,b]x[c,d]. A no es abierto (los puntos de A no son Pione,
interiores) y es cerrado, pues sus puntos de acumulacién son los puntos de A o
de AA y todos son del conjunto. Como también A es acotado es compacto. ’

o
o
Y
T

Ej 7. Hay conjuntos que no son no ni abiertos ni cerrados, como A=[a, b]X(c,d) . b
Los puntos de los lados derecho e izquierdo son de A, pero no son interiores. [ 1
Los de los lados superior e inferior son de acumulacién y no son de A . ¢ !
[Los tinicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez sonel @ y R"]. I

Ej8. S= {(%, #), ne N} no un es abierto, pues posee puntos no interiores (de hecho, (L1)e
ninguno lo es). S tiene s6lo un punto de acumulacién, el (0,0) ¢ S, limite de esta
sucesién en R? (no se tratan sucesiones en estos apuntes, pero basta hallar los
limites de cada componente). SU{0} si serfa cerrado, con lo que también seria 2
compacto, pues estd claramente acotado (serfa el cierre §=05). e

Ej 9. Es inmediato comprobar que R?> como subconjunto de R? es abierto y cerrado.
Pero visto como subconjunto de R® no es abierto pues ninguno de sus puntos
es interior: dado cualquier a cualquier bola B, (a) se sale de R. Sigue siendo
cerrado como subconjunto de R? (pero no estd acotado y no es compacto).

Ej10. A=Bg(0) es, para cualquier R, un conjunto abierto en R":

[imagen en R?
para intuir].

Para cualquier x€ Bg(0), Ir=R—||x|| tal que Bp_x|(X)CA,

pues si y € Brjx||(x) es [lyll < [ly—x[l+[Ix]| <R=[Ix]|+|x][=R..

Ej 11. Demostremos que si A es un abierto de R" y x€ A entonces A—{x} es abierto.

Sea ac A—{x}.Como A es abierto, hay B, (a) C A, pero la bola podria contener a x.

Si R:ml’n{r, ||x—a||} estd Br(a)CA—{x} = a interiora A—{x} = A—{x} abierto. ;



1.2 Graficas de funciones escalares

Las funciones escalares (que también se llaman campos escalares o
funciones reales de varias variables reales) asignan a cada punto x de
un dominio D =dom f un dnico nimero real f(x).

f:DcR" —R

x:(xl,...,xn)ﬁf(x)

[Si no se dice nada mds, el dominio D del campo serdn los x para los que f tiene sentido].
La imagen o recorrido de f serd (igual que en R) el conjunto imf=f(D)= { f(x):xe D} .
Su grafica serd el conjunto de puntos de la forma (xl, ey Xy [0, . ,xn)) ,con (xi,...,x,)€D.

Si n=1 las graficas son las curvas en el plano que se habran dibujado en el célculo en una variable.
Para n>3 se mueven en un espacio de dimensién >4 y no se pueden ya representar. Pero si n=2,
la gréfica es una superficie en el espacio que se puede intentar trazar en perspectiva. Veamos c6mo
obtener informacién sobre ella.

‘R2—R Para esquematizar (sin ordenador) su grafica z= f(x, y) hallaremos secciones
(x,y)—=f(x.y) | (curvas en el espacio) obtenidas cortando la superficie con diferentes planos.

Las secciones mds interesantes se consiguen cortando con planos z=cte, llamadas curvas de nivel
(es decir, curvas del plano xy sobre las que f toma un valor constante, que pueden ser complicadas).
Unas féciles de hallar son las obtenidas haciendo x =cte o y =cte, en particular el corte con el
plano yz (el del papel o la pizarra, para x=0) o con el xz (el perpendicular, para y=0).

Veamos varios ejemplos de superficies, mds o menos sencillas. Serdn féciles de dibujar aquellas que sean de
revolucioén o que no dependan de una de las variables. Pero en muchas ocasiones nos deberemos conformar

con tener sus curvas de nivel (que ya nos describen la gréfica, como un mapa da idea de una zona montafiosa).
Como ultimo recurso acudiremos a veces al ordenador (al programa Maple, casi siempre en estos apuntes).

Ej 1. Comencemos esquematizando un par de planos. El primero lleva a una f de las anteriores:

dx+y+2z=6| — z:f(x,y)=3—2x—%y. Los cortes con

los 3 planos coordenados son z=3—-2x, zzS—%y, y=6—4x.

Las curvas (rectas) de nivel son: z=C — y=6—-2C—4x /€0

[Sabemos ademds que el vector (4, 1,2) es normal al plano].
no define z= f(x, y) pero, al no depender de z, es |
32~ | y
sencillo dar su grafica: la recta y=6—4x trasladada verticalmente. ﬂ
[Igual de facil serfa si no dependiesede y ode x]. | L=

i 24y2= z=f(x.)
Ej2 | f(x, y)=x2+y2 . Las cyrvas de HIYCI, dadas Por x“+y-=C,
son circunferencias, de radio VC, C>0.

[Si C=0 es sélo (0,0), laimagen de f es [0, o) ] N
x=0— z=1y?
y=0—> z= x2
este caso) dibujar la grifica: un ‘paraboloide de revolucién’.

Las secciones con son pardbolas. Es fécil (en

[Si las curvas de nivel son circunferencias centradas, y esto sucede GO

cuando f depende de x2+y?, la superficie es de revolucién] .

Ej 3. ‘g(x, y)=(x—y)? ‘: C — x—y=+VC (rectas paralelas).

En concreto, si C=0, 1,4 setiene y=x, y=x+1, y=x+2.

El corte con x=0 es una pardbola: z=y>. También lo son

los cortes con y=0 (z=x2) ocon y=—x (z=4x?).

Viene a ser la géfica de la pardbola z=y? trasladada en R =5
horizontal siguiendo la recta y=x (que es donde se anulala g). S



Ej 4. | h(x,y)=y*>—x?|. Dibujemos la grifica de este ‘paraboloide hiperbélico’ (silla de montar).

Los cortes con y=0y x=0 son las pardbolas z=—x> y z=y>
[y en general son pardbolas los cortes con y=C y x=C].

Las curvas de nivel son las hipérbolas y>—x*=C
[en particular, para C=0 son las rectas y=+x ].

No es facil hacer el dibujo en 3 dimensiones, pero las curvas
de nivel y los cortes ya nos daban una idea de la grifica.

Hay otras superficies importantes en el curso que definen mds de una (o no definen ninguna) funcién escalar.
Las 3 siguientes no vienen dadas en la forma anterior z= f(x, y) sino en la forma mds general F(x,y,z)=k.
[En el capitulo 6 veremos otra forma de describir superficies, como funcién de dos pardmetros u y v ].

Las primeras definen dos campos escalares z= f(x,y) : z=+yR2—x2—y2, z=++/x2+y2, y la otra
ninguno (el + describe la parte superior de la superficie esférica o el cono y el — la parte inferior).

Z

[las curvas de nivel
son circunferencias]

Los cortes con x=0 son, para la esfera, la circunferencia yz+z2 =R?, es decir, z=+VR2— y2
y, para este sencillo cono, las rectas z=+y de pendiente +1 .

El cilindro no depende de z . Circunferencia de radio R llevada verticalmente (desde —co hasta o).

En todos los ejemplos dibujados hasta ahora aparecian potencias <2, con lo que son varios tipos de
‘cuddricas’: Ax>+By?+Cz>+Dxy+Exz+Fyz+ax+by+cz=d (equivalentes a las c6nicas en R*).

Los términos en xy,xz, yz vienen a girar la cuddrica y los lineales x,y,z a trasladar su centro.
Ademads de las anteriores, en teoria y problemas nos irdn apareciendo otras: elipsoides, hiperboloides
de una y dos hojas,... y en esa expresion general se pueden ocultar otro tipo de objetos mds simples,
como planos o incluso el conjunto vacio (por ejemplo, y>*—2yz+z>=0 es simplemente el plano z=Yy
y ningtin punto cumple x>+y”?+z2=-1). La clasificacién general de las cuddricas (y de las cénicas)
es mds propia de los libros de dlgebra.

Dibujemos otra superficie fécil, pero definida a través de una exponencial:

Ejé6. |k(x,y)=¢" Va*+y* | Es de revolucion, porque sobre x?+y?=C es constante (vale e~

Basta dibujar el corte con x=0 (el plano del
papel) para deducir su grafica.

k(0,y)=e V> =e" Y| paryes e, si y=0.
[Es facil hacer el dibujo pero nos hemos ayudado del ordenador (del Maple)] .

Y otra sencilla (también de revolucidn), que es la primera que ‘se va al infinito’ en algin punto.

Ej7. |i(x, )))zleTy2 con curvas de nivel x>+y?=L y corte zzylz con x=0.

Z
Volvemos a dibujar las curvas de nivel

y el corte con el plano del papel.
Bastarfa hacer rotar la seccién, pero, por
comodidad, le hemos pedido al Maple que
nos dibuje la graficaen [—1, 1] x[-1,1].
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Pero es claro que, en general, aunque se puedan dibujar algunas secciones serd muy dificil dar su gréifica en
perspectiva, aunque se pueda dar una idea de ‘por donde va la grafica’, sobre todo si ha sido posible calcular
sus curvas de nivel. Como en los siguientes ejemplos (que muestran discontinuidades):

4
Ej8. [p(x,y)=%|=C — )C:i\%y2 (parabolas para los C>0).

X

Ademas es p(x,y)=0 si y=0 yla p no estd definida si x=0.
Cuando x=a todos los cortes son pardbolas cudrticas z= ﬁ y*.
Para y=>b son curvas que se van a infinito al tender x hacia 0.

F 5 1 usies
- 08 B (—yff"rrfri ‘g?q -1 ;
i i ¥ WMJTY o5 ° .
: y x Con lo anterior es facil hacerse una idea de la

15 -1 -05 0 05 1 13 15 -1 —0s 0 05 1 1<

1
curvas de nivel corte con x=1  corte con y=1 grafica, pero lo dificil es plasmarlo en el papel.

Ej9. |r(x,y)= % =C - y= (% —1)x (rectas pasando por el origen).

Dando valores a C', o mejor, como son y=mx,
dando valores a m en r(x, mx)= ﬁ , Se tienen
las curvas de nivel (y ya una idea de la gréfica).

\

z
1 -1 X 1 1 1 N
N / i x=loz=gp, y=l o 2=

7| — Los cortes con:

m 7 son los dibujos de la izquierda.

Todas las rectas y curvas pintadas en linea continua en el dibujo espacial
pertenecen a la superficie. Utilizando Maple (con el cédigo de abajo)
hemos dibujado a la derecha la superficie y junto a ella (en rojo) dichas
curvas. Fuera de y=—x, donde r no estd definida, la funcién es suave
(serd continua con la definicién que veremos en la préxima seccion).

> with(plots):s9:=plot3d(x/(x+y),x=-1.1..1.1,y=-1.1..1.1,
view=-3..3, color=white,grid=[201,201]):
G:=spacecurve([t,-t,0],t=-1.1..1.1,thickness=3,color=blue,
linestyle=dash): [Los dibujos 3d del Maple y
RR:::g:ﬁﬁ;:;:g(ié&t;gl&g?,0;1] ,[t,t,1/2]1],t=-1.1..1.1, oFros programas permi.ter.l su
Cy:=spacecurve([1,t,1/(1+t)],t=-0.7..1.1, thickness=5,color=red):  S8ir0 mediante ratén o similar,
Cx:=spacecurve([t,1,t/(1+t)],t=-0.8..1.1,thickness=5,color=red):  pudiendo mirar la superficie

display([s9,6,RR,Cy,Cx]); bajo distintas perspectivas].

[Para n=3 lotinico que se puede dibujar (si son sencillas) son sus ‘superficies de nivel’ f(x,y,z)=C.
Por ejemplo, esas superficies de nivel son para f(x,y,z)=x>+y>+z> esferas de diferente radio].

11



1.3 Limites y continuidad en R"

Las definiciones de limite y continuidad para un campo escalar f:D c R" — R de dominio D son
muy parecidas (aparentemente) a las de R. Si a es interior a DU{a} es casi igual:

lim f(x)=L si Ve>036>0 tal que si O0<||x—a|| <5 entonces |f(xX)-L|<e. ‘
X—a

Para n=2, esto significa que debe existir un ¢ tal que la imagen de f en Bj(a)

esté comprendida entre los planos z=L—& y z=L+e&, por pequefio que sea &.
Con el siguiente retoque de la definicidn (para generalizar los limites laterales)
también podemos hablar de limites en los puntos a€dD :

lim f(x)=L si Ye>036>0 talquesi xeD y 0<||x—a||<d entonces |f(x)—L|<e.
X—a

[También son andlogas las definiciones de limites que incluyen infinitos como lim f(x)=c0 ] .
X—a

La definicién de continuidad para puntos interiores es también como lade R:

f continua en acintD < lim f(x)=f(a) & Ve 36 tal que ||x—a||<d = |f(x)-f(a)|<e.
X—a

Y si D incluye su fronteray a€dD basta afiadir xe D para definir su continuidad.
Decir que una f es continua en un conjunto A significa que lo es en cada uno de los puntos de A .
Teoremas (como los de R y que no demostramos aqui) aseguran que suma, producto y cociente

con denominador no nulo de f y g continuas en un punto son continuas en ese punto. Y también
lo es la composicién de campos escalares con funciones reales continuas:

Teor 1. ‘ f:R" - R continuaen a, g: R — R continuaen f(a) = go f continuaena.

[En R probamos estos teoremas utilizando sucesiones que aqui no hemos tratado y podriamos usar
ahora s6lo para demostrarlos todos la definiciéon £—¢ . Por ejemplo, para éste tiltimo bastaria precisar
laidea de que |g(f(x))—g(f(a))|<e si ||[x—a|| < suficientemente pequeiio, lo que es cierto porque
entonces |f(x)—f(a)| loes porser f continuaen a y g ser continuaen f(a)].

Probemos ahora que f(x)=C y que f(xi,...,X;)=xx son continuas en todos los puntos de R":
|[f(x)-C|=0<e V6, |f(x)—f(a)|=|xx—ar|<||x—al|<e tomando d=¢.

De esto y los teoremas deducimos, como ocurria en R, que muchisimos campos escalares lo son en

todos o en casi todos los puntos a simple vista y que no se necesita, por tanto, la definicién casi nunca.

Por ejemplo, son obviamente continuas en todo R? todas las funciones polinémicas dibujadas en
los ejemplos 1-4 de la seccion 1.2 anterior, pues son sumas de productos de funciones continuas.

También se puede asegurar sin mds que son continuas en todo su dominio:

- 2 . . . .
f(x,y)="3== (cociente de polinomios en xy con denominador no nulo)
y2+3

h(x,y,x)=e*¥* (composicién del campo f(x,y,z)=xyz y la continua g(z)=e?).

También es continua en R* la k(x, y)=e~ Va2+y? el ejemplo 6 de 1.2 (4/z lo es para z positivos).

Y también lo es la z=+/R2-x2—-y2 del 5 en todo su dominio ||(x, y)|| <R, borde incluido, donde se
usaria la definicién de continuidad en los puntos frontera.

No es dificil analizar tampoco nuestra primera funcién discontinua (el ejemplo 7):

Ejl. i(x,y) :#yz es claramente continua para (x, y) #(0,0), que es el Gnico
punto en el que se anula su denominador. Y también es claro que no tiene

limite en ese punto y que ‘tiende a co” (0 sea, para X en un entorno B(0)

serd i(x)>K para cualquier K dado, siendo & suficientemente pequefio).
1

+0

por algo que tiende a 0 y es positivo tiende a o). No olvidemos el falso 1/0=co ]

[Hay teoremas como en R que precisan el esquema “—= =0 (algo positivo dividido
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Sélo hay que detenerse a mirar la continuidad en algunos puntos patolégicos (lo mismo que se hacia
en R). Pero aqui el andlisis de estos puntos muchas veces se complica bastante. El concepto de
limite en varias variables presenta algunas sutilezas que no aparecen en el de una variable. Veamos
més ejemplos en R? para ir aprendiendo algunas de las técnicas:

Ej 2. h(x,y)=(x>+y?)sen #yQ ,con h(0,0)=0, es también obviamente continua si x#0.

Para ver que lo es ademas en el origen se puede utilizar en este caso poco complicado la definicién
|h(x, v)—h(0, 0)| <|x2+y?| <€ si ||(x, y)=(0,0)||=Vx2+y?2 <6=+g,

. ., . . _ 1 -2 2
0 mirarla como composicién de la conocida continua g(x)=xseny y el campo f(x,y)=x"+y~,
o incluso utilizar que sigue siendo aqui cierto (y es facil de probar) que ‘cero X acotado = cero’.

[La gréfica de la superficie
de revolucion es el giro de
su corte con x=0 que es
la curva de la izquierda].

Ej 3. Elejemplo 9 de 1.2: r(x,y)= x% es evidentemente continua todo (x, y) tal que x+y#0.

Que no tiene limite en el origen es muy claro a la vista de las curvas de nivel: tan
cerca del punto como queramos (por pequefio que sea el ¢ ) hay puntos en los que
r vale 0, otros en los que vale 1/2, en otros 1,

(Existe el limite en algtin otro punto (a,—a) ? Tampoco, porque cerca de cada uno
[el (0,0) incluido] r toma valores tan grandes (y tan pequefios) como queramos, COmo nos aseguran,

por ejemplo, las secciones con cada x=a#0: z= G“Ty que tienen asintota vertical en y=—a

32
Ejd. f(x,y)= 2+ 7, con f(0,0)=0 vuelve a ser continua claramente si x#0. ;Lo es en (0,0) ?

Vamos a acercarnos al origen a lo largo de diferentes curvas.

2
__m°x o
Empezamos con las rectas y=mx: f(x,mx)= /5 - 0. 'll |
.., L. 2 5 ‘::g:lw‘t\;,“\\\t{\\\tl
Pero esto no es la definicién del limite en R”. TR o‘.\\\\‘«\

La f pide més las parabolas x=py”: f(py%,y)=

2+1
Tan cerca como se quiera del origen hay puntos en los que
el campo vale, por ejemplo, % (p=1). Discontinua en 0.

[Dibujada con un ordenador, presenta f el aspecto feo del dibujo de la derecha].

Acercarse al punto problematico siguiendo diferentes curvas y obtener siempre el mismo limite no
prueba nunca la existencia del limite en R", pues existen otras infinitas formas distintas de hacerlo.
Con estos célculos lo que se consigue a veces (como en el ejemplo anterior) es probar que no existe
obteniendo limites distintos entre si, o diferentes del valor de la funcién en el punto, o curvas sobre
las que no hay limite. Y para los limites de una variable se tienen ademads las técnicas ya conocidas.

Para calcular limites (y analizar la continuidad) en (0, 0) a veces es ttil (pero en general lo complica)
utilizar las coordenadas polares: x=rcosf, y=sen6:

Ej 5. Sea f(x,y)= #12 , £(0,0)=0. ;Es continua en (0, 0) ? Con su expresién polar f(r,d)=rsen’d,
queda claro que cerca del origen se puede hacer tan pequefio como queramos:
|f(r, 6’)—0‘=r|sen36’| <r<esi|[(x,y)—(0,0)||=r<d=¢.
Usar cartesianas exige mzis vista:

: S| <l < Ve2? <e si l(x, )l <6=s.

|25 -0l=hll =5
Adjuntamos dibujo de maple. Es continua pero con algin pliegue raro.

x2+y? x2+y
[Esta funcién no serd diferenciable en el origen].
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Generalicemos la idea del célculo anterior con un teorema:

Teor 2. | Si |f(r,9)—L|§g(r) y g(r)—(>)0 entonces( If (00)f( ,v)=1L.

[Pues |f(r,0)—L|<e parael § que garantiza que |g(r)—0|<s].

El teorema no dice que el limite exista si f(r,8) — L cuando r — 0, exige que también podamos
acotar los términos en 8. Nos da un contragjemplo la p(x,y) dibujada en el ejemplo 8 de 1.2:

4
Ej 6. Para p(x,y)= ));—2 , p(0,y)=0 se cumple que p(r,0)=r? Z‘:Slzz — 0 (inclusosi x=0, 6=+%).
Pero cualquier corte con y=b, z= Z—; —} @ yno tiene limite en (0, 0) \
X

[ni en ningdn (0, b) , pues en ellos esta funcion positiva se va a infinito,
y es obvio que es continua (y tiene limite) en cualquier (a, b) , a#0 ]

[Que f(r,0) —60 viene a equivaler a que el limite acercdndonos por rectas sea 0.
r—!

En este caso es p(x, mx)=m*x? —> 0 que, desde luego, no dice que p tienda a 0 ]

Nuestros tltimos ejemplos serdn en R*, con técnicas andlogas a las de n=2 (aunque sin dibujos).

Ej 7. Estudiemos la continuidad en 0 =(0,0,0) de F(x,y,z)= % , F(0)=0,para m=1,2y3.
[En los otros puntos es trivial, por ser el denominador no nulo].

En primer lugar, observemos que para m=1 es discontinua, pues F(x,0,0)== —>+oo si x—>0*%.

Obtengamos ahora informacién, ya con m >2, al acercarnos por distintas rectas (at, bt,ct), t—0:

Flat, bt ct)= m,m-2  Si m=2, F toma valores distintos sobre cada una y es discontinua.

a ct) =210 . .
a*+b*+4c® " Para m=3,la F tiende a 0 cuando r—0 y puede ser F continua.

Ya con m=3, si no estuviese el 4 acompaiiando al z> las coordenadas esféricas cumplirian aqui el

papel sencillo de las polares del plano. El calculo se complica, pero se puede usar hasta la definicién
para probar la continuidad en este liltimo caso:

|F(x,y.2)=0]= x| 724 <3Ix| <3Vi2n2e < si [|(xy. 2l <6=% .

[En estos cocientes de polinomios en los que el denominador sélo se anula en un punto la idea es
que el campo serd continuo cuando todas las potencias del numerador son mayores].

x2+y

Acabamos la seccién admitiendo el siguiente importante teorema sobre continuidad en conjuntos compactos
que generaliza el conocido resultado del cdlculo en R para funciones continuas en intervalos cerrados:

Teor 3. ‘ f continua en un compacto A = f alcanza sus valores mdximo y minimo en A . ‘

[Si f noescontinua, 0 A no es cerrado o no acotado es facil dar ejemplos en los que alguno
de los extremos no se alcanza. La i discontinua del ejemplo 1 no tiene maximo en cualquier
compacto que contenga el origen. Cualquier plano inclinado no alcanza su maximo ni su
minimo en la no cerrada bola unidad B (0), ni en el no acotado espacio R? ]

[Para calcular esos extremos, como en R, acudiremos a derivadas (en el capitulo 3)].
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2. Calculo diferencial en R"

2.1 Derivadas de campos escalares

Derivadas direcionales, derivadas parciales y gradiente

Sean f: DcR" — Ry acint D paraque f esté definida en un entorno de a. Para hallar la derivada en R
se usan los valores de f en a y en puntos cercanos a+h . En R" hay puntos en cualquier direccién. Miremos
cémo varfa f alo largo de una recta que pase por a (dada por un vector v), es decir, en R?, la variacién de

la funcién de una variable obtenida al cortar su grafica con un plano
vertical que pase por a. Definimos entonces: 74
/ -~
La derivada segiin el vector v de f en un punto a es: / /(/,(/a) 7
hv)— .. '
Dy f(a)=fy(a) :Ai%w (si existe). ,u(ﬁw v) v
Cuando v es unitario se le llama derivada direccional v /
. .. V'
(de f en la direccién del vector v en el punto a). / 0
at+hv
[Es la derivada de la funcion de una variable f(a+tv) en =0 ] . “ =

Veremos pronto formas cortas de hallar estas derivadas, pero por ahora sélo utilizamos la definicion:

Ej 1a. Hallemos la derivada de | f(x, y)=4-x>—4y? ‘ en (1,0) segin el vector (v,v):

4=(1+hv)?—4(hv)?-3 —2hv—5h02 _
h h =

Duf(1,0)=Jin, =im

[O bien, si h(t)=f(1+tv,1v)=3-2tv=5t2v* es h'(0)=-2v .

V.

En particular, en ese punto son: D1 1)=-2, D2 =—4, D_,-1)=2, ...

Las dos derivadas direccionales son D(% %)f(l,O)z—\ﬁ y D(_L i)f(l,O)z\/E.
2°\2

(v.v)
V2TV

El caso mds importante aparece al tomar como v algin vector de la base candnica:

A laderivadade f en la direccion de e se le llama derivada parcial de f respecto a x :
af (a) Eka (a) EDkf(a) = Dekf(a) _ Aﬁ% flay,..., ag+h,..., a,,})l—f(al ..... ay ,..., a,) .

Oxk
Es decir, %(a) es la derivada en el punto x=a; delafuncién g(x)=f(ay,...,x,...,a,)
de una sola variable que se obtiene mirando todas las x; constantes menos la x .

En R? usaremos las notaciones % =fx, % =fy |, yen R? ademds g—]; =f,

Por tanto, para R?, fy(a,b) esladerivadade f(x,b) en x=a y fy(a,b) lade f(a,y) en y=b.
Y el significado geométrico de las derivadas parciales en R? es claro: representan las pendientes
de las tangentes a las curvas corte con planos x=a o y=»b.

. . . d i)
Si las parciales existen para cada uno de los xe D las 6—){1 N % son otros n campos escalares.
n

Se dice que un campo f € C'! en un abierto D si sus parciales con continuas en ese conjunto.
[Se lee ‘f es cuno’ o ‘f es de clase uno’ en D y se abrevia feC!(D) ]

. d o [4) 2]
Se llama gradiente de f al vector Vf= (6_){1’ . %) yes Vf(a)= (a—){l(a), . %(a)) )
Ej1b. Si f(x,y)=4-x2-4y? es fy,=-2x (4 y —4y? son constantes en este paso) y
yes fy=—8y.La f es, pues, C' entodo R%. Y el gradiente es Vf=(-2x, -8y). /

En particular, son f,(1,0)=-2, f,(1,0)=0, pendientes de las tangentes a las
pardbolas corte con y=0, x=1 [g(x) =4-x> y g(y)=3-4y? ] en x=1, y=0,
respectivamente. [ fx <0 por decrecer f al crecer x y f, =0 por el méximo].
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Una vez calculado el Vf es muy ficil, casi siempre, hallar las derivadas segtin cualquier vector
[la definicién inicial, al igual que en R, s6lo se necesitard para funciones raras y en algunos puntos]:

Teor 1. | Si f€C! en un entorno de a, la derivada segtin el vector v es Dy f(a)=Vf(a)-v.

En R2: V= (M,V) i f(a+hu,b+Zv)—f(a,b) — f(u+hu,b+h\;1)—f(a,b+hv) +f(a,b+h;\))—f(a,b) thofx (a,b)u+fy(a,b)v

[aplicando el TVM a g(x)=f(x,b+hv) en [a,a+hu], c con g(a+hu)—g(a)=g’(c)hu, o sea:
fla+hu,b+hv)—f(a,b+hv)=fi(c,b+hv)hu y fi(c,b+hv) p—”y fx(a, b) porser fy continua].

Significado del gradiente: Sea Vf(a)# 0 y sea u unitario. Segtn el teorema es
Dyf(a)=Vf(a)-u=||Vf(a)| cos¢. Asi que la D, direccional es la componente
del gradiente en la direccién de u.La D, serd mixima cuando cos ¢=1 [si ambos
vectores tienen la misma direccion y sentido, y su valores || Vf||(a) ] . La direccion
y sentido de Vf son aquellos en los que f crece mas deprisa. Si cos¢ =0, serd Dyf(a)=0:
en la direccién perpendicular a Vf el campo no varia. Asi, en R?, serd Vf perpendicular a las
curvas de nivel de f (a sus tangentes). [Y en R® serd perpendicular a las superficies de nivel].

Vf(a

Ej 1c. Parala f(x,y)=4—x>—4y?, yaes muy ficil hallar las Dy del Ej 1a: Vf=(-2x,-8y) =
Danf(L.0=(-2.0-(LD=-2. Dy 1) F(L.O=(-2.0-(3 35)=-V2. ..

Dibujemos ahora algunos vectores gradientes y algunas curvas de nivel (las elipses x2+4y*=4-C )

Se dibuja Vf en los puntos (1,0), (2,0), (0,1) y (2,1)

[Vectores, a escala, (—4,0), (-8,0), (0,—8) y (-4,-8) ]

y las curvas para C=4,0,—-4, -8, -12.
Viendo la grificade f comounamontafa, Vf indicala maxima
pendiente. Entre las derivadas direccionalesen (2, 1) es maxima
la fijada por Vf, es decir, en la direccién de

u:(—% , —‘% ) [y el valor mdximo es Dy f(2,1)=Vf(2,1)-u=4V5=||Vf(2,1)]| ]
Es minima en la direccién opuesta al gradiente: u= (‘/L5 %) [su valor serd —4V5 ]

Serd nula en la direccion de los vectores perpendiculares a Vf [ (2,-1) o (-2,1) ], vectores que son
tangentes a la elipse de nivel x?>+4y?=8 que pasa por el punto (2, 1).

Ej 2. Hacemos célculos similares a los del Ej 1¢ para el campo del Ej 3 de 1.2: g(x,y)=(x—y)>.
Aquies Vg(x,y) = (2x—2y,2y-2x) = 2(x-y)(1,-1). y G4 §1 c=0
[Vector perpenticular a las rectas de nivel que apunta hacia donde crece g -

con médulo 2V2 |x— y| mayor segtin nos alejemos de la recta y=x ]
En el punto (0,—1) el vector Vg es (2,—2) . El vector unitario u para el

que es, por ejemplo, minima la derivada direccional en el punto es:

u= (—% , %) [pues (-1, 1), de médulo V2, es opuesto al Vg].

Vg=0
[La derivada minima serd Dy g(0,—1)=(2,-2) - u =—2V2 =—||Vg||=||Vg]| |lu]| cos = ]

[Obsérvese que Vg=0 sobre y=x: los cortes con x=a e y=> son pardbolas con minimos ahi].

Ej 3. Los célculos y significados son analogos en R>. Para f(x,y, z)=x2y — cos(yz) es:
VE(x,¥,2)=(fr> fys f2) = (2xy, x>+ zsen(yz), y sen(yz)) . En particular es V£ (1,1,0)=(2,1,0).
La derivada de f enel punto a=(1,1,0) segin el vector v=(1,-1,2) es (2,1,0)-(1,-1,2)=1.

Si buscamos la derivada direccional debemos dividir por el médulo: u = \/Lgv — Dyf(a)= % .
La D, méxima es en la direccién y sentido de Vf y su valor es su médulo V5 . 2

Es Dyf(a)=0 en ladireccion de todo v=(a, b, c) perpendiculara Vf,
que ahora no forman una recta, sino un plano. Si es perpendicular:

(2,1,0)-(a, b,c)=2a+b=0 — v=(a,—2a,c), ||v|]|=V5a%2+c? —

_ 1 . 122
u—m(a,—Za,c).Unparde u son: (0,0,1) y (3.-%.%)-
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Diferencial de campos escalares y plano tangente

En R se tenia ‘derivable = continua’. En R" la existencia de las parciales no implica la continuidad:

3 _J1six=00y=0 p _ _
Ej4. Para f(x,y)= {0 en el resto se tiene quf.: fx(0,0)=f, (Q, 0)=0, 4/ .
(son derivadas de la funcién constante 1) —-—7_4;-'-’ ——————
pero la funcién es claramente discontinua en el origen. e

Ni siquiera la existencia de todas las derivadas direccionales en un punto implica que sea continua [se precisa
una definicidn, la diferencial, que recoja informacién globlal de todos los puntos cercanos a a|:

2
Ej5. f(x,y)==2=, f(0,0)=0 del Ej 4 de 1.3, que era discontinua en (0, 0) [se vio usando pardbolas],

2
Xty
tiene, sin embargo, derivadas segtin cualquier vector v=(u,v) en ese punto, ya que:

2 . P .
f(tu,tv)= u2“+"vflz es derivable para todo u,v en =0 [tambiénloessi u o v son 0].

Una funcién en R era derivable si tenia recta tangente. En R sera diferenciable si
posee plano tangente. Reescribimos la definicion de derivada:

f derivableen a & }l@oﬂﬁh*f}f)‘f'(“)h =0 o f(a+h)=f(a)+f (a) h+o(h).
si el numerador es o(h)

(@)

En R" ser diferenciable sera casi lo mismo, con el gradiente ocupando el lugar de la
derivada. Como en R, la notacién g(x)=o(||x||) significa que lin})% =0.

fO-f@-Vf(@)(x-a)

f es diferenciable en a si existe Vf(a) y =]

X—a

O sea, llamando v=x-a,loessi | f(a+v)=f(a)+Vf(a)-v+o(||v])|.

Cuando n=2,sison a=(a,b) y v=(u,v), f serd diferenciable si
cercade (a,b) es f(x,y)=f(a)+fx(a)u+fy(a)v+o(||v]]), es decir,
cuando su gréafica se parece ala de un plano z=k+c(x—a)+c2(y-b) .

X,

En idioma algebraico, f es diferenciable en a si una ‘aplicacién lineal’ = kB

dfy: R" — R, llamada diferencial de f, la aproxima cerca del punto a: f(a+v)=f(a)+ dfa(v)+o(||Vv]]).
Los n nimeros que dan una aplicacién lineal son aqui las parciales en a, es decir, el gradiente. Abusando
algo del lenguaje dirfamos que, si f es diferenciable ‘su diferencial es Vf~ .

Si f es diferenciable parece que existirdn todas las derivadas direccionales y que va a ser continua.

Teor 2.

’ f diferenciable en a = existe Dy f(a) Vv,es Dyf(a)=Vf(a)-v y f escontinuaen a. ‘

. . . hv)— \4 -h h h h
Si f diferenciable, £W)=/(8) - W@ Ivto(h) _ gy g,y oD VIV, 97 (a).y.

|f(a+V)—f(a)|SIIVf(a)II||V||+|0(||V||)I:)0 © f(x) f(a) & f continuaen a.

(Como saber en la practica si un campo f es diferenciable? Con la siguiente condicion suficiente
(demostrada en los libros de cédlculo en R™) es inmediato en la mayoria de los casos:

Teor 3. | feC! enunentornode a = f diferenciable en a.

Ej1d. La f(x,y)=4—x>—4y? de siempre, que es C' en R?, es diferenciable, pues, en cada punto.
En particular, en (2,1), con f(2,1)=-4 y Vf(2,1)=(-4,-8) se tiene entonces que
fQ+u,1+w)=—4—4u-8v+o(Vu?+?) & f(x,y)=—-4-4(x-2)-8(y—1)+o(Y(x-2)2+(y-1)?) .

Ej 3b. Para f(x,y,z)=x’y—cos(yz),como fy=2xy, fy=x>+zsen(yz) y f,=ysen(yz) son continuas
V(x,y,z),serd f diferenciable en todos los puntos de R® y todo es facil de calcular.
Por ejemplo, cerca de (1, 1,0) tenemos esta buena aproximacion para f :
f(+u, 1+v,w) = f(1,1,0) + Vf(1,1,0)- (u,v,w) = 0+(2,1,0)- (u, v, w) = 2u+v.
[Con una calculadora: f(1.01,1.01,0.01) ~ 0.0303, f(1.1,1.1,0.1)~0.337, parecidos a 0.03 y 0.3 ]
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Analizar la diferenciabilidad en puntos probleméticos normalmente, como pasaba con la continuidad, no es
sencillo. Al igual que en continuidad, es muchas veces facil ver que una f no es diferenciable (viendo que no
se cumple algo que implica la diferenciabilidad) y méds complicado es probar que si lo es.

Por ejemplo, es inmediato afirmar que las funciones de los ejemplos 4 y 5 no son diferenciables en el origen,
porque no son continuas en dicho punto, y deben serlo segtin el teorema 2.

Una f diferenciable debe tener todas las derivadas direccionales en el punto, con lo que tampoco lo puede
ser, por ejemplo, una f para la que alguna derivada parcial no exista:

Ej 6. (Es diferenciable f(x,y)=+/x2+y2 ? (mitad superior del cono z2=x2+y?). —
Lo es claramente en cualquier punto distinto del (0, 0) por ser continuas sus i
derivadas parciales f, =

x y . Oné :
—=— = ué ocurre en el origen?
=y h== g

Sobre los ejes son f(x,0)=|x| y f(0,y)=|y|, funciones no derivables en 0.
No existen ni f,(0,0) ni f,(0,0) (ni ninguna direccional). No es diferenciable. x/(

~

(Claramente no hay plano tangente en el origen y si lo hay en cualquier otro punto).

Solo en contadas ocasiones y en algunos puntos habrd que acudir a la definicién de diferencial:

Ej7. (Es f(x,y)= 2+y2 , £(0,0)=0 (Ej 5 de 1.3) diferenciable en (0, 0) ? (en cualquier otro punto sf).
Vimos que era continua. Ademds: f(x,0)=x = f;(0,0)=1, f(0,y)=0 = £,(0,0)=0.
Para ser diferenciable, debe tener limite cuando (x, y) — (0, 0) :
f(xy) = £(0,0) ~V£(0,0)-(x,y) _x*(P+y>) ' —x_ —xy?

e G Py

L. . 2 ..
ero el limite no existe, ya que sobre las rectas y=mx su valor —2—— es distinto para cada m .
(Tem?) P2

Ej8. f(x,y)= 2+y2 , £(0,0)=0 si es diferenciable en (0, 0) . El polares la continuidad es facil:

|f(r 0)— O| r?cos*9<r’— 0 = f continuaen 0.

r—0

Y tambien existen las parciales (una vez mds tenemos que acudir a la definicién):
f(x,0)=x% = £,(0,0) =2x| =0, f(O y) =0= £,(0,0)=0. Es decir, Vf(0,0)=0.
S (x) - f(0) -

X
m
Il B = (x2+y2)3/2

Sélo falta comprobar que: h’n}) =0 (que es facil en polares).
X—

Ej9. f(x,y)=(x*+y?) senxz+y2 , £(0,0)=0. Ya vimos (Ej 2 de 1.3) que era continua en el origen.
Para ver si es diferenciable comenzamos hallando sus parciales en el origen:

F(x,0)=x2sent = £.(0,0) = Afmow = lim sen 5 =0 (0 X acotado).

7 _ f)-0-0_ . /2 = i i
Andlogamente, f,(0,0)=0. Como ;lf}) T = iﬂ) x2+y?2 sen)(2+y2 =0 es diferenciable.

Hagamos un resumen de todas las implicaciones que hemos ido viendo anteriormente:

C' en un entorno 2 diferenciable 2 existen todas las DD

1
UTs 708 U14

continua | & | existen las parciales
6

Todas las flechas son falsas si 7> 1 (para n=1 son 2 y 4 trivialmente ciertas). Demos contraejemplos para
cada una de ellas (la mayoria ya se han analizado):
1. f(x,y)=x>+y%) senx2+y2 , £(0,0)=0 (E;j9) es diferenciable pero no C!, pues, por ejemplo,

— 1 _2x
fr=2x SeN 757~ Thy

5 cosxziy2 no tiene limite en (0, 0) .
4,6. f(x,y)= {(1) Zln)élz r?:s?oy =0 (Ej 4), con parciales en el origen, discontinua y sin mds DD.
2,6,8. f(x,y)=

3,5,7. f(x,y)=+x2+y2 (cono), es continua pero sin ninguna DD (y no es diferenciable).

£(0,0)=0 (Ej 5) tiene todas las DD, es discontinua y no es diferenciable.

x2+y4 D
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Volvamos al plano tangente. De la discusi6n sobre diferenciabilidad se deduce para R® que si f es
diferenciable, el plano tangente a la grifica de f en el punto (a, b) es:

|2=f(a.b) + fx(a.b) (x—a) + fy(a.b) (y=D) |.

Ej 1e. Calculemos el plano tangente en (2, 1) a la superficie descrita por lamuy . RN
analizada funcién f(x,y)=4-x>—4y? : N 5
f2,1)=-4, Vf(2,1)=(-4,-8) —» z=-4-4(x-2)-8(y-1).

Es decir: ‘ z=12—-4x -8y ‘ (bastaba quitar el o del ejemplo 1d).

[Dibujamos con Maple, para comprobar la tangencia, la superficie (en gris)
para —6<x<6,-1.8<y<1.8,-8<z7<4,y el plano tangente (en Verde)].

Como en R3 es VF perpendicular a las superficies de nivel, esto nos da un modo de hallar el plano
tangente en un punto (a, b, c) de una superficie S dada en la forma F(x,y,z)=K:

‘VF(a,b,c) -(x—a,y-b,z—c) = 0‘ (si VF#0)

Ej 10. Por ejemplo, hallemos el plano tangente en (1,2, 3) a la superficie esférica x2+y?+z2=14:

VF(1,-2,3) = (2x,2y,22)| | 5 5,= (2-4,6) —

2(x—1)—4(y+2)+6(z—3)= 0, o bien, |z =1(14-x+2y)|.

Mis largo es hallar el plano tangente a z=-+/14—x%—y?2 usando
\/__i » Ly = \/__L P
zx(1,-2)=—1%,2y(1,-2)=3 — z=3-(x-1)+3(y+2)'

la formula de mas arriba: z, =

La segunda expresion del plano tangente permite hallarlo incluso en los casos en que, a diferencia del ejemplo
anterior, no se pueda despejar la z (lo dificil en esos casos no suele ser hallar el plano tangente, sino encontrar
puntos de la superficie):

Ej 11. Sea F(x,y,z)=x2¢?*2+ 4 sen(x+2z)+2z>. Hallemos el plano tangente y la recta normal a la
superficie F(x,y,z)=6 en el punto (2,—1,-1).
VF(x,y,2)=(2xe? 2 +4 cos(x+2z) , 2x2e>*? |8 cos(x+22) +4z) .

VF(2,-1,-1)=(8,8,4)=4(2,2, 1) [usamos el vector normal mds sencillo].

El plano tangente es, pues: 2(x—2)+2(y+1)+(z+1)=0, o mds compacto, |2x+2y+z=1|.

Y la recta normal serd: ‘ x = (2t+2,2t—1,1-1) ‘ (conocemos un punto y el vector director).

Hagamos ahora unos pequefios comentarios sobre la ‘diferencial de los fisicos’, empezando con

las f derivables de R en R. Con la notacién de la seccién podemos poner:
dfx(h)=f"(x) h o df(Ax)=f"(x)Ax, yes Ay=f"(x)Ax+o(Ax).

O, llamando dy= f’(x)Ax al incremento de la parte lineal: Ay = dy + o(Ax),

y cuando Ax es pequefio se comete poco error tomando dy en lugar de Ay.

No es raro ver escrito simplemente dy= f’(x) dx, interpretando dy como un
‘incremento infinitesimal’ de la y para otro dx de la x. Se estd sustituyendo entonces sin decirlo
Ay por dy, el incremento correspondiente a la funcién por el correspondiente a la tangente.

En R?, parauna z= f(x,y) diferenciable (si no, carece de sentido), no es impreciso escribir:
Az = f(x+Ax, y+Ay)—f(x,y) = af((;;,y) Ax + 6fg;’w Ay + o (Y(8x)2+(ay)?)

y se parecen, para Ax, Ay pequefios, Az y el incremento de la parte lineal dz=df ,)(Ax,Ay).
(O, lo que es lo mismo, se parecen la funcién y su plano tangente).

. . . . . _ & & _ 6_f 0_f
Pero si vuelve a ser impreciso escribir simplemente dz = Fdx + ay dy o df = dx+ 3y dy,

tipico de los fisicos, suponiendo que los incrementos son ‘infinitesimales’. dz no es simplemente
un nimero pequeflo, es el incremento correspondiente a una aplicacion lineal (la diferencial).
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Derivadas de orden superior y desarrollos de Taylor

. ad .
Silas 2L - existen para todos los x € D obtenemos n nuevos campos escalares ar s Sf que
0x x| Oxp

podemos volver a derivar consiguiendo las derivadas parciales de orden 2,3, ... :
af 02
e |0 = L0 = f (0 = D (),

Oxp L Ox; Oxp0x;

Ej12. Si f(x,y)=x?e"%, sus derivadas primeras 2L = f,=2xe > y % =fy=-2x*¢">Y vuelven a

tener derivadas parciales V(x, y) con lo que tiene sentido calcular:
62f —2y of _ _ _ 2y f _ —A+2n—2y
= =26 2, E o= axay =foy=—dxe >, 6y6x =fyx=—4xe 7, a—yz—fyy—4x e .

Y podriamos seguir calculando derivadas: W = frxx=0 =fyyy= —8x%e 72, ...

s W

Ej 13. Probemos que u(x, t)=L e~*/4 es solucién de U;—uxx=0 (‘ecuacién del calor en la recta’).
U =——t‘3/2 —x2/4t+t 1/2—x 2e —x2 /4t _ 4t_/2e—x2/4t uxz—%xt‘me"‘z/“’,
Upy=—h 132X 44 Ly 1732 L gy 2R 4 o Zzg/zf e /4 Por tanto, u; 1y =0.

Ej3c. Si f(x,y,z)=x’y—cos(yz) ya vimos que fy=2xy, fy=x>+zsen(yz), f;=ysen(yz) =
Fex=2y, Foy=2%, frz =05 fyx=2x, fyy=2>cos(yz), fyz=sen(yz)+yzcos(yz);
fex=0, fzy=sen(yz)+yzcos(yz), fez =y?cos(yz). Algunas derivadas coinciden (no es casual).

Se dice que fe€C"™ en D abierto si sus derivadas parciales hasta orden n son continuas en D .

Igualdad de Schwarz . 2 . -N. F L —
o de Clairant: Si feC”enunentornode a = Dy;f(a)=Djrf(a), j.k=1,...,n

[La demostracion (ver libros), utiliza, como en otros casos, el teorema del valor medio en una variable].

Al igual que muchas funciones f(x) se pueden aproximar por polinomios y desarrollar en serie
de Taylor en torno a un punto, se ve en los libros de varias variables que los campos escalares f
admiten también estos desarrollos. La diferencial representa el desarrollo de Taylor de orden 1. Sélo
escribimos el polinomio de orden 2 de una f de dos variables, sin expresiones del resto:

Si feC?enunentornode a=(a,b) y x=(a+h, b+k) estd préximo a a, entonces:
FX)=f(a)+ fr(a) h+fy(a) k+5[ fox(a) B2 +2fcy () hk +fyy (a) K| +0(h>+k?) .

En ocasiones convendri escribir el polinomio P,(x,y) anterior en la forma mas desarrollada:

fa,b)+fe(a, b)(x=a)+fy(a, b) (y=b)+3 frx(a, b) (x=a)*+ fry (@, b) (x=a) (y=b)+3 fyy(a, b) (y=b)?
y en muchas, mas que calcular derivadas, lo ttil serd usar los desarrollos conocidos de una variable.

Teor 4.

Ej 12*. Hallemos el desarrollo de orden 2 de f(x, y)=x?¢">> en torno a los puntos (0,0) y (=1, 1):
El primero es casi inmediato: f(x,y) = x>(1-2y+2y%+---) = x2 + 0(x2+y?)
[coherente con el hecho de que la tinica derivada no nula es fy,(0,0)=2 ] .
FLD=e72, fi(-1, D) =f(-1, ) =—frx(-1,1)=-2¢72, fo,(-1,1)=frp (-1, 1)=4e™> —
flx,y)~ e 2 [1 —2(x+1)=2(y=1)+(x+ 1)2+4(x+1)(y— +2(y— 1)2] .
)2 e 2e2

[A lo mismo llegariamos desarrollando (1-s entornoa (0,0), s=x+1, t=y -1 ]

Ademads de dar valores aproximados de campos los desarrollos de Taylor permiten tratar limites complicados.

1— cos(2x2+2y?)

Ej 14. Estudiemos la continuidad y diferencibilidad en (0, 0) de f(x,y)= ERTEE £(0,0)=2.
+
cos(2t)=1-212+3t4— .. = 1—-cos(2x?+2y%) =2(x?+y 2)2_ 2(x2+y 2ty
fl,y)=2- %()c2+yz)2 T 2. Es f continua. El desarrollo da también fécil las parciales.
X—!

f(x,o)zl—f");#:z-%th = £¢(0,0)=0 [f"(0) vacon x |. Andlogamente f£,(0,0)=0.

d: f(x)-2-0 —%(x2+y2)3/2+

Para la diferenciabilida ]

-—> 0 = también es diferenciable.
x—0
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2.2 Campos vectoriales. Regla de la cadena

Tratamos funciones cuyos valores no son escalares, sino vectores. Primero el caso mads sencillo:

¢c:R— R"

Funciones vectoriales: | = ™ (D= (c1 (s en(0))

. Sus graficas son curvas en R" .

Bastantes veces nos ocuparemos de ¢ para ¢ en un intervalo finito: 7 € [a, b] . Entonces la imagen
de ¢ esuna curva finita que une (en ese sentido) el punto ¢(a) con el ¢(b) [extremos de la curva].
A esa curva orientada la llamaremos también a veces trayectoria o camino.

Casi siempre trabajaremos en R* o R* y serd ¢(1) = (x(1), y(1)) o e(t)=(x(1), (1), z(t)) .

Se dice que ¢ es continua en un punto o intervalo si 1o son sus n componentes c¢(¢), ..., ¢, () .

Y es derivable si las n lo son y su derivada es el vector | ¢/ (1) =(c/(?), ..., c;, (1)) |.

t+h)—c(t
Interpretemos ¢’(t) para n=2 (o n=3). Alser ¢’(t)= Ill/mo w , Y
.
la pendiente de la secante tenderd a la pendiente de la recta tangente a la
curva C descrita por c(t) . Fisicamente, si ¢(¢) describe el movimiento
de una particula a lo largo del tiempo [es decir, si es su vector posicion,
que se suele llamar r(z) ], ¢/(¢) representa el vector velocidad v(r). ! x

[El escalar ||¢/(7)|| describe la rapidez (velocidad escalar) con la que la particula avanza por la curva] .

Por tanto, ecuaciones de la recta tangente a C en un punto ¢(z,) (si ¢’(¢,) #0) pueden ser:

[esta toca ¢(zo)

[ X=clto)+1€(to) | 0 | x=e(to)+(1=10) €/ (o) | 'coande 1ot

[Cuando ¢’(#,) =0 no hay tangente definida y no es extrafio que aparezcan picos en la curva] .

Si las ¢} vuelven a ser derivables se puede hallar su derivada segunda ¢”(z) = (c’l’(t), e (1))
[que representa el vector aceleracion a(r) ] Y se pueden definir ¢”’(t), ¢V (t), ...

Ej 1. Sea c(t)=(cost?,senr?), con t€ [0,V2r|. e(0)=c(V2r)=(1,0).
Por ser ||e(?)||=Vcos?t2+sen?t2 =1, recorrerd ¢ la circunferencia unidad.

1=0,\2n
¢’ ()= (- 2¢sent?,2t cos ) serd un vector tangente, y es ||¢/(¢)||=2¢

[con lo que este mddulo (la velocidad escalar) crece con el tiempo].
[Obsérvese que llega a (0, 1) para r= \/m ~1.25, y que tarda el doble de tiempo en dar la vuelta entera].
¢ (Vr/2)=(-V27,0) —» x=(-V2xt,1) recta tangente en (0,1) [més sencilla x=(¢, 1) ]

El vector aceleracion serd ¢”(f)=-2(—sent?, cost?) — 4t%(cos 1>, sent?) .
[Tiene una componente en la direccién de la velocidad y otra en direccién normal al movimiento,
que es algo que se ve que ocurre en general para cualquier c].
[La misma curva se podria describir (de forma mds simple) con ¢.(¢)=(cost,sent), t€[0,2x] .
siendo recorrida en este caso con velocidad ||c.(7)]|=1 constante].

Ej2. Sea c(#)= (t3, 2t2) . Dibujemos la curva descrita por ¢ para t€[—1, 1], hallemos su recta tangente
en el punto (—1,2) y el punto en que esta recta tangente vuelve a cortar la curva.
2/3

v

Dando valores a ¢, o viendo que se puede escribir y=2x~/" sale el dibujo. 5

[Cuando ¢’ =0 (en el origen) podian aparecer picos y eso fue lo que ocurrié].
Elpuntosedasi t=—1: ¢(-1)=(-1,2) yes ¢/(-1)=(3r2,41)|__,=(3,-4).
La recta tangente es: X(s)=(3s—1,2-4s) [toca (3,0) cuando s=1/2].

1.5

t=—1

Corta la curva para ¢ y s que cumplan: 3=3s—1,22=2—4s —
(3s=1)2=(1-25)%, 85s°-35=0, s=3 — (1, 1) [y s=0—> (-1,2)]. s 1

=il -0.5
23 ylarecta y= 2_34" se cortan si 27x%=(1-2x)3 que lleva a lo mismo] .

[O bien, la curva y=2x
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Mis dificil es, desde luego, dibujar curvas en R®. Tratamos el ejemplo cdsico, la hélice:

Ej 3. Dibujemos la curva descrita por ¢(¢)=(cosz,sent, ), t€[0,3n]. A '\c£3n)

2 2 .
Como es [x(t)] + [y(t)] =1, la proyeccion sobre el plano xy es la
circunferencia unidad, mientras que z crece constantemente con f.

El vector velocidad serd ¢’ (r)=(—sent,cost, 1), yes [[¢/()]|=V2,

independiente de ¢ (se recorre la curva a velocidad escalar constante). I

Por ejemplo, para t=2x [en el punto (1,0, 27r)] es ¢/ (2n)=(0,1,1)

y la recta tangente en ese punto se puede escribir x(¢)=(1,¢,27+1) .

. . NI
El vector aceleracién ¢’ () =(—cost,—sent,0) no tiene componente )%(f
vertical y apunta siempre hacia el eje z.

Primer caso de la regla de la cadena.

Las reglas de la cadena en R" generalizan la férmula de una variable (fog)’(x)=f"(g(x))g’(x).
Empezamos con el caso mas sencillo, que une funciones vectoriales y campos escalares:

Sean ¢c:R—> R"y f:R"— R de Clysea h(t)=f(c(?)). t/‘-s < -&
Teor 1. | Entonces £ es derivable y es h'(t)= Vf(c(2))- ¢’(r),0sea: | — j: ety
W ()= 2L (e)) x] (1) + -+ 2L (e() x4 (1) . h:R— R

df _df dx , 0f dy

La ultima igualdad (por ejemplo cuando n=2) se suele escribir en la forma | =+ = -7 aydr |’

expresion imprecisa que no deja claro dénde estd evaluada cada término [las parciales en (x(z), y())
y las derivadas ordinarias en ¢ ] y que mantiene el nombre f para / (puesesla f sobre una curva).

De hecho, & describe la variacién del campo f a lo largo de la curva dada por c, y de esto se
deduce el resultado: en un ¢, dado, h’(¢,) mide la variacién de f segtin el vector tangente a la curva
en el punto ¢(7,), y esta derivada segin el vector viene dada, como sabemos, por Vf(¢(z,))- ¢’ (t,) -

El resultado se podria escribir asi: 7’ (¢)= Vf (c(z)) c’(;) = ((‘;—){1 . %)C(Z)(XI g(t)) [eZEOTI::gi g;ré
producto de matrices x;, (1)
Ej4. Si c(t)=(£3,21%), f(x,y)= (y+x2)2 y h=foc,hallemos h’(—1) mediante la regla de la cadena.
e(=1)=(=1.2), ¢(=1)=(3.~4), Vf = (dx(y+x7),2(y+:2)) =3 (=12,6).

Y por tanto: A'(—1) = Vf(e(=1))- ¢/(-=1) = (3,-4)-(~12,6) = —60.
Podemos comprobar el resultado obtenido componiendo y derivando:
h(t)= (2024+15)° — R (1)=2(22+1%) (41+61%) , I’ (~1)=—60.

[Que la derivada sea negativa implica que la f decrece al avanzar sobre la curva, como

se puede comprobar dibujdndola junto a varias curvas de nivel f=C, que son pardbolas

de la forma y= +VC-x? (u observando simplemente el gradiente en el punto)].

Si las funciones son mas derivables, la regla anterior nos permite hacer derivadas segundas y sucesivas.

Por ejemplo, para n=2, de la férmula que dala 4’(f)=fyx" + fy ¥, deducimos la derivada segunda:
h”(t)z(fx)’x,'i'fx x/l+(fy)/yu+fy yu - fxx (x/)Z + foy x/y/ + fyy (y/)Z + fx xu + fy yu .
Ej5. Sea f:R*— R de C?ysea h(t)=f(t,~t,1*) . Hallemos A" en funcién de las derivadas de f,
y comprobemos la férmula obtenida en el caso de que sea f(x,y,z) =x+y+z>.

W(t)=fx= fy+2tfz, B () = (fx) = (/) +2t(f2) +2f;
= fxx_fxy+2tfxz - fyx+fyy_2tfyz + 2tfzx_21fzy+4t2fzz + 2fz
= fxx+fyy+4t2fzz_2fxy+4tfxz_4tfyz + 2fz
En concreto, parala f dadaes h(r)=t*, h’’(t)=12¢>. Con la férmula: h”(t)=8t2+4z|2=t2=12t2.
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Pasemos ya al caso general, con valores vectoriales dependientes de varias variables:

f: DcR" — R™

Campos vectoriales. Son funciones de R" en R™ : K= (X1 oo tm) = £ = (i (s oo fin (X))

[O funciones vectoriales de varias variables reales sobre un dominio D . Uno que ya ha aparecido,
con n=m,es Vf;otro, para n=m=3, serd rotf; otros serdn los cambios de variable que iremos
haciendo; y caso particular importante ya tratado son las funciones vectoriales, con n=1].

‘ f(x) =(f1(x), ..., fm(xX)) serd continuo si lo son sus m componentes fx(X). ‘

[Esto equivale a una definicién £—4§: si Ve 36 tal que ||x—al|<d = ||f(x)—f(a)]| <s].

En la diferencial de f escalares cumplia un papel importante el vector Vf . Aqui lo cumple una matriz:
Ofi/dx1 -+ 0f1/0xn

]

0 fm/0x afm/.axn

Se llama matriz diferencial o jacobiana de f en a a Df(a) =
[Las m filas de Df son los gradientes de las m componentes].

f es diferenciable en a si existe Df(a) yes f(a+v)=f(a)+Df(a)v+o(||v]]).
con v vector columna y escribiendo el resultado como filaT

[Es decir, si Li(@s)=F(@)-Dr(ay|
’ v

Y se tiene un resultado similar al de los campos escalares:

— 0 cuando ||v|]|— 0].

Teor 2. | Si todas las fx € C' en un entorno de a entonces f es diferenciable en a.

f es diferenciable en a si existe una aplicacion lineal df,: R" — R™, llamada diferencial de f en el
punto a, dada por df,(v)= Df(a)v,tal que: f(a+v)="f(a)+dfy(v)+o(]|v]]).

Una aplicacion lineal viene dada por una matriz, incluso, abusando algo del lenguaje, se puede decir
que df, esla matriz Df(a) [f'(a) es la matriz mds simple y Vf(a) es una matriz 1xn ]

Si n=1, la matriz Df pasa a ser una matriz mx 1, el vector derivada de una funcién vectorial, y
la diferencial es una aplicacién lineal de R en R™ (cuya grifica es una recta en R™: la tangente).
Para seguir la notacién de aqui deberfamos escribir De(¢) =¢/(#) como un vector columna (con m
elementos), pero seguiremos con vectores fila y llamando a las ¢ derivables mas que diferenciables.

Ej6. f(x,y)= (e, y,2x+y?)=(f(x,y),g(x,¥), h(x,y)) es campo vectorial diferenciable en el punto
(1,0) [lo es en todo R?] porque las 6 parciales existen y son continuas en un entorno del punto.

Ix fy ye*y xe*¥ 01 W
Su matriz diferencial es: Df =|gx g, |=[ © 1 |= Df(1,0)v=|0 1 (“):(v).

hy 2 2y 2 0/\V) \2u

Laf:R?>R?se parecer4, por tanto, cerca de (1,0) a la funcién lineal de R%en R’ que al vector
v=(u,v) le asigna el nuevo vector (1+v,v,24+2u)=1£(1,0)+Df(1,0)v =~ f (1+u,v).
O, escrito de otra forma, f(x,y)=(e*”,y, 2x+y2) ~(l+y,y,2x) cercade (1,0).

[Las diferenciales de los campos escalares f, g y h llevarian a las mismas expresiones].

En caso de que sea m=n, tipico de los cambios de variable, cuamplird un papel importante (por ejemplo en
la integracién) el determinante de la matriz diferencial nxn , llamado jacobiano del cambio:

= X Afi/dx1 - df1/6xn
Si {YI- 5 -(?C-'f-.?c. : , el determinante jacobiano es Iteeeadn) = = |Df|= : :

— a(xl ..... xn) - : : .
Yn=fn (X1, Xn) Ofn/0x1 -+ Ofn/Oxn

[Jf (a) #0 implicara, por ejemplo, que el cambio es inyectivo en un entorno del punto, con lo
que habré funcién inversa f~! en un entorno, que era lo que sucedia en R cuando f’(a) #0 ] .

x=rcosf

Ej7. Sea f : R*— R?, f(r,0)=(rcos 6, rsend)=(x,y), que habitualmente escribiremos PR

El determinante jacobiano (del cambio a polares): Jf= R
sen6d rcos6

e = = r(cos’f+sen’0) =r .

Ni siquiera en el caso mds simple de las funciones de R? en R? como la anterior es posible dibujar graficas de
campos vectoriales. Habrd que limitarse a dibujar flechas entre dos planos (en este caso).
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Caso general de la regla de la cadena.

Consideremos ahora el caso general de composicion de campos vectoriales:

g f
Sean R'— R"™— RP , g diferenciableen a, f diferenciableen b=g(a) =
Teor 3. a— g(a)=b — f(b)

f o g diferenciable en a y D(f o g)(a)= Df(b) Dg(a) [producto de matrices].

[La demostracién para f, g€ C! se basa en aplicar el Teor 1. en cada ﬁla].

Ej 8. Sean g(x,y)=(x—y,y?), f(u,v)=(u+v,uv,v). Hallemos D(f o g) en (2,1). Con el Teor 3:

Df(u,v):(g L}),Dg(x,y)z(é ;yl) g2, 1)=(1,1) = D(fog)(2, 1):(3 i)(é ‘zl)z(% %).

Comprobemos componiendo y calculando luego la diferencial:

I 2y-1 11
(fog)(x,y)=f(x—y,y?)=(x—y+y%xy*=y>,y?), D(f o g)(2, 1)=(y2 2xy—3y2) =(1 1).
0 2y Ja

Veamos la forma que adopta el teorema general en otros diferentes casos particulares. El primero
muestra el efecto de un cambio de variable sobre una curva:

%
Sean ¢:R— R?, g:R*— R2, r(1)=g(c(r)). ey vg.t:
(X, )’) - (M7 V) ~.___::__: _____ g o] - l‘(t)
[r eslacurvaimagen de ¢ a través del cambio g]. | X | 7]
, _ ’ _[ux uy x’ I g transforma puntos y
r (t) - Dg(c(t)) ¢ (t) ‘ - (Vx Vy) (y') - Es decir: Dg transforma vectores.
W= uxx +uyy - | du_dudc  dudy| | dv_dvdx  ovdy
Vi=vex +vyy o si se prefiere: dt — Oxdt  Odydt |’ | dt ~ dxdt ' Oy dt

La matriz diferencial Dg tansforma el vector tangente a una curva en el vector tangente a la curva imagen.

Otro caso mds (que usaremos mds a menudo): los cambios de variable para funciones de 2 variables.

f:R2—>R,g:R2—>R2,h:fog:R2—>R /\g‘y’ ,_\f‘
(r,s) = (x,y) (r,5) = f(&(r,5))=f(x(r,5),y(r,s)) — - | ~

N

dr Bs ay dy ar ~oxor tayar || ads " axas T 3y os fenvezdeh]
or Os

[Conviene memorizar estas férmulas. No se olvide que fy y fy estdn evaluadas en (x(r,s),y(r,s)) ] .

ox 0 o
(ah ah):(g_f z;_f)(a_f 6_;;) - Oh _0f ox , 0f 0y dh _90f dx , f 9y | [oescribiendo
x dy

Jr=fx+sfy
fs=2sfx +rfy ’

Si feC? podemos hallar también las derivadas segundas. f; y fy son también funciones de r y s
que se derivardn respecto a r y s de la misma forma que se derivabala f:

Srr= (fr)r = (fx),"’ S(fy)r = [fxx+5fxy] + S[fyx+5fyy] = fxx +25fxy + Szfyy
frs= (fr)s = (fx)s‘" S(fy)s"'fy = [Zsfxx+rfxy] + S[2Sfyx+rfyy] +fy =25 fxx +(r+252)fxy +78 fyy+fy
Fss=(fs)g =25 (fx)s+ 7 (Fy)g+2fx = 2528 frx+7 fuy] + 728 fyx+r fyyl+2fx = 452 frx+ars fry+12 fyy +2fx

[Para escribir, por ejemplo, (fy), simplemente se ha utilizado que, segtn las expresiones para las
derivadas primeras, habia que derivarla respecto a x y sumarle s por su derivada respecto a y ]

a2
Ej9. Si {)y:::s , las derivadas de f(r+s2,rs) respecto a las variables (r,s) son {

[ frs se podia haber calculado también asi, pues sabemos que las derivadas cruzadas coinciden:
Frs=(fs)y =25 fex+sfyx) + 1 fay+sfyy)+fy = 2 fax+(r+25%) fuy+rsfyy+fy |.

Similares son las férmulas en R®. Para una (r, s, t) — f(g(r,s,0))=Ff(x(r,s,1),y(r,s,1),z(r, s,1))

fv:fxxs"'fyys'i'fzzs ﬁ:fxxl+fyyt+fzzt ‘

[Una vez que ‘se le pilla el truco’ a los cambios de variable, es facil dar la expresion desarrollada de cualquier
derivada de una funcién de varias variables m que, a su vez, dependen de otras n. En la derivada de la
funcién compuesta final respecto a, por ejemplo, una r estardn sumadas las m derivadas respecto a la variables
intermedias multiplicadas por las derivadas de éstas respecto a r ].

las derivadas son: ’ fr=fxr+ fyyr+ fozr

bl b}
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Divergencia, laplaciano, rotacional

: . . . — (.0 d
Si f=(fi,..., fo): R"— R" es campo vectorial C!, la divergencia | V= (6x1 EERE axn)
afi 4ot Ofn [s6lo notacidn, eso
F dx, inet

X1 Xn no es ningun vector].

En particular, cuando f=(f, g) es ,ypara f=(f,g, h) es ’ divf =fi+gy+h; ‘

. on ) . _ _vw2p_ O O*f
Si f:R"—> R esde C-, ellaplacianode f es Af=V-(Vf)=Vf= Sot oS
1 n

de f es el campo escalar: divf=V-f=

Af:fxx"'fyy‘ o ’Afzfxx+fyy+fzz ‘

Es otro campo escalar. En particular,

Para n=3 hay otro importante campo vectorial que se obtiene a partir de uno dado:

Si f=(f,g,h):R*> R esde C!, el rotacional de f es el campo vectorial:

i j Kk
rotf = Vxf=(h,—g,)i+ (fo—hy)j+ (gx—fy) k= |gox g0y aoz-
f g h

interpretando adecuadamente los ‘productos’ —

Algunas propiedades y relaciones (para n=3 y campos c? ) facilmente comprobables son:

’rot(Vf):O, div (rotf)=0, div(gf)=gdivf+Vg-f, rot(gf):grotf+Vg><f.‘
Por ejemplo, la primera: rot (fxs fy, fz) =(fzy_fyz) i+ (fez—fox)i+ (fyx_fxy) k=0.

[No sélo el rotacional de un gradiente es 0. En 5.3 se verd que si el rotacional de un campo
feC! se anula, este campo serd el gradiente de un campo escalar que sabremos calcular].
Igual de fécil se ve la segunda igualdad: div (rotf)=hy—g v+ foy—hxy+8xz—fyz=0,
pues las derivadas cruzadas coinciden por ser todas las funciones C2.
Las mds largas (y mecdnicas) comprobaciones de las otras igualdades (vienen ser generalizaciones
de la derivada de un producto) se dejan para problemas.

i j k
9/ox 9oy 0)oz
2

Ej10. Sea f=(xyz, €%, y?). divf=yz+ze’*. rotf = = (2y-ye¥?, xy, —xz).

xyz e¥% y

div (rotf ) =x—x=0 (S;]f(‘;*;. V(divf)=(0,z+z%€’%, y+e¥?+yze¥?). A(divl)=(+y?z+2y) €.

[No tiene sentido hablar del gradiente o laplaciano de f, ni de divergencia o rotacional de escalares.
Estos cuatro ‘operadores’ (reglas que convierten funciones en otras, como también hace la derivada)
son ‘lineales’ (porque lo es la derivada): V(af+bg)=aVf+bVg,a,beR, e igual los otros].

Otro ejemplo de operadores diferenciales y también de repaso de la regla de la cadena:

Ej11. Sean f(x,y,2)=(y.xy,2z) y ¢(1)=(1,2cos?,sent), t€[-m, n].
a) Calcular divf, rotf, div(rotf), V(f-f), A(f-f),la matriz Df y el jacobiano J:\Df|.
b) Si r(t)=(foc)(r), hallar r’(7/6) componiendo y derivando y con la regla de la cadena.

i j Kk
a) divf=x+2. rotf=|gox gy 9oz|=0i+0j+(y—1)k = (0,0,y—1). div(rotf)=0 (siempre).
y xy 2z
010
V(£-£) =V (y2+x2y?+42%) = (2xy2, 2x%y+2y, 82) . A(f-f) =2x2+2y?+10. Df:(y x 0). J==2y.
002

b) r(r)=(foc)(r)=(2cosz,2cost,2sent) = r’(%)=(-2s, —2s,20)t:ﬂ/6 =(-1,-1,v3).
Con la forma matricial de la regla de la cadena:

c(%)=(1,‘/§,%)’ c’(;):(O,—Zsent,cost), c’(%)=(
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Calculos en polares

. .. . x=rcosf r=vx2+y?
Para analizar la continuidad ya utilizamos las coordenadas polares: B , y
y=rsen6 tan@:;

Escribamos ahora Vf y Af en polares. Por la regla de la cadena:

{frzfxx, + fyyr =cosffc+send f _ {frcose—%fg send= fy -
Jo=Jxxo+fyyo=—rsendfi+rcosbf frsen0+1 fycoso=f,

Vf =fre + %fg ey, definiendo e, =(cosd,senf), eg=(—senb,cosb).

[Esta pareja de vectores son unitarios y perpendiculares entre si y se tiene que %er =ey ] .

frr= 0820 fex+2sen @ cos 6 fry, + sen’0 f,
{ rr XX Xy yy Af frr + _ LA f920

=
foo=r*sen’d fr,—2r*sen d cos «9fxy+r2 (:0529]‘yy —rcosffc—rsenff, r

[Basta escribir la suma del segundo miembro y usar que cos’>@+sen’d=1 para obtener fy,+ fyy ]

Ej12. Sea f(x,y)=+ +y2 , £(0,0)=0. [Ejemplo de f continua de 1.3]. En polares: f(r,0)=rcos’6.

Hallemos aqui Vf y Af enel punto (x,y)=(1,1), 0lo que es lo mismo, en (r,0)= (\/5 %)
Vf=c0s30er—3c0s2956n9e0|(\f ”):g(L L)_3‘_5(

NARY-L
Af =0+ cof() + 6cosé)senr0 3 cos? 0 _ COS 0(3 4C0$29) que e

Mais largos serfan los cdculos trabajando en cartesianas:

Vf= (x4+3x2y2 -2x3y ) Af= 4x3+6xy2-2x3  8x3y2—dx(x*+3x2y?) _ 2x(3y2-x2)
(Zy2)2 * (x24y2)2 (x2+y2)? (x24+y2)3 (x21+y2)2

-4 )1,
en (V2, %) vale 1.

Otro ejemplo de la utilidad de las polares en el que repasamos ademds otros conceptos de la seccién:

Ej 13. Sea g(x, y) =arctanyx2+y2 . a) Dibujar la gréfica de g . ;Es diferenciable en (0, 0) ?
b) Calcular Vg(0,-2) y Ag(0,—2) en cartesianas y polares.
) Si h(u,v,w)=g(ue",4v+6w), hallar, utilizando la regla de la cadena, 2 - k0, 1,—1)

a) De revolucién. g(0,y)=arctan |y|, par, arctany, y>0. = =
No existe g,(0,0) y no es diferenciable en el origen.

T Ty

X Y
x= . = — _ — _l
g (14x2+y2) \x2+y? 8y (1+x2+yz)\/x2+y2 Vg(O, D (0 > 5 ) )

b) En cartesianas:

En polares: g(r,0)=arctanr. Vg=g, e,=— 1+ > (cos 6, sen 9) /2 o 1(0,- 1)
Laplaciano mucho mejor en polares: Ag :g,r+;gr =— (13:2)2 + r(lirz) = r(ll;:2)2 = —% .
Mis largo: Gxx = y +y —x y —2xt x2+x47x2y2—2y4 _ 1_x2_y2 1(0~2)

, CAg=——"X7Y
(gt (2ay?) P * 879 = (L2 (aayay? * 8 (1+x24y2)2\[x24y2

C) hy=gxXwt+gyyw=ue"gy+6g, — hy,(0,1,-1)=0-g,(0,-2) +6g,(0,-2) =| -

ylle)

También es ttil, en ocasiones, usar polares con funciones vectoriales. El vector tangente a una
c(t)= (x(t), y(1))=(r(z) cos (1), r(t) sen6(r)) = r(t) e, (1)

’ de, dg _ | dr [componentes radial
serd: ¢'(1)= dz Ter+r gy a6 dr — | ar &rtr dt €o y transversal de ¢’ ].

Ej 14. Seala curva ¢ (una espiral) definida en polares mediante r(z)=1, 0(t)=1¢.

L7 )

Con la férmula de arriba: ¢’(f)=e,+teg=(cost,sent) + ¢ (—sent,cost) .

En este caso es facil comprobar con cartesianas: ¢(f)=(tcost,tsent)

[También puede ayudar en los cdlculos en R? la utilizacién de coordenadas cilindricas
y esféricas, pero no presentaremos estas coordenadas hasta el capitulo 4].
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3. Funciones implicitas. Maximos y minimos.

3.1 Funciones implicitas e inversas

En Mateméticas ya se ha derivado implicitamente, pero ;cudndo una expresién F(x,y)=0,con F€C!, define
realmente una funcién derivable y=g(x) cerca de un punto (a, ¢) de la curva? Entonces serfa F(x, g(x))=0,

y laregla de la cadena nos darfa: Fy (x, g(x))+Fy(x,g(x))g’ (x)=0 = g’(a)= _%|(a Ry

(Cudndo no definird una funcién? Parece haber problemas cuando sea Fy(a,c)=0. onl”
y=v_

1,0
N
F=0 y==V"

Algo andlogo sucede en R®. La superficie esférica F(x, y, z) =x?+y*+z2—1= 0 define una funcién z=g(x, y)
de C' cuando F,=2z+#0. Por ejemplo, cerca de (0,0,—1), tal funcién es z=—+1-x2-y2.

Cuando una F=0 defina z=z(x, y), dar sus derivadas es de nuevo facil derivando implicitamente:

F.
F(x,y,2(x,9))=0 = Fy+F,z,=0, Fy+ F;z2,=0 = zxz—l;—’z‘ , zyz—F—z.

Por ejemplo, para la circunferencia F(x,y)=x>+y?~1=0, Fy=2x, Fy=2y,si

y=0 define 2 funciones y=+V1-x2, no derivables ademds en los puntos (£1,0).

Cerca de cualquier otro punto, por ejemplo (0,1), si define una sola g(x) derivable
[aunque en ese mismo punto, con Fy =0, no define una tinica funcién x=~h(y) ]

El siguiente teorema particular de la funcién implicita (demostrado en M-T) generaliza estas ideas:

Sea F: R™!' SR deC', F(a,c)=0y F,(a,c)#0. Entonces existe una tinica z=g(x) de C'

(x,2) = F(x,2) P 9F/d
. i
que satisface F(x,g(x)):O para x cercade a, z cercade ¢,y son —a)‘g =— —6F/6ZJ ,j=1,...,n.

Cambiando los papeles de las variables, el teorema también garantiza que F(x,y) =0 define una
funcién x(y) cuando F, #0, o precisa cudndo F(x,y,z)=0 define seguro una y=y(x,z) o una
x=x(y, z) . Que la derivada respecto a lo que queremos despejar sea nula no implica que no defina
una funcién (aunque, si lo hace, probablemente deje de ser C!):

Ej 1. Para F(x,y)=8x+y’e*"!'=0 es F,=8+y’e**!, F,=3)?e"*!=0 & y=0.
Entonces F=8x=0. El teorema afirma que hay una y(x) de C' salvo en (0,0).

Pero podemos despejar: y=—2x'/3e=(**1/3 funcién tinica por (0, 0) [no C! ]

En el minimo de esta funcién (1,—26_2/ 3), F =0 si define dos funciones x(y) .

[A este punto malo podemos llegar sin despejar: 8=—y3e**! — F=8x-8=0 — 8+¢?y*=0 ] .

El teorema asegura cudndo existe la funcién definida implicitamente, pero no dice cudl es. De hecho
es mds interesante si no podemos calcularla (a diferencia de los ejemplos vistos). Lo mas complicado
entonces para aplicarlo es, usualmente, localizar puntos que pertenezcan a la curva o superficie.

Ej 2. Sea F(x,y)= )C3+y3 —3xy=0. Dibujo de la curva con el ‘implicitplot’ de Maple:

Fy=3(x*-y), Fy=3(y*>—x).Para x#y*, F=0 define y=y(x) de C' y
si y#x%,una x=x(y).Como F, =F,=0en (1,1), que no es de la curva,
y en (0,0), salvo en este tltimo punto la curva describe una funcién C! de
una de las variables (en casi todos los puntos, de las 2). Hay problemas si:

x=y* > F=y3(y*-2)=0 — y=21% — (22/3,213) x(1.59,1.26)

punto en que hay dos funciones y(x) [y en el punto simétrico para x(y) ]
En el resto de puntos, aunque la y(x) € C! no sea calculable, podemos saber muchas cosas de ella.

Por ejemplo: y=x — 2x>-3x*=0 — (0,0) y (% %) Hallemos en el segundo la recta tangente:

2_
3(x2-y) +3(»*-x)y'=0 — y’(%):i_—yﬂwm/z):—l - y=3-(x-3)=3-x.

_ 2x-2y'+2y(y')?

Y ahora, y”(3) 1 (2x=y)+(Q2yy' =1y +(y*-x)y"=0 — y"(3)=="3 =5

3 -

(3/23/2)
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Para esta superficie definida por una funcién de 3 variables hallemos su plano tangente en un ‘punto bueno’ y
estudiemos algo qué sucede en otros puntos con dificultades segtn el teorema de la funcién implicita:
Ej 3. Sea la superficie S definida por F(x,y,z)= y>+x3+xz2—2z°>=1. Sus parciales se anulan cuando:
VF=(3x?+7%,2y,2z(x-32))=(0,0,0) & x=y=x=0.
Como el punto (0,0, 0) no pertenece a S, cerca de todo punto suyo (con una parcial no nula) se
puede ‘despejar’ alguna de las variables, definiendo una funcién C' (y tendra plano tangente).
En concreto, seguro que existe z(x,y) si z#0 y x#3z. Hay problemas con x(y,z) si x=z=0
(e y==1 por tanto). Y los tiene y(x,z) si y=0 (se puede despejar y=+vy~ y esto los confirma).
Hallemos el plano tangente en (1,1, 1), que pertenece claramente a la superficie: 1+1+1-2=1.
Lo mis corto es utilizarel VF=(4,2,—4) que nosda (2,1,-2)-(x—1,y-1,z-1)=0, z=x+%—% .
Ahora nos basamos en las férmulas que se deducen de la derivacion implicita:
zx=—,F,—’Z‘ =% Y 2y =—I;—z = 2Z(32+x) ,que en el punto (1,1,1) pasan avaler 1 y % .

Asi que, con la otra formula de 2.1 (para campos despejados): z=1+(x— 1)+% (y—1), como antes.
Mais formas no sencillas. Despejemos ahora y en vez de z y sigamos con férmulas de implicitas:

yxz_%=_3x§;z2 L ye=—2 =265 en (1,1,1) son -2,2. y=1-2(x-2)+2(z-1).

Incluso podriamos ahora dar su més complicada expresion y=V1-x3—xz2+2z3 y derivarla.

Estudiemos ahora la S cerca de los puntos (1,0,0) y (0,1,0).

[Tlustramos ya los argumentos con otro dibujo de Maple utilizando
el ‘implicitplot3d’. Se obiene esa especie de ‘sillén’, los tres puntos
analizados aparecen en rojo y el plano tangente de arriba en verde].

2 En (1,0,0) puede haber problemas tratando de
0s definir z=z(x,y), pero el teorema es s6lo = .

El dibujo del corte de S con y=0 los confirma
[y eraficil observar que también (1,0,1/2)€ S ].

Vemos ahora qué sucede en (0, 1,0) conla x en funcién de y, z.
A la derecha estd el sencillo dibujo de y?+x>=1 (corte con z=0).
Y el corte con y=1: x3+x72-27%=(x—z) (x?+x2+2z%) =0 es larecta z=x.
Todo sugiere que F=1 si define una unica funcién x=x(y, z) cerca del punto,
a pesar de ser F,(0,1,0)=0. Esta funcion no sera C! (xy seirda —oo).

Veamos el caso general de funciones implicitas. Queremos ahora resolver m ecuaciones con m variables:

Fl(xl,...,xn,ul,...,um)zo OF1/0uy- - - OF1/Oum
........................ < F(x,u)=0. El papel de F, lo cumple A= .
F(x1, .. .,Xp, U1, ..., Um)=0 OF /AUy -+ - OFm A

El teorema general de la funcién implicita asegura:

FeC!, F(a,c)=0, A(a,c) 20 = el sistema, cerca de (a,c), define m unicas funciones C':
ur=gr(x1,...,xn), k=1...m, cuyas derivadas se pueden hallar derivando implicitamente.

Ej 4. La curva interseccion de las superficies x?+y?—2x=0 y x*+y*+z%=3 se

puede escribir paramétricamente en la forma ¢(x) = (x, y(x), z(x)) cuando:
OF[dy OF\/dz] [y 0
OF>/dy OF»/dz| ‘2y 2z

2x+2yy’=2=0 y=(1-x)/y 0 _ _
2x+2yy/+2zzlzo Z,:_I/Z - c(]‘)_(1903 1)'

Se puede dar un vector tangente de otro modo. VF;, VF, son ortogonales a
cada superficie y VFixVF,=2(x—1,y,0)X2(x, y,z)=4(yz, (1-x)z,—y) serd tangente a la curva.

‘:4yz¢0. Por ejemplo, cercade (1,1,1).

Para hallar el ¢’ tangente:

u+v=x Fi=u+v—x-y 11

Ej 5. Veamos dénde {xu+yv +; definen u(x,y) y v(x,y). {F xutyr—2 = A=| y':y—x.
= h= _
Por ejemplo, estdn bien definidas cercade x=1, y=2,u=4,v=—1.Hallemos u,(1,2) y v,(1,2):
Uxtve=1 — ux:;%, uy:)'j%;. Evaluando en (1,2,4,—1): ux(1,2)=6, v,(1,2)=-5.

U+xux+yvy=0
Analogamente se calcularfan u,(1,2)=1, v,(1,2)=0.

[ (1,1,1,1) también cumple el sistema, pero probablemente u y v no estén definidas cerca del punto].
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Una f:R—R derivable con f’(a)#0 teniainversa f~! enun entorno de b= f(a). b

Un caso particular del dltimo teorema nos precisa cudndo la tiene f ( Dc R;’ T> R" :
Ul ..,y ) (X],..,Xn

= Af1/0uy --- df1/un
XI. . fl(ul,,btn) x=f(u) OX1yesn) _ Jf= d /(.ul fl./ ! jacobiano v f
_ > AT B CTRNNTT) R : : de f. Q =
Xn=fa(ur,. .. un) Ofn/Bur - - 8 fn/Oun £
u

Seaf: DcR"— R" de C!, acintD, f(a)=b y Jf(a)#0.

<

)

=

Teorema de (2150 05un ) = (X150, X0)
la funcién | Epionces x=f(u) es resoluble en forma tnica como u=f"(x),
inversa:

con f~! también C', para u cercade a y x cercade b.

[Que exista la inversa no significa, como ya sucedia en R, que su expresion explicita se pueda dar] .
[El teorema (y todos los de la seccién) s6lo da resultados ‘locales’ (en entornos de los puntos)].

a b
c d

x=au+bv Podemos despejar u e v en funciénde x e y, d(x,y) _

. . . . _ = =ad-bc#0.
y=cu+dv * es decir, existe la funcién inversa f~!' cuando: ~ 9(u,v) G

Ej 6. {

[En este caso la inversa el global en todo R2 y no sélo en el entorno que asegura el teorema. Cuando
el determinante es nulo, la aplicacién lineal lleva todo R? a una recta o un punto y no hay inversa).

x=¢e“cosv  a(x,y) _|e*cosv —e"senv|

2u 2 —1
. A= e"#(0 = existe f~' en un entorno de cada punto.
y=e"senv ~ 9(u,v) " |e¥senv e“cosv P

Ej7. {
[A pesar de que hay inversa local en cada punto, no hay inversa global, ya que f no es inyectiva en R2:
cada (x, y) de la imagen (que es R2- {0}) proviene de infinitos (u,v) distintos: f(u, v+2knr)=f(u,v) ]

Aunque no se pudiese despejar u y v podriamos hallar sus derivadas derivando implicitamente.

I=c“cosvuy—e"senvvy 19%c+29%s " —u .
u u — cosv=e"uy, uy=e “cosv,y andlogas las otras.
O=e"senvuy+e“cosvvy

2 _1 2,2 — Y ; o __x _e"*cos
[Podemos despejar u =3 log(x“+y~), v=arctan < , y llegamos a lo mismo: ux = o ez—vv ]

Ej 8. {;C:zz . % = ‘(1) 2?}' =2v = existe £~! en un entorno de la imagen de cada (u,,v,) , v, #0.

(Por qué fallan las cosas en v=07? f lleva cada pareja de
rectas v=x+k alamismarecta y=k?.En ningiin entorno
de f(u,,0)=(u,,0) es inyectiva y no existe la f~'.

En los otros puntos, f~! viene dada por x=u ¢ y=4/v 6 y=—+/v, dependiendo del semiplano.

x=2u+v+e”
Ej9. Sea { y=u+e*+w .
7= Mtv+w

Comprobemos que posee una inversa local cercade (u, v, w)=(0, 0, 0)
y calculemos u,, v, y v, en el punto imagen (1,1,1).

2 1 eV
El jacobianoes J=| 1 2e* 1 =—1. El sistema define u,v,w como funciones de (x,y,z) .
3w 11
(0.00) 0=2u+v,+w,
Derivando las tres ecuaciones respecto a z y sustituyendo u=v=w=0: < O=u,+2v,+w,
1=3u,+v,+w,

u (L, 1L, D=1, v.(1,1,1)=1,

[con las parciales evaluadas en (1,1,1)]. Resolviendo el sistema: wo(1,1,1)==3.
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3.2 Extremos de funciones escalares

En R, los puntos interiores a con f’(a)=0 eran (junto a puntos sin derivada) candidatos a extremo local
(aunque podian no serlo). Y si ademds f’’(a) era mayor o menor que O se conclufa, respectivamente, que
era minimo o maximo. También muchas veces, sobre intervalos cerrados, los extremos de una f se daban
en los extremos del intervalo. Generalicemos estas ideas a campos escalares en R" (y en particular, en R?
donde trabajaremos casi siempre). Las definiciones de extremos absolutos y relativos son iguales:

El valor maximo (o maximo absoluto) de f sobre un conjunto A se toma en un punto a
sies f(a)> f(x) paratodo x € A. Tiene un maximo local (o relativo) en a si existe un
entorno B, (a) talque f(a)> f(x) paratodo x € B, (a)NA . Andlogamente se define minimo
(absoluto o local). Mdximos y minimos se llaman extremos de f .

Miremos la gréfica de la derecha de una f en el rectangulo A=[-1, 1]x[0,2].

[En concreto es f(x,y)=(y—1)e?=% g que trataremos en un ejemplo].

El méaximo absoluto parece estar en (O, %) (ahi también habra maximo local).

El minimo se tomard, segtin el dibujo, en dos puntos de dA: (1, %) . Se ven
ademds, por ejemplo, un maximo local en (0, 0) y un minimo local en (-1, 2).
Se observa que en (0, %) las derivadas parciales se anulan. Y lo mismo sucede
en (0, %), aunque en ese punto no hay ningtn extremo (ni siquiera local).

Teor 1. ’ Si f es diferenciable en acintD y f tiene extremo localen a = Vf(a)=0. ‘

Pues f(aji,...,x,...,a,) tendrd un entremo en x=ay interior = f, (a)=0.

A los puntos en los que se anula Vf (todas las parciales) se les llama puntos criticos de f .

Pero aqui es més complicado discutir lo que pasa en los puntos criticos (en R? esto s6lo nos dice que el plano
tangente es horizontal). Comencemos viendo que puede ser V=0 y no haber ningin extremo:

Ej 1. Para h(x,y)=y?—x (silla de montar) es VA(0,0)=(—2x,2y)| 0.0=0.0)
pero no tiene extremo local en el origen [ h(0,0)=0 y cerca hay puntos
h(x,0)=-x* de valor negativo y otros h(0, y)=y* con valor positivo|.

[Lo mismo le pasa a h(x,y)=xy, cuya grifica es la misma, girada en torno al eje z].

En el siguiente ejemplo, el punto critico si nos proporciona un maximo:

. ) _ 2 [Lascurvas denivel de f son elipses giradas
Ej2. Sea f(x,y)=1-2x"+xy-y~. (hay término xy ) y no son féciles de pintar].
Los cortes con los ejes son: x=0 — z=1-y>, y=0 — z=1-2x2.
fr=—4x+y=0
fy=x-2y=0

Pero atin no hemos probado que haya un mdximo. Podemos verlo asi:

Sus puntos criticos se obtienen de: { — x=0,y=0.

fy)=1-1x-(3 —y)2 = £(0,0)=1 valor m4ximo absoluto en todo R? (minimo no hay).

Pueden aparecer infinitos puntos criticos y pueden no ser extremos estrictos (campo dibujado en 1.2):

Ej 3. g(x,y)=(x—y)?. A la vista de la grafica (o de la propia funcién) es claro
que posee infinitos minimos (locales y absolutos): todos los puntos de y=x ‘ :
(las definiciones de extremo son con < ). Que son detectados por el Vg : AN 5

z=g(x.y)

8x=2(x-y)=0, g,=2(y—x)=0, cuando y=x.
Y, por dltimo, como en R, pueden existir extremos locales en puntos sin derivadas parciales:

Ej4. Sea k(x,y)=+/x2+y? (mitad superior de la superficie cénica z2=x>+y?).

Ya vimos que en (0,0) no existen derivadas parciales y, por tanto, que no es

diferenciable. [En cualquier otro punto siloes &, peroes Vk= (% , \LF) #0 ] .

Y claramente k tiene un minimo (local y absoluto) en el origen.
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/Cémo distinguir en R? si en un punto critico a = (a,b) de una funcién f(x,y) € C? hay un
maximo, un minimo o ninguno de los dos? (se dice en el dltimo caso que hay un punto silla).

Empecemos desarrollando por Taylor. Como en el punto a se anulan las derivadas primeras, el
desarrollo se reduce a:

fa+h,b+k)=f(a,b) + 1| fix(a, b) K>+ 2fyy(a, b) hk + fyy(a, b) k*|+ o(VR2+k2) .
Asf, la forma de la gréfica cerca de a dependerd de los términos de orden 2. ;Cémo es la gréfica de
los campos cuadriticos Q(x, y)=Ax*>+2Bxy+Cy? con A, B, C constantes no las tres nulas?
Suponemos A #0 y escribimos AQ(x,y)=A*x>+2ABxy+ACy?=(Ax+By)>+(AC-B?)y>.
Entonces, si AC <B? tiene Q en (0,0) un punto silla (en x:—% es<0,yen y=0,>0).
Si AC>B?, AQ tiene un minimo. Q también lo tiene si A>0,ysi A<O tiene un maximo.
[Si AC =B? (cuadrados perfectos), 0 si A=0 o C=0 aparecen casos més ficiles de analizar].

Con lo anterior (y probando que los términos de mayor orden no cambian la gréfica cerca del punto)
se llega a este resultado, en el que aparece el llamado determinante hessiano Hf (a) :

fxx fxy

Fxy Jyy Hf >0, fyx>0 = f tiene minimo local en a.
Sien a es fx=fy,=0 yademdses Hf >0, fi,<0 = f tiene mdximo local en a.
Hf <0 = f tiene un punto sillaen a.

Sea Hf:fxxfyy_f)%y:

Teor 2.

[Cuando Hf =0, el teorema no dice nada y puede pasar de todo en un entorno del punto].

Ej 5. Veamos qué dice este teorema sobre los ejemplos 1, 2 y 3. Respectivamente, los hessianos son:
Hh(0)=2-(=2)— 0’=—4 = es un punto silla, como habfamos visto.
Hf(0)=(-4) - (=2)- 1>=7, fix <0 = maximo.
Hg(x,x)=(=2)-(=2)—(=2)?>=0, y el teorema no dice nada sobre estos minimos no estrictos.

[En un a con Hf =0 puede haber extremos estrictos. Por ejemplo, f(x,y)=x*+y* tiene un claro minimo].

fe=3x2-3=0 - x=+1

fy=2y-4=0— y=2
fex=6x, fry=0, fy,=2 = Hf=12x,que en (1,2) es >0 (y también fy,), yen (-1,2) es <0.

Por tanto, hay un minimo en (1, 2) [con f(l,2)=0] y un punto de silla en (-1,2) [f(—1,2):4].

Ej 6. Clasifiquemos los puntos criticos de f(x,y)=x>+y>=3x—4y+6. {

A lo mismo se llegaria desarrollando por Taylor en torno a ambos puntos:
Fy)=3=1)%+(y=2)%+---, f(x,y)=4-3(x+1)>+(y-2)%+---
[El minimo local 0 no es absoluto, pues f toma valores negativos:
por ejemplo, f(x,0)=x>-3x+6,y en particular f(-3,0)=—12 ] .

[Una vez mds dibujamos la funcién con Maple para comprobar, aunque
no hubiera sido dificil dibujar algunos cortes y curvas de nivel].

Ej 7. Clasifiquemos ahora los de f(x,y)=y>—(x—y)?.
{ fx=2(y-x)=0, y=x
fy=3y*+2(x=y)=0
Pero es inmediato observar que f(x,x)=x>, con lo que se trata de un punto silla [pues cerca del
origen toma valores mayores y menores que f(0,0)=0 ]

— (0,0) . Pero el Hessiano ‘_22 2 ' =0, con lo que el Teor 2. no decide.

=2

Ej 8. Hallar los b para los que f(x,y)=x>—bxy+y>—4x—2y tiene un minimo local en un punto de la

recta y=1.

fx=2x-by-4=0 x=2 b=-4 .
Debe ser {fy:Zy—bx—zzo, =1 ol @ g = (2,1), (0,1) puntos criticos para esos b .
Como Hf = _Zb _2b‘=4—b2 ,es (2,1) un minimo, si [y (0,1) es punto silla si b=—4].
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Paro los extremos de una superficie definida implicitamente, utilizaremos técnicas de la seccién anterior 3.1:

Ej 9. Estudiemos si F(x,y, z) =4x%+2y>+2z>+4xz—z=2 define funciones
implicitas z=z(x, y) y precisemos los extremos de estas funciones.
F,=4z+4x-1#0 = salvoenel plano z= }T—x define funcién C*.

: 4
Derivando: 8x+4z+4z7,+4x7,—2,=0 — 7, = fﬂijx s

x=—-%,y=0—>z2-z=2. (-1,0,2) y (3,0,~1) puntos criticos.

. _ 8 __8 __4 _
Y usando que zx=2y=0: Zxx=Tz, 7z = T3z > y= T3z 2v=0. A -
e — o
i ; . [(=8/3 0 P 8/3 0 .. Pt A
Los Hessianos respectlvos son: 0 _4/3) maximo, y ( 0 4/3) minimo.

Citemos ahora brevemente los resultados para R® que ilustran lo que pasa en R". Debemos saber (y eso serd
estudiado en 4lgebra) cudndo la “forma cuadritica’ Q(x,y,z) = Ax*>+By?+Cz?+2Dxy+2Exz+2Fyz (o lo
andlogo en R™) es estrictamente positiva o negativa. Para una f(x,y,z) se llega a este resultado:

f f fxx ny fxz Sxx fxy Jxz
Sean Hy = fyx , Hy= fxx fxy , H3=|fxy fyy fyz| | ‘menoresprincipales’de | fxy fyy fyz|]-
R frz Fyz fuz fee Sz fe

Teor 3. | Supongamos que en el punto a es Vf=0 y que ningin H;=0. Entonces:
Si H>0,H>,>0, H3>0, f tiene un minimo en a.

Si H1<0, H,>0, H3<0, f tiene un maximo en a.

Y f no tiene ni maximo ni minimo en todos los demds casos.

Ej 10. Estudiemos el campo escalar f(x, y,z) =sen’x+y>+z>—y senx+zsenx—yz cerca de (0,0,0).

frx=cosx(2senx—y+z)=0
fy=2y—senx—z=0 = (0,0,0) es punto critico. [Hay més, por ejemplo (%, %, —%) |-

=2z+senx—y=0
fz o frx=2cos2x+(y—z)senx, fyy=fr2=2, = fry=frz=C08X, fy;=—1.

2 -1 1
(—1 2 —1)—) Hi=2, H,=3, H3=4.Hay un minimo en el origen. [En el otro, silla].

1 -1 2
[O con Taylor en 3 variables: f(x,y,z) :x2+y2+zz—xy+xz—yz h 0(x2+y2+zz)

~ 5 [ (x=y)?+(x+2)%+(y-2)?]. claro minimo].

Pasemos a ocuparnos del célculo de extremos absolutos sobre un conjunto A c R". Sabemos que
su existencia estd garantizada cuando f es continua en A compacto (en otro caso no).

Ej11. f(x,y)= #yz , £(0,0)=7 (discontinua), no tiene médximo en [0, 1]x [0, 1].

En todo R? no tiene ni méximo ni minimo. En [1,2]x[0, 1] (en ese compacto
si es continua) los alcanza seguro [claramente el mdximo 1 se da en (1,0),
punto mas préximo al origen, y el minimo % en (2, 1), punto mas lejano].

La estrategia para hallar extremos sobre compactos A es similar a la que se utilizaba en R:
e Encontrar en int A los puntos criticos y los puntos en que no existan las parciales.
e Localizar los extremos de la funcion sobre dA (quizds con ‘multiplicadores de Lagrange’).
e Comparar los valores en todos estos puntos.

Ej 12. Encontremos los extremos de f(x,y)=(y—1)e* 2" _3x2 en [-1,1]%]O0,2] g:: r;ﬁ?gﬂgggﬁl)
fr==6x=0 = x=0. En esos puntos: f(0,5)=-3e¥/2, £(0,3)=1¢%2.

_ 2
fr=(-4y248y-3) e 2’=0 - y=1,3 .

Ademids f(x,0)=-1-3x? tiene por valor maximo f(0,0)=-1 y el minimo es f(+1,0)=—4.
f(x,2)=1-3x2 tiene por valor maximo f(0,2)=1 yel minimoes f(x1,2)=-2.
f(£1,y)=(y—1)e*=2"_3 toman valores entre —1e¥2-3y 1e32-3.

Comparando todos estos valores se deduce que el maximo es 1 3/ y el minimo —1 e/2-3.

[En todo R2 no alcanza su minimo, pues, por ejemplo, f(x,0) =7 %, pero % 3/2 sf es mdximo global].
X—*00
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Ej 1b. Hallemos los extremos de /(x, y)=y*>—x> en el conjunto A acotado por la elipse x*>+4y>=4.

Ya vimos que esta silla de montar no tenia extremos en el interior y Ko '}j’:,}’h=0
asi el maximo y minimo han de tomarse en la JA de este compacto. \::t;:\ /;’,’f"/
Nuestra elipse se puede describir como: (2cost,sent), t€[0,2x]. \:“;%j-%/ i
Sobre ella, la 4 vale h|ga = 4sen’t—cos’t =g(t), g’(t)=5sen2t. ] ,, y‘z

Los maximos de g se dansi t=0, 7 y los minimos para ¢= %, 37” . //;,,','/’ \\\‘;::\\
Osea, h(0,+1)=1y h(+2,0)=—4 son los extremos de / en A. e RN

[A la vista de las curvas de nivel de 4 y la elipse, la conclusién obtenida resulta evidente].

Una técnica alternativa para buscar extremos de f sobre curvas suaves o, mas en general, de hallar
‘extremos condicionados’ (de funciones sometidas a condiciones g=K ) es mediante el cédlculo de
los llamados ‘multiplicadores de Lagrange’:

Sean f,g: DcR"— R de C', S el ‘conjunto de nivel’ g(x)=K, acS e
Teor 4. | interiora D y Vg(a)#0. Si f|s (‘f restringidaa S’ ) tiene un maximo o
un minimo en a entonces existe un nimero real A tal que Vf(a)=1AVg(a).

El teorema proporciona n+1 condiciones para determinar A y las n coordenadas de
a: las n de los gradientes y ademas g(a) =K . No lo demostramos pero damos una
justificacién geométrica en R”: si buscamos el mayor C para el que es g =K, serd
aquel en que las curvas de nivel f=C y la curva sean tangentes, es decir, para el que
ambos gradientes sean miltiplos uno de otro.

Ej 1c. Hallemos con el teorema los extremos de ks, si h(x,y)=y>—x> y S es laelipse x>+4y>=4.
2x(A+1)=0 —» x=0 6 /IT—I
Vh=AVg & (-2x,2y)=2(2x,8y) y ademéds g=4 — { 2y(41-1)=0 . y=0
x2+4y%=4 y=%x1 x==£2
[En los puntos dados por el sistema (los mismos de 1b) son tangentes S y las curvas de nivel].
Cambiemos ahora la restriccion por esta recta R: y=3x—4. Busquemos los extremos de #|g .
[Como ahora el conjunto R no es compacto podrian no existir ni maximos ni minimos].
y=3x=-4, (-2x,2y)=14(-3,1) > 1=% =2y, x=3y, -8y=—4.Punto (3, 1) con h=-2.
Mirando la recta y las curvas de nivel, queda claro que en ese punto hay un minimo.

Directamente: A (x,3x—4)=8(x*—3x+2) tiene minimo si x= % (de valor —2) y no tiene maximo.

Ej 13. Encontremos los valores extremos de g(x, y)=x>+2y*—4x sobre el circulo x>+y*><9.

gx=2(X—2):O o (2’0) Como Hg:|3 (i

>0, el punto es un minimo.
gy=4y=0

[Poniendo g=(x—2)2+2y% -4 queda claro (y que es absoluto)].

Ambos extremos han de existir, por ser g continua en un conjunto compacto.
x—2=Ax x=—2,y=i\/§

Sobre el borde del circulo: 2y=1y — 1=2T, y=0 L . 5 candidatos:
x4+ y2 =9 x==3

¢(=2,+V5)=[22] maximos, g(~3,0)=21, g(3,0)=-3, g(2,0)=|—4] minimo.

[Las curvas de nivel de g son elipses, que, como deben, son tangentes en los puntos hallados a la circunferencia].

Los multiplicadores de Lagrange permiten resolver problemas abordables por otros caminos. Algunas veces
acortan los calculos y otros los alargan (por ejemplo, si la restriccion es de expresion sencilla):

Ej 14. Hallar los puntos de la curva 3y?>=21+20x—x"* situados a mayor y menor distancia del origen.
[Existen porestar x € y acotadas]. f(x,y)=x2+y? con g(x,y)=x*-20x+3y>=21.
44x3-2x-202=0 x=2
(2x,2y)=2(4x>-20,6y) y g=21 —{ 2y(32-1)=0 — y=0; 6 =1 T E
3y2=21+20x—x* x=-1,3 y==VI5

f(=1,0)=1 (minimo), £(3,0)=9, f(2, ix/ﬁ) =19 (maximos).

[En ninguno de los ejemplos vistos se anulaba Vg sobre la curva S. Si fuera Vg(a)=0

para algin a€S, ala vista del teorema, habria que incluir este a entre los candidatos].
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Ej 15. Hallemos el punto de la pardbola y=x? mds cercano al punto (3,

Para ello minimizamos (x—1)*+(y—3)? con la restriccién y—x>=0.

{2x/1+2x:1 — 4x3-3x-1=0

(2x-1,2y-3)=2(=2x,1) e y=x* — Q=223 /

— x=1,—3 (doble). El punto (1,1) estd mas cerca (a distancia ‘45) S
[Con técnicas de una variable: basta hallar el minimo de (x—%)2 +(x 2 5) que lleva a la misma ecuacién

en x, ddndonos ademads la derivada informacidén sobre crecimiento y decrecimiento que no da Lagrange] .

Hay otra forma de obtener el conjunto de ecuaciones Vf(x) =1Vg(x) y g(x) =K : pensando en la funcién
L(xi,...,xu,A4) :f(x)—/l[g(x)—K] ,con A como una variable mds, y haciendo VL= 0, pues de esto salen
las mismas ecuaciones. Operemos asi en los siguientes ejemplos en R?:

Ej 16. Hallemos los maximos y minimos de f(x, y,z) =x+y>+z sobre la superficie 2x>+y>+2z%>=1.
Los extremos existirdn por ser f continua y ser la superficie (un elipsoide) un conjunto compacto.
Consideremos L=f—-Ag = x+y?+z — 1(2x*>+y*+2z>—1) y hagamos VL=0:

Ly=1-42x=0, x=5;
Ly=2y-21y=0, y—O 6 1=1 —

_ 1 1, 2_ 1 V3 1 1 _V3 1
Lo=1-41z=0, z= 2, A=1 = x=z=7, 3+y°=1 > (3. 73), (.- %> 1)
L,1—2x +y +ZZ— 1=0 f(%,O,%)=1, f(_%:o_ ) 1? f(z_ll’ ‘/75’%)_%

Por tanto, el valor minimo absoluto es —1, y el valor maximo es Z (que se alcanza en dos puntos).

[En R3 los multiplicadores abrevian mds. Deberfamos parametrizar el elipsoide para trabajar directamente] .

Ej 17. Una caja rectangular sin tapa tiene una superficie igual a 12. Encontremos las dimensiones que
hacen maximo su volumen.

Si las aristas son x,y,z>0 el volumen es V=xyz.Y se debe cumplir ademas: xy+2xz+2yz=12.
Ly=yz+A(y+2z)=0
Ly=xz+A(x+22)=0
L,=xy+2A(x+y)=0

Sistema invariante

Sea L(x,y,z)=xyz+ A(xy+2xz+2yz—12) — cambiando x por y

= y=x.
Xy +2xz+2yz=12
xz+A(x+22)=0 xz—%(x+2z), 2xz=x?
x2+41x=0 > 1=-% (x>0)T ! El minimo serd V=4.
x2+4xz=12 3x*=12, x=2=y, z=%=1.

Se pueden resolver problemas con varias restricciones, incluyendo mas de un multiplicador de Lagrange.
Si, por ejemplo, queremos hallar los extremos de una f(x,y,z) sujeta a dos condiciones g(x,y,z) =0y
h(x,y,z)=0 basta considerar L= f—Ag—puh,imponer VL= 0 y resolver las 5 ecuaciones resultantes.

[Cada una de las condiciones define una superficie y, en general, tendrdn una curva de interseccién S . En el
punto en que haya un extremo la superficie de nivel f=C y la curva S serdn tangentes. Como Vg y Vh
determinan el plano normal a la curva en el punto y Vf estd en ese plano, deben existir escalares 4 y u (los
multiplicadores de Lagrange) tales que Vf=AVg+uVh ] .

X+y+z=3
x+2y+3z=18 °
Minimizamos x>+y?+z> con 2 condiciones: L=x>+y?+z?—A(x+y+z—3)—pu(x+2y+3z-18).
Ly=2x-A-pu=0, Ly=2y-A-2u=0, L;=27-4-3u=0, L,=0, L, =0 dan los planos.

3y=3
8y—2x=18

Mais largo sin usar multiplicadores. Por ejemplo, parametrizando la recta. El vector direccién lo da
(1,1,1)x(1,2,3)=(1,-2, 1) y un punto, por ejemplo, es (-9, 9, 3) [ z=3 — x+y=0, x+2y=9 ]
Sobre la recta: d(t)=(1—9)2+(9-2t)>+(t+3)%, d’=12t—-48, minimo si r=4 — (=5,1,7).

Ej 18. Hallar el punto mds cercano al origen de la recta interseccion de los planos

2¢-1%y 39-2% — 2x-2y=pu=2y-2z, z=2y—-x — - ’x:—S, y=1, z=7‘.
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4. Integrales multiples

4.1 Integrales dobles

[Las demostraciones son similares a las de R y hacemos pocas].

Generalizamos la definicién de la integral en una variable. Sea f(x,y) acotada en un rectangulo
R=[a, b]x[c,d] cR?. Dividimos R en nxn subrectangulos

iguales R;j=[x;—1,x;]X[yk-1, k] ,dedrea Ax Ay= b;—“% . /
Llamamos M;; y m; , respectivamente, al supremo e infimo
de f encada R;; y construimos las sumas superior U, e
inferior L, :

n n q 2 Y
Un= ) MijAxAy, Lp= ) m;jAxAy 7
ij=1 i.j=! /
(sumas de volimenes de prismas, una mayor y otra menor b

que el volumen que encierra f(x,y) si f>0). x Vet

Si ambas sucesiones {L,} y {U,} tienen un mismo limite, se dice que f es integrable en R,
se representa el limite comun por ffR fo /ﬁe f(x,y)dxdy y selellama integral de f en R.

//R f representara (similar a lo que sucedia en R) la suma de los
volimenes encerrados entre la graficade f yelplano z=0 en R,
con signos + o — adecuados. Y al igual que alli:

Teor 1. ’ f continuaen R = f integrableen R. ‘

También aqui las funciones ‘poco’ discontinuas siguen siendo integrables:

Si el conjunto de puntos de R en que una f acotada es discontinua es como
Teor 2. | maximo un nimero finito de puntos y un niimero finito de gréficas de funciones
continuas, entonces f es integrableen R.

Para calcular integrales dobles no necesitaremos la definicion, el problema se reduce a calcular dos
integraciones sucesivas de funciones de una variable:

de Fubing; | / contimuaen & = [ =[] [ e,y dx]dy=["[ ["fCe.)dyav.

Para cada y constante A(y)= fa b f(x,y) dx representa el area de la
seccion del sélido determinado por la grifica de f; integrando esta

A(y) entre ¢ y d obtenemos el volumen dado por ffR f= fc 4 Aly)dy.
La segunda igualdad es lo simétrico.

[Hay funciones raras (discontinuas, claro) para las que el teorema falla].

Ej 1. Sean R=[0,7]x[0,1] y f(x,y)=2x—ysenx. Calcular la integral es facil:
T 1 T 2 1 I P
_ _ y-senx _ S _ 2 S 2
//R f —/0 [‘A (2x—y senx)dy]dx-/0 [2xy—T]0dx—A (20— ) dx =[x +%]0 =x%-1.
O también podriamos hacer (los corchetes entre las integrales no se suelen escribir):

1 pn 1 1
'[/R f :/0/0 (2x—y senx) dx dy :/0 [x?+y cosx|; dy :/0 (n2-2y)dy = 71'2—[))2](1):7T2—1 )

[No olvidemos que la integral de una constante es la constante por la longitud del intervalo].

B2 [ st avay=[0| [ 100 | av=| L0 ]| [sr ay] . (s aionse
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Generalicemos el recinto de integracién. Sea ahora D regién acotada del plano. Definamos sobre

un rectangulo R que contega a D la funcién f*(x, y)= { };(x’ y) Ssll ((); i ))ZLI; .

\ Sxy)

Se define entonces //1) f= //R f* si f*esintegrable.

Describe, si f >0, el volumen limitado por la graficade fen D.
[Y en el caso particular en que f=1, representard el area de D ].

Si la frontera de D se puede poner como unidn finita de graficas de
funciones continuas y f es continua ya sabemos que ffD f existira.

Consideremos dos tipos sencillos de regiones D de integracion (otras méds complicadas se podran
descomponer en varias de esa forma). A la vista del significado de ffR f* esta claro que:

y [ X) i
\d()—- i) Si f continua en D:{(x,y): a<x<b, c(x)SySd(x)},con
E /: . b d(X)
— ) c(x) £d(x) continuas en [a, b] = // f =// f(x,y)dydx.
i ; D aJc(x)

ii) Si f continua en D:{(x,y): c<y<d, a(y)Sbe(y)},con
dprb(y)

<b ti ,d = ,y)dxdy.

a(y) <b(y) continuas en [c ]z)//Df /c./a@) f(x,y)dxdy

[Cuando x varfaentre a y b,la y variaentre c¢(x) y d(x),eigual la otra].

Ej 3. Integremos f(x,y)=xcos(x+y) sobre el D del dibujo: T
7 px n dx)=x,
// f :// xcos(x+y) dy dx :/ x [sen2x — senx] dx /
D ey a(y)=y, b(y)=m
= [x(cosx—3% cos2x) | / [4 cos2x—cosx|dx = —3&. D
O, con célculos algo mas largos, integrando primero respecto a x : 0 cx)=0 7

// f=/7 xcos(x+y) dx dy pai[es/ [—7sen y—cos y—y sen2y—cos2y] dy:—%”.
D 0Jy 0

A veces, no sélo es preferible integrar primero respecto de una de las variables y luego respecto de
la otra, sino que no tenemos otra opcién. Por ejemplo, si fuese f(x, y)=sen x>, no se podria hallar
foﬂ [ fy " sen xzdx] dy, por ser la primitiva no calculable, pero si se puede hacer:

/n [/Xsenx2 dy]dx =/”x senx? dx = -3 cosx?| = 3 (1-cos n?) .
0 0

0

En recintos mds complicados se dividird D . La integral serd la suma de las integrales sobre cada subconjunto:

Ej 4. Integremos sobre la regién D acotada por y=|x|-1 e y= XTZ . fy
0 px2/4 20 x2/4 y=x
Jr=], ] raydyac+[[" 7 reydyds

O como y=x?/4 & x=22y, y=+x—1 & x==(y+1), se
puede hacer (hallando mds integrales) también de esta forma:

1p-2yy 1py+l 0 py+l
L), renacdys [ [ Cpoodcdy+f [ pey dedy.

Si en particular integramos f=1 obtendremos el areade D:
A= [ 1= [0 (axtl)dr+ [ (B—x+1)dr=242=¢.

2,2

373

[Integrales iguales por ser f=1 paren x y D simétrica respecto a x=0; bastaba hacer 2 /0
1 0

Opeor: A= ([ 1=2["[y+1-2yy|dy+2[ [y+1]dy=2¢+1=% |

Tomemos ahora f(xy)=3xy? y calculemos la integral por el primer camino:

// / xy 2/ dx+/ [xy]z/dx_ z_lo_'_ll:().

[Debl’a anularse por ser f impar en x y D simétrica respecto a x=0. El ‘volumen negativo’
dado por la grificade f enla parte de D con x <0 se cancela con el positivo que dalade x>0 ]

4

1=drea trlagulo]
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Otro ejemplo, y de paso repasamos algo mds de integrales de funciones de una variable. Antes de los ejemplos
en polares repasaremos también como integrar funciones trigonométricas y algunas raices.

Ej 5. Calculemos la integral // % dx dy , siendo D laregién acotada por x=0, y=1y x=y2.
D

Para x#—1 el integrando es continuo y sabemos que la integral va a existir. Y x=y?
Es algo mds corto este orden de integracion: 1 > =\

1,1 1 1
y _1 fl= o 1 _1 _ 1 1_ 1
/O/W rdyar=1 [ xar 2 [ d-4]dr = Inj+1]]g-4=In2-1

o En integrales racionales, si el grado del numerador no es menor primero se divide, ! 25
(el paso siguiente, si fuera necesario, seria descomponer en fracciones simples).
Es ma4s largo con el otro orden de integracion (exige integrar por partes y hacer otra racional):
1py2 1 2 1 13y
X = 2 = PAY) Y i 2 N | _ 1,1
/0/0 X dx dy _/O yin(1+y?) dy= % In(1+y )]0 /0 ¥ dy=4in2-f+im2.
e Pide las partes por mejorar los logaritmos al ser derivados, aunque aumente la potencia de la y. En
otras tipicas partes como xe* o xZcosx se derivan las x" por no estropearse las otras al integrarlas.
Cambios de variable
Generalicemos para integrales dobles la férmula para integrales en R:
b 5(b) | TN
Jo Fe) g wydu= [ 7 f(x)dx, con geC'([a,b]). ,
a b a b

En concreto, el caso de g inyectiva (creciente o decreciente) en [a, b] :

Jray @@ I @ du = F0)dx

v y
g
En R? nuestra situacién serd esta: para calcular //D f(x,y)dxdy ﬂ #ﬁgm*)
u | X

realizaremos un cambio de variable g: D*c R> — D cR?
(u,v) > (x(u,v), y(u,v)) |

con el fin de que el nuevo recinto D* o la nueva funcién a integrar sean mas sencillas. El papel de
la | g’(u)’ lo cumpliré aqui el valor absoluto del determinante jacobiano.

Sea g:(u,v) — (x(u,v),y(u,v)) de C', inyectivaen D* g(D*)=D y f integrable.
Teor 3.
eor Entonces: // f(x,y)dxdy =// fx(u,v), y(u,v)) |3$5;| dudv .
D D ;

La demostracién es complicada y no se da. Pero hacemos observaciones sobre hipétesis y resultado.

¢ El teorema sigue siendo cierto aunque g deje de ser inyectiva en puntos sueltos o curvas continuas.
Xu Xy

Yu Yv
que g es inyectiva en un entorno de ese punto, pero sabemos que aunque no se anule en ningtin punto

o(x,y) _

e Si el determinante jacobiano 3 ) = #0 en un punto, el teorema de la funcion inversa asegura

de D™ esto no basta para que sea inyectiva en todo el conjunto D*.

e Encasode ser f=1 queda // dx dy =// |W| dudv = areade D, con lo que el jacobiano viene
D D*

(u,v)

a ser una medida de como un cambio de variable distorsiona el area.

Si D* es un pequefio rectangulo del plano uv, al ser g diferenciable una buena aproximacion es

g(uo+Au,vo+Av) = g(uy, vo)+ Dg(uy, vo) (Au, Av), ’g_" e
y asi D=g(D") sera ‘aproximadamente igual’ al paralelogramo Avi ! &
Dg(D*) con vértice g(u,,V,) y cuyos lados son (p) Au  glu,y)
Dg(Au,0)=Au (x“) y Dg(0,Av) =Av(“) . .
Yu Yv v T /* y
Este parelelogramo tiene por area el valor absoluto de ggi ; Au Av Yann - auam:) %::1;::’:##*.5#
s SKRA
[pues |(a1,az,O)x(bl,b2,0)|=|a1b2—a2b1| mide éreas]. G D > ??::"
u [ X

Si D* es un conjunto mas general, el drea de D =g(D") pasa a [

ser aproximadamente ), |%| Au Av , expresion que en el limite serd la integral sobre D*.
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Como primer ejemplo de cambio de variable consideramos los cambios lineales:

S tuitn | St Ga5=| 4 Pl=AD-BC#0 define biyeceién de R? en R

— //Df(x,y) dxdy = |AD—BC|/‘/D*f(Au+Bv, Cu+Dv) dudv

[Las regiones se transforman de forma sencilla porque las aplicaciones lineales llevan rectas a rectas].

<

Ej 6. Sea D el cuadrado de la figura y hallemos // (x=y)?e**Vdx dy.
D

La forma de f y el recinto sugieren: {x+y=” {xz(‘”")/z

X—=y=v y=w-v)/2 ° i
Las rectas que definen los lados pasan a ser: u=0,1, v=0,1. y= u
1
. . 1/2 1/2 1p1 _
El jacobiano es /2.1 =—%.Luego//=%// vze“dudvz%.
1/2 -1/2 b 2JoJo

Hacemos otro ejemplo que usa un cambio de variable mas complicado (que tanteando se nos podria ocurrir):

Ej 7. Hallemos el drea de laregién D limitadaen x>0 por y=x, y=x—6, y=—x2, y=2—(x-2)2,

i) integrando directamente en cartesianas, ii) haciendo el cambio: x=u+v, y=v—u?.

2px 4p—x2+4x-2 2 4 5
1 = — 2 .2 _ %) bosoaoooanoag —2 (x-2
i) A_/o/—x2dydx+/z/x_6 dydx—fo (x+x )dx+f2 (443x—x") dx=12. iy y=2—(x-2)
o X=UFY u=0 — y=x, wu=2 — y=x-6, AW
W gy 1 o0 yone v=2 5 (1-2)%=2-y. TN &\
y::,x2 /é

A(x.y) _‘ 1

) = 1’ =1+2u+#0 en D*,y el cambio es inyectivo en D*

“u 1 p ) B W R
pues lleva u=a arectas y=x—a—a~ del plano / :
xy , distintas para cada a >0. v 6

[No es inyectiva en RZ pues, por ejemplo, u=—1 va tambiéna y=x].

2 p2
Por tanto, A= [ [*(142u) dudv = 2[u+u?] =12. -
0 J0

Pero el cambio que mds a menudo aparece y nos serd mds ttil es el cambio a polares:

cosd —rsenf

{;C:;z:riz . El jacobiano es ahora: J= ggfz; = = r(cos?0+sen’d) = r.

senf rcos6

Y la formula del cambio adopta la forma: // f(x,y)dxdy = // r f(rcos@,rsen®)drdd
D D*

Unrectangulo [ri, r2]x[a@, B] pasaa ser un sector de corona circular o
limitado por las circunferencias de radio r; y rp y las rectas que B

pasan por el origen de pendientes @ y (. R

4

(Qué conjuntos D provienen de otros D* sencillos del plano r8 ? 0 y £

gl
ro ey ix
[ non

0 y /B Si queremos hallar el 4rea en polares de una regiéon D limitada en

r=h®)  fe[a,pB] por r=g(8) y r=h(6),con g<h,sera:
P ) B ph(6) 1 (P2 2
el drea=["[" “rdrdo =4 [ [1*(6)-g*(0)] 46,
a Jg(0) @
| (coincidente con lo que se dice en mis apuntes de matemaéticas).

2 =

Como este cambio lleva a senos y cosenos, repasamos antes de los ejemplos las integrales trigonométricas.

Se integran sen™6 cos™@, m y n ambas pares, mediante las formulas sen’a = % , cosa= % .
Si m o n es impar, son casi inmediatas buscando sen df o cos 6 d6 [usando, tal vez, sen®+cos?=1 ]

Los cocientes de trigonométricas, segtin sea su paridad, pasan a racionales con senf=¢, o con cosd=t,
o con tanf=t¢. Y, en cualquier caso, con el cambio mas largo t:tang .

Las integrales / R(x,Va?-x?)dx se convierten en trigonométricas haciendo x=asent.
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En el primer ejemplo de polares, tanto el recinto como el x?+y? del integrando las pedian a gritos:

Ej 8. Hallemos // V4-x2—y2dx dy,con D el sector circular del dibujo: y
D

[ A= arao= [ [r(4- )/ Par|do = £~ 4-r"]; = 4

el [-] no depende de 0 octante de esfera ~ 2

Obsérvese que el cambio a polares no es inyectivo en el lado izquierdo del 2
rectdngulo D* (todos los puntos con r =0 van al origen), pero como ya

dijimos, no importa que falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas.
2

y En otros D el cambio a polares complicard normalmente el recinto.

1 xy=1 Por ejemplo, el tridngulo del dibujo daria lugar a la integral:

ffD f =f0”/2 Ol/(sen O+cos 6) r f(rcos 6, rsen @) dr do

1 y no harfamos el cambio salvo que f se simplificase notablemente.

Aunque la f es inofensiva, aqui es el recinto el que pide usar polares:
Ej 9. Calcular la integral doble // (x—y)?dx dy, siendo D el semicirculo dado por x>+y><4, x>0.
D

En polares es (r cos @—r sen 8)? = r?( cos?6+sen’6—2sen @ cos §) = r>(1-sen 26) .

a simple vista, no se han precisado las formulas del dngulo doble
Por tanto: / /
/2

Debia ser >0 por ser el integrando positivo. Las simetrias simplifican muchas integrales.

(1-sen20) drdo =4/ 2(1—sen29)d9=47r.

por el Jacob1ano Tes impar y su integral es 0

En cartesianas los cdlculos serian bastante mdas largos:

2 47)72
[2/0 2-2xy+y?) dx dy [ S —4y+ 2 2(y2+2)V4—y2)dy =

1mpares pares

L[ 2N dy

[y=ZSent, y=2—>t=
dy=ZCost:\/4—y2

Uno en otro recinto igual de sencillo para repasar las integrales con potencias impares:

Ej 10. Calculemos I=// (x*y+3y3) dxdy, D semicirculo x*+y*<1, y>0.

x x/ .
2, =8 2 27, _8 B _
] —3/0 (8s*+4)c dt—3l (3+2cos 2r—cos 4t) di = 4n .

En polares: // r® cos*@ sen 6+3r* sen®0) dr do = /0 Lets+23s(1-c?)] do

Y todas las integrales son ya inmediatas. En concreto es: /= [— = cos’0—32 5 COS O+1 00539] =3,

Las potencias impares suelen dar cdlculos sencillos también en cartesianas. Comprobémoslo:

Y a3y dydemd [ et (1) 43(1—x2)2] demd [ (3 6x2 4500 —206) du= 6
//0 (xy+y)yx—Z'[l[x(—x)+(—x)]x—E/O(—x+x—x)x—7.

En el siguiente ejemplo, aunque el recinto no pareceria adecuado a las polares, por no estar limitado por
curvas r=cte o 6=cte, el aspecto del integrando las pide indudablemente:

Ej 11. Integremos f(x,y)=

T557 - sobre el semicirculo x 2+(y-1)?%<1,y>1.

Las curvas que limitan el recinto, escritas en polares quedan:

y=rsenf=1 — r = 1/S€Il9,

r2 benH dr do =

x2+y2=2y, r’=2rsenf — r=2senf .

3n/4 3x/4

cos20do=1.

C

1

A

37/4 p2sen O
/ / (2sen’6-1) do =- A
n/ 1/sen 6 /4 4
Las cuentas se complican bastante si se intentan hacer de cualquier forma en cartesianas:

1 pl+Vi-x2 1
/ / xz%yzdydxz%[1[ln2+1n(1+\/1—x2)+ln(1+x2)]dx:~~-

V2y—y?

O peor: //
Vi ¥

dxdy parenx 2/ arctanx]'yydy /arctan“
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Usemos el cambio a polares para hallar el valor de una famosa integral impropia convergente de una variable
que tiene primitiva no elemental:

Ej 12. Para calcular [ = “e=*dx consideramos la integral doble: 1._\
0
N
- o o o VT2
/ / e~ () gy dy =/ e‘yy e~ dx dy =/ Ie‘yzdy =2, .
0 Jo 0 0 0 ol

E | ) /2 poo _rzd do == 1 —721%° _ J= 3 _x d
n polares es: A '/0' re r —7[_56 ]0 =7 = =5 ﬁ/ X =

oo es un limite como en toda impropia 1ntegrando par

También pide polares esta impropia (aqui por no estar acotada en el origen), convergente pese a su aspecto:

Ej 13. Calculemos la impropia // W ,con R=[-1,1]x[-1,1].
(x=+y=) / f r=1/cos6

/-
dx dy /4 1/0099
// e / o= 8/ o =

(en polares deja de ser 1mprop1a) (se puede hallar por dos caminos)

Por ser el integrando impar en cos 6 1o buscarnos como diferencial:

/4 cos 0 V2/2 1 1
1=8/0 080 g~ [sen 6= s]—8/ gzzfo [L+L]ds=- =8log(1+V2) ~7.05.

[El volumen es finito, pero las secciones con el plano x=0 o con el y=0 tienen 4rea infinita].

La integral es también calculable (y no larga) con el cambio de dltimo recurso tan g =u

, do= Zd“ . Por tanto:

En los libros de cdlculo en R se puede leer que sen 6= -2 The » COS 6—

tan /8 tan /8 tan /8
I= 8/ i du—S/ [L+ %]du—810g|l+“|] ~7.05.

—u? 1+u2

Pequenas modificaciones del cambio a polares son ttiles en los dos siguientes ejemplos:

Ej 14. Hallemos // y dxdy, D regién dada por (x—1)>+y?<1, y>0. 1 =2c0s0
D
Las coordenadas mds adecuadas son las polares centradas en (1, 0) : =1
_ _ . . 8(x,y) _|cosv —usenv| y=m =(0)
x=14+ucosv, y=usenv, cuyo jacobiano es ) = lsenvy weosw |~ ) i >

(x— 1)2+y2 1> u=1 ud T_ 2
Como //D //u senvdudv—[ ] [ cosv]0—3.

y=>0 si ve [0, n]

Aunque la integral no es complicada en cartesianas (de las dos formas) y en las polares habituales:

// y=/2/my dydx = %AZ(Zx—xz)dx =%[4—§]:%

1V1-y2 1 1
dxd =/2 1-y?)112 g =_2[ - 23/2] _2.
// //ﬁy y=) 2y(1-y) " dy =—3|(1-y)"%| =3
/2 p2cos O /2
//D)’?/O/O rzseanrde%/O cos30sen0d0:%[—cos“O]g/z:%.

x2+y2=2x, r2=2rcos @, r=2cos 6

Mis veces en el curso utilizaremos este cambio para las elipses:
Ej 15. Calculemos el drea A de una elipse de semiejes a y b: = + ys

El cambio a polares no es ttil, pero si este modificado: {

3(x,y) _ acos @ —arsen @

27,1
=abr. Laelipse pasaaser r=1 — A:/ / abr dr d = nab .
0 Jo

sen @ brcos 6

[Con integrales en R: A=4/ % Va2 -x2dx = 4(/1b/07r/2 cost dt = 2abf0”/2(1+cos 2t) dt = mab |.
0

x=asent, dx=acostdt
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Veamos mds aplicaciones de las integrales dobles (las férmulas serdn analogas para R’ ). Ademds
del areade D [A:ffD dx dy], y del volumen en D bajo la grificadeuna f positiva [V:ffD f]
se tiene que el volumen sobre D entre las graficas de dos funciones acotadas f(x,y) <g(x,y),
viene dado por V= ffD (g—f) dx dy, independientemente de los signos de cada una de ellas.

[Basta tomar una constante C tal que f+C sea positiva y pensar en la ffD (g+C— (f+C)) ] .

Ej 16. Hallemos el volumen del s6lido comprendido entre z=x y z=4+2y sobre la elipse x*>+4y*><4.

Con ’; :=2rr S(;(I)ls;” J=2r,siendo x <2<4+2y sobre la elipse: | /‘ \ L
1 p2n - i ‘ !
V:// (8V+F2[4S€n9—2cose])d9 dr:16ﬂ./(;lrdr: 87T' K'_/
0 Jo

2 prV4-x2)2 2 2 A
Peor: / /\/ﬁ/ (2y—x+4) dy dx=/_2(4—x) V4—x2 dx=8/0 V4—x2dx=---

O esto: //F(Zy x+4) dxdy=8[ | (y+2)T—y2 dy=32 ) 1-y2 dy=--
2V1-

Mis aplicaciones de utilidad fisica: El promedio de una magitud f sobre D es f= % f fD f

Si o (x,y) esla densidad de una placa D, su masa es M://D o(x,y)dxdy.

El centro de masa de la D es el punto (%, ) de coordenadas =4 ffD xo, =4 ffD yo
[se llama centroide si o =cte, y serd X= %//D X, y= %ffD y (el promedio de sus x e y )].

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y son: [ :ffD yio, I, :ffD x’o .

Ej 17. Sea un semicirculo D de radio R de densidad directamente proporcional a la distancia al centro
de D . Hallemos su centroide, su centro de gravedad y sus momentos de inercia.

Se puede probar que si una lamina tiene un eje de simetria, su centroide esta
i |c.masa ‘: en en dicho eje (y si tiene dos, estd en su interseccién) Por tanto, x.=0. La otra
D centroide 4R
= //Dydxdy 7rR2 /0 /0 r?senf dr dd = R2 [ 3 ]0 =3, ~042R.

Para el centro de gravedad hay que incluir la densidad o (r)=kr (simétrica). También serd x=0.

Como la masa es M:_/OnfOR kr?dr d9=”TkR3 , serd y= %foﬂff r3sen 6 dr do =g—§ ~0.48R.

Los momentos son: [, = ka”fOR r* sen?0 dr do = ’f—(’)‘Rs , Iy = kfoﬂfOR r* cos20 dr do = ’f—(’)‘RS .

Ej 18. Hallemos el centro de masas de la regién del primer cuadrante dada
por x2+y?>4, x+y<3 y cuya densidad es o (x,y)=xy.

3 p3—x
LamasaesM// xddx+// xydy dx
Vi—x2 ya 2 Jo ya
=§f0 (Sx—6x2+2x3)dx + %f23(9x—6x2+x3)dx = %

La x yla y serdn iguales por simetria de la regién y de la densidad.

3 p3—x
Mx // x2 ddx+// X2y dy dx
Vi—x2 ya 2 Jo ya

= E/o (5x2—6x3+2x%) dx + %f23(9x2—6x3+x4)dx =2 . Luego ¥=y=32~139.

Ej 19. Calculemos la distancia media de los puntos de un circulo de radio 3 al centro de ese circulo.
El 4rea del circulo es A=7rR2=97.Y en polares, la distancia es r .

. : . Y 211,313
Por tanto, la distancia media: dmedia= 5~ / / rPdrdd =3 [§r | 0
0 0

Hallamos ahora en ese ciculo la media para una nueva distancia definida por:
d*((x,y), (a, b)) =|x—a|+|y—b| (caminando paralelos a los ejes).

La distancia al origen es aqui: |x|+|y|=r(| cos 8|+| sen8]|) . Y entonces:

d odgia= 9”// |cos€|+|sen0|)drd6=—/ / r2(cos 0+sen 0) dr do =% (>2, claro).
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4.2. Integrales triples

Andlogamente a como hicimos para n=2, se define ff » [, parauna f(x,y,z) acotaday continua
(o ‘poco discontinua’), inicialmente sobre un paralelepipedo P=[a, b]X[c, d]X[p, q] - Representara
un ‘volumen’ en un espacio de cuatro dimensiones, es decir, el del ‘s6lido’ de cuatro dimensiones
con ‘base’ P y altura en cada punto la que le asigna f(x,y, z) . Nos servirfa también para hallar la
masa de un P. Las integrales triples se podrdn de nuevo calcular mediante integrales iteradas:

qprdpeb [0 las otras 5 iteradas
f continuaen P = /// f= / / / f(x,y,2)dxdydz | que salen permutando
P pJeda papelesde x, y, z].

Ej1l. Si f(x,y,z)=2yz—x y P=][0,1]%x][0,2]x][0,3] es

TLr=[[] @ye=xydzdyax=['[" ©y-30dyax = [ (18-6x) dv=15.

3p1 p2 3 pl
0, por ejemplo, as: /0/0/0 (2yz—x)dydxdz=/0/0 (4z-2x) dxdz = [’ (4z-1)dx = 18-3 = 15.

También podemos integrar sobre recintos V c R mds generales. g z=q(xy)
Si V={(x,y,2): a<x<h, c(x)<y<d(x), p(x,y)<z<(x, )}, :
. . v Vv
con ¢ <d continuas en [a,b] y p<g continuas en ;
D= {(x, y):a<x<b,c(x)<y Sd(x)} ,y f escontinuaenV

d(x) rq(x,y) z=p(x.y)
:>/// // / f(x,y,2)dzdydx. )
v (x) Jp(x.y)
Andlogas féormulas se obtienen intercambiando los papeles de x, y, z. /A(x) D Y=d(x)

Muchos recintos que aparecen estdn incluidos en algunos de esos tipos. 4

Enelcasode quesea f=1, f/ v dxdydz| representard el volumen de V.

[Claro que los volimenes se pueden calcular simplemente con integrales dobles, de la misma forma
que para las dreas bastan las integrales de funciones de una variable. Pero con cambios de variable
en la dimensién superior se consiguen abreviar bastantes veces los cdlculos].

Lo mas dificil de las integrales triples es dibujar gréficas, pero al menos debemos hacernos una idea de ellas
para decidir qué funciones limitando los recintos son mayores o menores. En los dos primeros ejemplos, el
volumen estd limitado por planos. La escritura inicicial dx dy dz es s6lo alfabética.

Ej 2. Calculemos /// x dx dy dz, siendo V laregion acotada por los planos:
v x=0, y=0, z=0,x=1, y=1, x+y+z=2.

En el cuadrado [0, 1] %[0, 1] del plano xy estd z=2—x—y por encima de z=0,
y con ello se podria plantear la integral sin el dibujo (facil cortando con planos).

1 pl p2-x— 1,1
/[/xdxdydz =/// Ty dz dy dx =// (2x—x*—xy) dy dx
v 0
1
/ (2x—x —x[y;](l))dx =/ (F-xY)ax=3-1=3|.
0
O un poquito mds corto si cambiamos el orden de dx y dy . El primer paso es igual, y luego:

1,1
'/0/0 (2x—xz—xy)dxdy=/0 (1-3-1y)dy=3-1=|3|.

Ej 3. Hallemos /// xyz dxdydz, con V tetraedro de vértices
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

/// :/I/H/lfxfyxyzdzdydxz %/0/0 Txy(1=x—y)2 dy dx

/[———+ (1—-x)*dx = l4/ (x—dx?+6x3 —dx*+x5)dx =| 15 |.
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El el siguiente la base del recinto (su ‘sombra’) sigue siendo muy sencilla y su ‘tapa’ también se dibuja con
facilidad, por tratarse de una funcién que no depende de una de las variables:

Ej 4. Calcular /[/ xe*dxdydz, siendo V el sélido limitado por x=0, A
x=1, y=0, y=2, z=0 y la superficie z=2-x> z=2-x%
En [0, 1]x[0,2] es z=2—x>>0 (tampoco necesitarfamos el dibujo). A

/// /A/zxxezdzdydx A/ *_1] dy dx )

:/ [2x e~ —2x] dx:—[ez‘x +x2](l): e2—e—1]. ]
0

En el siguiente, con recinto un poco mds complicado, debemos tener cuidado ademds con los 6rdenes de
integracion, pues algunos dan lugar a primitivas no calculables:

EjS. /// e %dx dydz,con V acotadoen x>0, y>0 por x=y, z=0 e y>+z=1.
\'%4

Lpypl-y? 1 y

/// e Zdzdxdy = %/ y(1—-e”~1) dy 1

0Jo Jo 0
2_111

=3[y =| 2% -
[Si en vez de dzdx dy, por ejemplo, hubiéramos escogido dz dy dx se tendria:

1pl pl-y? 1p1
// / Tetdz dydx=% —e’l// ¥’ dy dx , aparentemente no calculable].
0Jx J0 0Jx

[Todas las integrales nos han salido positivas por estar integrando funciones positivas en cada recinto, pero,
desde luego, las integrales triples pueden ser negativas].

Cambios de variable.

Con hipdtesis totalmente andlogas a las del plano se tiene la siguiente férmula para los cambios:

Sea g:(u, v, w)— (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v,w)) de C!, inyectivaen V*, g(V*)=V
y f integrable:// f(x,y,2)dxdydz =/// f(glu,v,w)) g((;vy‘iéf dudv dw .
v v

[Vale aunque g no sea inyectiva un niimero finito de puntos, curvas o superficies].

En particular nos interesan los cambios a coordenadas cilindricas y esféricas, tinicos que vamos a
tratar. Definamos cada una y familiaricémonos con ellas antes de hacer integrales.

ey X=rcosf O sea, polares del plano xy junto con la coordenada z.
Cilindricas: { y=rsen@ |. Darlascilindricas de un (x,y,z) es trivial parala z,
rz0,0<0<2m 1 7= y ademds es r=vx2+y2,y se tiene que tan =2 .

rcos6 rsenf 0 [localmente invertible si r >0,
El jacobiano es: gﬁfzg =|-rsenf rcos 0|=r einyectivaen r>0, 0<60<2n
o 0 0 1 (o también para —r <0 <m )] .

Por tanto la férmula del cambio de variable adopta aqui la forma:

//V f(x,y,2)dxdydz =///V*rf(rcos9,rsen9,z)drd@dz

(,Qué conjuntos del espacio son sencillos en cilindricas? Los puntos
r=cte son una superficie cilindrica, y los §=cte y z=cte planos
(vertical y horizontal). Un paralelepipedo V* pasa a ser un V como el de la derecha. Suelen pedir
cilindricas las superficies de revolucién. Y admiten modificaciones como las vistas con polares.

[Utilizando la regla de la cadena, podemos, trabajando igual que en polares, dar expresiones para
el gradiente y el Laplaciano en coordenadas cilindricas:
e.=(cos 8, send,0)

t 1
Vf=frectlfoeotfie,, eq=(send,cos0,0) [NOENNS  Ap = fplpad fogrf].
eZ:(Oa O’ 1)
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Esféricas: x=p sen ¢ cos Es r=psen¢, p2=r2+Z2, p=vx2+yZ+72.
p=20,0<¢<m {}’:P sengsenf |. Ademds: tan@z% s tan(ﬁ:g [mirando cuadrantes].
0<6<2n Z=pcos¢

[Los fisicos suelen cambiar los nombres de ¢ y 6].

El jacobiano es de calculo mas largo:
sen¢ cos —p sen¢@senf p cos ¢ cos
9(x,y,2)

W_ sengsend psen¢gcosf pcos¢@send p cos ¢sen¢
cos ¢ 0 —psen ¢

—sen 6 cos @

cos @ send

—p’sen’e

cos @ sen@

—sen 6 cos 6

= —p2 sen ¢ . [Cambio no inyectivo en todo el eje z].

La integrales en esféricas se calculan, pues, mediante:

// f(x,y,2)dxdydz :/// p*sen f(psenpcos@, psendsend, pcos ) dp db do
v Ve

En esféricas, p=C describe una superficie esférica, 6 =C
es un plano y ¢ = C es una superficie conica. Un recinto
simple V en esféricas es, por tanto, el dibujado a la derecha.
Son adecuadas para integrar en esferas (y quizds en conos).

[Se ve que el gradiente y el Laplaciano son aqui:
e, =(sen ¢ cos 6, sen ¢ sen §, cos ¢)
[ortogonales
V=foeo+ Ssen gfg eg+-— f¢, €y, eg=(-senb,cosd,0) de Iﬁlevo] ,
€4 =(cos ¢ cos 8, cos ¢ sen H,— sen ¢)

_ 2 cos ¢@
Af—fpp+;fp+p_2f¢¢+p2 sen¢f¢+p2sen2¢f99 |.

Ej 6. Escribamos el punto dado en cartesianas por (-1, 1, —V6) en los otros dos sistemas coordenados.

r=V1+1 =V2. tanf=-1y 2° cuadrante — 6= T”. En cilindricas: ( 2,%,—%).
Sn

p=V1+1+6 =2V2. tan¢= 6: (,¢=?. En esféricas (p, 0, ¢)=(2V2, 3£, %)

)

En los siguientes ejemplos se ve que muchas veces las cartesianas no son las coordenadas mas adecuadas (si
lo eran en los del principio de la seccién). Los dos primeros son los tipicos recintos para trabajar en cilindricas
(o polares, que viene a ser lo mismo) y en esféricas: sobre un cilindro y sobre una esfera.

Ej 7. Calcular la integral de la funcién f(x,y,z) =z X" sobre el cilindro x2+ y2<4,2<z7<3.

2
.['//Ze’”y dx dydz // / rze’ drdez—;27r-[%er2]§=57”(e4—1). 3
0

T]acoblano

Lo mismo que integrar en z y hacer luego el cambio a polares. Las cartesianas no nos sirven )
. 2.2 2,2 - £
porque aparecen primitivas no calculables: / e dx o / e Y dy. 2

Ej 8. Calculemos de distintas formas el conocido volumen de la esfera unidad.
2nplpn 1
Lo mejor, en esféricas: vol =/ // p*send de dp do = 271/ 2p2%dp = %” .
o JoJo 0

En cilindricas por dos caminos (algo mds largo):

4
VA 2npl pV1-22
V01=/// rdrdde:Zﬂ/lzd ax

1

2
vol / // v dzdrde - 27r/ 2 VI—r2dr = 42 .
Vi

Las cartesianas son las coordenadas menos adecuadas aqui:

P e | N
V01=8// / dzdxd =8// Ji—2—y2 dxd
0J0 0 ¢ v * Y g

= [cambiox:\/l —yZsent | —8/ 0= yz)dyzg—‘ﬂ
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En este ejemplo lo mads corto resultan ser las cilindricas:

Ej 9. Calculamos /// z dx dy dz, siendo V el sélido limitado por x?+y>=1, z=0y z=x>+y>.
\'%4

27 ol pr? 1 b =i?
/ // rzdzdrd@zZn%/ rSdrz. =
0o JoJo 0

En cartesianas acaba saliendo, pero con cdlculos mucho maés largos:

Vi—x2 LN [ 7/
ddde// (x*+2x%y%+y*) dy dx =
//ﬁc/ zdzdy x?y?+y*t) dy 1=
/2
/(Sx +4x2+3) V1 -x2 dx—ﬁ (8 sen*r+4 sen’t+3) cos’t dt = - - -
x=sent

[Las esféricas no son nada adecuadas: habria que distinguir entre 0<¢< 7 y F<¢<7

y ni el plano ni la zona parabdlica tienen una expresion que lleve a calculos sencﬂlos].

Este, de nuevo de revolucién, sugiere también cilindricas (o polares trabajando con n=2), aunque la presencia
de un cono hace que las esféricas no funcionen mal:

Ej 10. Calculemos el volumen encerrado entre el cono z=+/x2+y? y el plano
z=0 sobre el cuadrado R=[0, 1]x[0,1]. z
Podemos hallarlo mediante integrales dobles o triples, en las coordenadas ,"’
adecuadas en cada caso. Hacemos ff v dxdydz. [ y
En cartesianas es fécil el recinto, pero son dificiles las integrales: . R

11N » t
_ ) _ [ tablas, ordenadoro]
/o/o/o dedrdy = [ [Ny? dedy = | “ T
1
:%/0 [VI+y2 =y?Iny+y? In(1+4/1+y2) ] dy = - -

1
cos 6 °

/4 p1/cos O n/4 . "
? =3 dg_u=send 2 du _ _ 1 1+ 1 1IN2

ZA ‘/0‘ r drd9—§/0 cos3 0 = g‘/o ﬁ_6[10g|_’4 _m-'_m]o

=|3[V2+In (1+V2)]

En esféricas es sencilla la variaciéon en ¢ y larecta x=1 pasaaser p=

En cilindricas (o polares en la segunda integral): x=1 — r= cono y recinto simétricos,

cos@sen¢ °

/4 p /2 p1/cos 6 sen ¢ )4 pn)2 /4 .
2 _2 d¢do _ _ 2 d6  lamisma
2‘/0 -[r/4£ p~sen¢ dp d¢ df _3£ /7;/4 sen2¢pcos3f 3£ cos39 de antes

Ej 11. Calcular /// % ,con V sélido dado por )62+y2+z2 <4,z>1.
\%

Este casquete esférico pide mads las cilindricas. Para ver la variacién de
las variables, mejor dibujamos la seccién con un plano vertical. Ambas
formas en las cilindricas parecen las mds adecuadas:

27 02 pVA-22 ) . . |
I T L R
i 2Re Wr V3 - // . p=1/cos \
O bien: /0 ‘/0/1 ;dzdrd&:zﬂ‘/o (,,_W)dr / - \\
i3 [
=37T+27T[ 4—r2]2)/§:' 7 A

En esféricas el dangulo mdximo es ¢=7% por ser tu tangente V3 y z=1 se convierte en p=——

cos @ °
2w pr/3p2 /3
2 /3
LI s dodoan=on [T (3=5) do = on{25] [0
cos

Ahora planteamos (se usa la simetria de recinto e integrando) y damos algiin paso en cartesianas:

4'£ AVﬁWdzdydx A A V32 W]dy e 4/ > _ arcan V=

[Maple sabe hacer la dltima integral de arriba, e incluso de hacer la final y devolvernos el r ].
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Aplicaciones fisicas similares a las vistas para las integrales dobles son:
Masa de un sélido V es M ://V o(x,y,z)dxdydz,si o(x,y,z) essudensidad.

Centro de masa de V es (X,y,Z) con i:ﬁff‘,xd, y=ﬁf/vy0', Z:ﬁff‘,sz.

Momento de inercia respecto al eje z: I, = ff v (x2+y2) o (andlogos los otros)] .

Ej 12. Hallemos la masa del medio cilindro V dado por x?+y><1, x>0, 0<z<2 -
y cuya densidad es o (x,y,z)=x. N A

El s6lido sugiere utilizar las coordenadas cilindricas (x=rcos6 y J=r):
72 plp2 )2 1
/ // rzcosedzdrda=[/_n/20059d9] [/0 2r2dr|
L 0 Jo

/2
/2 1
=[send] "7, [37°], =[4].

Aunque en este caso sale también facil en cartesianas:

1 pVI-x2 p2 1
// xdzdydx=4/ le—xzdng[—(l—xZ)yz](l):.
0J-V1-x2 J0 0

1 pIoy2p2 1 — 1
O en otro orden: / / / xdzdxdyz/ [xz]ol y2dyz/ [l—yz]dy=2—%[y3](1) 1.
-1Jo 0 -1 -1

Ej 13. Hallemos la posicion del centro de masa de una semiesfera sélida homogénea.

Por simetrfa, serd X=y=0. Volumen=37R>. [Masa=37R30, o constante|. 9

) 2xpef2 R . <
ZZzﬁT'[)/O | p3sen¢cos¢dpd¢d€z%[%]0[genz‘ﬁrr =28 =(.375R.

0o ~ 8~
[El recinto pedia a gritos utilizar las coordenadas esféricas].
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5. Integrales de linea

5.1 Integrales de campos escalares sobre curvas

Una funcién vectorial (que también llamaremos trayectoria o camino)
erauna ¢ :[a,b] CR — R", cuya gréifica c(¢)=(x1(¢),...,x,(t)) es
una curva orientada C en R" y suderivada ¢’ () = (x| (), ..., x,(t))
proporciona el vector tangente a la curva (el vector velocidad, si ¢(¢)
estd describiendo un movimiento en R™).

[La recta tangente a C en c¢(7,) era: x(¢)=c(t,)+1¢'(t,) ]

¢ se dice C! siescontinuay ¢ existe y es continua V¢ € (a,b).Es C! atrozossi C es continuay
[a, b] se puede dividir en un niimero finito de subintervalos en cada uno de los cuales ¢ es C! [su
gréfica seria entonces una curva continua sin recta tangente en un nimero finito de puntos].

Ejl c: [O, 2] — R? con ¢(r)=(2cost,2sent) es una trayectoria C' pues Y
¢/(t)=(-2sent,2cos1) existe Vi€ (0, 5).
c.: [0,2] = R? con eft)=(t, V4=12), ¢/ (1)=(1,~t(4~1*)"1/?)

es otro camino C' describiendo la misma curva C, pero en sentido opuesto. ¢(0) B
Se dice que ¢ y ¢, son dos parametrizaciones del tramo de circunferencia.

Sea ¢: [a,b] — R" un camino C!ysea f uncampo escalaren R" tal que f(c(?))
es continua en [a, b] . La integral de f alo largo de ¢ se define:

[ras=[ e lewlar.

Si ¢(7) es solamente C' atrozos osi f(e(t)) es continua a trozos, definimos fc fds
descomponiendo [a, b] en intervalos sobre los que f(c(¢)) || ¢’(¢)|| sea continua y
sumando las integrales sobre cada uno de ellos.

Ej 1% Si f(x,y)=xy? y ¢, ¢, son los de arriba, las integrales a lo largo de las dos trayectorias son:

||c’||:\/4sen2t+4cos2 =2, /fds :/7r 16cost sen’t dt = L sen t]”ﬂ:%.

0

llcs II— +im=7=" /fds 0 t(4 tZ)F = _2(4- t2)3/2] =16

No es casualidad que ambas integrales coincidan. Probaremos en 5.2 que:

Teor 1. | Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces /c fds= /c fds= /C fds.

Como la integral de linea de una f escalar no depende de la parametrizacion, solo de la curva,
es licita la notacién fc f ds (integral de f sobre C) donde ¢ no aparece por ningtn lado.

La raiz de la norma hace que el cdlculo de estas integrales sea (salvo para curvas sencillas) complicado y no
es extrafio que aparecezcan integrales no calculables. [En las de campos vectoriales no ocurrird esto]. Ademas
de las circunferencias, también suelen ser fciles estas integrales sobre segmentos:

Ej 2. Calculemos la integral de la f(x, y)=xy” ahora sobre el segmento que une (0,2) y (2,0).
Podemos parametrizarlo utilizando que pertenece a la recta y=2—x: y
c(x)=(x,2-x), x€[0,2]. | @II=[I(1,-D]I=V2 — 2N y=2-x
/fds / V2x(2-x)2dx = \/_[sz 4x3+4x4]0 %\/z
O también con la expresion para los segmentos que ya vimos en 1.1:

c.(1)=(0,2)+1(2,-2)=(2t,2-2¢), t€[0,1] . [Mismo sentido, doble velocidad].
1
llcL(1)]|=2V2 —>/de = 16\/5/ 1(1-1)2dt=16V2 [21‘2 21‘3+ t4]0 4\/_ [Debia salir lo mismo].
. 0
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Interpretemos estas integrales. Sea primero f =1. Si pensamos que ¢(z) describe una particula en
movimiento, al ser ||¢’(7)| la velocidad escalar en el instante ¢, parece claro que ds=|| ¢’(¢)|| dt
(‘diferencial de arco’) serd la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo df’ y por tanto:

b
L= ds= ¢’ (1)|| dt representa la longitud de la curva C definida por c.
/ P g p

C a

Antes de los ejemplos, veamos la forma que adopta la férmula para curvas dadas en cartesianas o polares:
b
Si C eslagrificade y=f(x), x€|[a,b], sulongitud es L:/ \/1+[f'(x)]2dx.

B
Cuando C viene dadapor r=f(0), € [a, 8] ,serd L :/ NIFOP+[(6)]2d6 .

La primera es obvia a partir la parametrizacion habitual ¢(x)=(x, f(x)), x€[a,b].

Teor 2.

[La formula, desde luego, es totalmente andloga para curva dada por x = g(y)] .
La segunda: ¢(6)=(f(6)cos@, f(6)send), ¢’ (8)=(f’cosd—fsenf, f’sen6+f cos6)
- || (O)]= \/f2(00526+ sen26)+(f)?(cos26+ sen26) = \/fz+(f’)2 .

El primer ejemplo es otro de los pocos en los que se puede calcular una longitud mediante integrales sencillas.
[En la mayoria de los casos se acaba necesitando una integracion aproximada de algin tipo, como ocurre con
la simple parébola ciibica y=x> o con el cilculo de la longitud de una elipse].

Ej 3. Hallemos la longitud de la curva descrita por ¢(r)=(2¢2, £3), te[-1,1]. y
1
I 1
¢’ (1) || = V162497 , L:/ 1| V164922 di = %(16+9t2)3/2]0: 122 .45,
-1
O con parametrizacion cartesiana de la misma curva (y utilizando su simetria): —

2
y=(2)"?, x€[0.2] = L=2/02 1+3 dx = B+ 3P| - F[125-64].

I

-1

[Lleva a cdlculos mds largos la otra cartesiana basada en x= 2y2/ S ] .

[Cuando ¢’ =0 podian aparecer picos en las curvas, por no tener el vector tangente direccién deﬁnida] .

En este aparece una integral que es larga, pero calculable:

Ej 4. Para la curva en polares r=60, € [0,2n] (espiral de Arquimedes) serd y
su longitud, segtin la férmula segunda del teorema 2: /\

21
L:/ VO2+1 d6 . Integral resoluble con u=6+V62+1, pues:
0

5 2
9—”2_1 d9=(u +)du L:%[G*/02+1+log’9+\/92+1 i]o ~21.3.

o]
S

= 2u 2u?

[También se pueden hacer estas primitivas con cambios que usas funciones hiperbdlicas].

Siahora f escualquier campocon f(c(¢)) >0 Vte[a,b], z SE0,(0)
/c f ds representa para n=2 el area de la valla de altura
f(x,y) encada (x,y) delacurva C, pues un ‘diferencial ‘
de valla’ tiene drea f(c(z)) ds=f(c(z)) || ¢’ ()] dt. .
[Si f no tiene signo definido, serd la diferencia entre las dreas e()=(x(t),¥(t)) —>
de las vallas que queden por encima y por debajo de z=0].

Tiene otra posible interpretacion vélida para n=2 o para n=3:
Si ¢(t) describe un alambre de densidad variable dada por o (X), la masa del alambre sera:

M= / o ds| (tanto en el plano como en el espacio).
C

El centro de gravedad (centroide si o constante) del alambre, tendréd por coordenadas:

- _ 1 - _ 1 C e il 21
X—M/CXO'dS, y—ﬁfcyads ; si n=3, ademas Z—M/CZG'dS

En general, también sirven para hallar el valor medio de cualquier f sobre C: | f= % / fds
C
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Hacemos un sencillo primer ejemplo de integral sobre curva C! sélo a trozos e interpretamos el resultado:

(0,1-¢), t€[0,1]

Ej 5. Integremos f(x,y)=x—y sobre la curva C! a trozos c(t)={(t_1 0. re[1.2] -

Integramos sobre cada segmento y sumamos el resultado.
Sobre el vertical, f(ci(t))=t=1, [[¢|(O)]=[(0,-D||=1 —

1
fo fds=[y t=1)dr=—5.
Sobre el otro, f(ex(r))=1-1, |Icj(1)l|=1, fczfds =f12(t—1)dt =1.
La integral total es, por tanto: /c fds =/c1+./c2 =—% + % =0.

[El 4rea de la valla positiva sobre el eje de las x se cancela
con el drea negativa de la valla bajo el eje de las y ].

Otras de las curvas para las que ||¢’|| lleva a cdlculos sencillos son las hélices:

Ej 5. Sea el alambre en forma de hélice: ¢ : [0,27] > R>, r— (cost, sent, 1)
y de densidad o (x, y, z) =x2+y*+z%. Como ||c’||=V2, se tiene que:

Sulongitud es L= [[*"V2 di = 2xV2 ~ 89.

2r
Su masa es M:\/E/ (cos?t+ sen’t+1%) dt =2 (27r+§7r3) ~125.8.
o

[Su densidad media es, por tanto: 1+%7r2 ~ 142 ]

27
Su centro de gravedad: X = %/ cost (1+2)V2 dt = =5 ~0.014,
0

3+472

3+472 3+472

2 2
i:ﬁ/o sent (1+2)V2dt =—-8% . ~—0.44, Z=%/O t(1+t2)\/§dt=3ﬂﬂz4.60.

Y su centroide: )_cz%fozncost\/zdtzo, iz%fohsent\@dtzo, Zz% 02"t\/§dt=7r.

Otra aplicacién de este tipo de integrales de f escalares. Siuna curva C ds_
viene dada por x=x(t), y=y(t) >0, t€[a, b] , el 4rea de la superficie i
de revolucion obtenida al hacer girar C en torno al eje y=0 es:

A= 2njab yds = 27r/by(t) (x'(0)2+(y (1)) dt

[pues el drea de la banda de anchura ds es ~2ny ds ]

b
En el caso particular de que C sea la graficade y=y(x) queda: |A=2n / yyV1+(y")2%dx|.

Ej 7. Hallemos el area de la superficie esférica de radio a .

Se puede ver como el giro de y=Va?—x2 en torno a y=0, y por tanto:

A :271/ Va2—x21/1+a2xsz dx = 27r/_aa adx =4na’.
—a

O poniendo c¢(t)=(acost,asent), t€[0,x],y con la primera férmula:
ds=adt, A= 27rf07r asent adt =4na®.

49



5.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Sean ¢(t):[a,b] —>R" de C'y f:R" — R" campo vectorial continuo sobre la grifica de c.
b
La integral de linea del campo f alo largo de ¢ se define /f - ds :/ f(c())- ¢ (r) dr .
(4 a

Si f(e(z))- ¢’(z) es s6lo continua a trozos, dividimos el intervalo y sumamos la integrales.

Si ¢’ (£)#0 Vvt serd T(r)= ”2,8) 7 es el vector tangente unitario, y asf: f((e(n)

fcf-ds:fa [f(c()-T()] I’ ()]l dt = [, £-Tds. \Y

Puede verse la integral de linea de f como la integral del campo escalar
f - T, componente tangencial de f en la direccién de ¢ . Por tanto: |

/ f - ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre c.

Se usa otra notacién (la damos para el plano). Si ¢(r)=(x(2), y(2)), f(x,y)=(f(x,y).8(x,)):
[ £-ds=["[F(s(0.30) (1) + 2lx(0.3(0) ' O] dr =| [ Fx.y) dr+ gy dy .

[La notacién es similar para n>2. jCuidado!, pese a su aspecto sigue siendo integral de linea].

Ej 1. Calculemos varias integrales del linea del campo f(x,y)= (xz, 2y+x) sobre distintos caminos.
Los tres primeros describen el mismo segmento (el tercero en sentido contrario).

c1(t)=(t,1), te[0,1] — / f- ds_/0 (2,31)-(1, 1) dr =4,
ea(n)=(41%,4%), 1€[0,5] — [ f- ds—[o”2 16¢%,12¢%) (8¢, 8t) dr =11,

e3()=(1-1,1-1), 1€[0,1] > [ f-ds=[; ((1-0)2,3(1-1))-(~1,-1) dr=—1L.

ean={{1 " ];601]2 fof-ds= [ (220)-(L0)dr + [ (.20-1)-(0, 1) dr = 1

cs(t)= {g’ fl) 1§€[° U fofds=f 0.20-0. 1) di +f7 ((t=1)2,241)-(1,0) dr =

[La integral parece depender sélo de la curva y del sentido en que se recorre; para algunos campos no va a
depender siquiera de la curva, sélo del punto inicial y del punto final].

Ej 2. Hallemos la integrales para los mismos ck de arriba, pero ahora para el campo g(x, y)=(y,x—4y):
S geds =)' (t.-30)- (1, 1) dr = = [} 2rdr = -1,
fcz g-ds :/01/2 (412,—-12%)- (8¢, 8t) dt = _/01/2 1683 dt = -1,
S g ds = [ ((1=0),=3(1=1))-(=1,=1)di = [} 2(1~t) d = 1 [tnica distinta].
Joogods =) (0.0) (1,0)dr+ [ (1-1,5-41) - (0. 1) dr = [;* (5—4r) dr = —1.
Joogods =) (140 - (0. ) dr + [7 (1,1=5) - (1,0)dr = - [ drdr + 1= 1.

l

ml

Ej 3. Para c(t)=(t,1%,1), es la integral /szzdx +xydy +y3dz =/0] (- 1+83-2t+15-0) dt =
Ej 4. Hallemos el trabajo realizado por una fuerza constante f = d =(d}, d», d3) al recorrer una particula
una trayectoria r(z) = (x(z), y(7), z(t)) que une dos puntos del espacio a=r(a) y b=r(b):
[ deds = [ (a1, ds)- (300, (1.2 (1)) i = (6(5) ~x(@)) +d2 ()~ (@) +d3 (2(5)~2())
=d-(r(b)-r(a))=d-(b-a), independiente del camino r.
Para c(t)=r(a+b-t), t€]a, b], que describe esa curva en sentido opuesto, el

trabajo es /c d-ds =/ab (dy,dy, d3)- (- x'(2),—y'(1),~2' (1)) dt =—d-(b-a).
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Veamos lo que sucede con la integral al hacer un cambio en el pardmetro que describe la curva C.
Sea ¢:[a,b]— R" y h:[ai,bi]— [a, b] unabiyeccién C'. Sillamamos r=coh:[a;,b;]— R",
las trayectorias r(s), s€[ai,b1] y c(t), t€[a,b], describen

b b |-
la misma curva, en el mismo sentido o en el opuesto segin sea, h X
. - a %
respectivamente, h(aj)=a, h(by)=b o h(a))=b, h(b))=a i
[la reparametrizacién conserva o invierte la orientacién de C ]. @ by a by

Si ¢ y r describen la misma curva C, entonces seglin ¢ y r lo hagan en el
mismo sentido o en el opuesto se tiene, respectivamente:

/f-ds=/f-ds, o bien /f-ds:—/f-ds

Si C es C! (sino, dividimos y sumamos las integrales), como r’(s)= ¢’ (h(s)) h’(s) es:

b ’ ’ b ’
[ f-ds :/al‘ f(c(h(s)) ¢ (h(s) h'(s)du e [ f-ds=[] F(c(r)) ¢ (t)dr.
Haciendo en la integral de la izquierda h(s)=t, se tiene + o — la de la derecha, segiin se
conserve o no la orientacién, pues no cambian o si los limites de integracién.

Teor 1.

Si estuviésemos integrando un campo escalar f, se tendria siempre que:
h ’ ’ b ’
S fds=[" fle(hN)IE (RNIE () du = [, f(e)lie (Dl dt = [, fds,
y con esto tenemos probado el teorema de la seccién anterior.

La integral de linea de un campo vectorial solo depende de la curva C Yy el sentido en que se
recorre (la un campo escalar s6lo de C ). Podemos elegir las ¢ m4s sencillas para calcularlas.

Ej 5. Tiene un sentido preciso hablar de la integral de f(x,y)=(y,0) alo largo de
la circunferencia unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

[Las integrales sobre curvas cerradas suelen representarse con el simbolo f ]

Eligiendo ¢(7)=(cost,—sent),t€[0,2n] (o [-m,7],0...), C
ff- ds =/027r(— sent,0)-(—sent,—cost) dt = %/Ozn(l—cosh) dt=rm.

Con cualquier otra parametrizaciéon que proporcionase el mismo sentido se llegaria a lo mismo.

Ej 6. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(z,e”,xy) desde el punto (1,0,0)
hastael (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

Hay muchas formas de parametrizar un segmento en el espacio. Para este,
con x=1 constante, una ¢ casi salta a la vista: c¢(¢)=(1,2¢t,3¢t), t€[0,1].

[O también, con el dibujo de la derecha: ¢(y)=(L,y,3y), ye[0,2]].

En general, vimos en 1.1 que c(f)=a+(b—a)z, t€][0, 1] da el segmento

queune a y b, pues es unarecta, si =0 estamosen a ysi t=1en b.
a+(b-a)r=c(?)

Calculemos ya la integral pedida (con la primera parametrizacion dada):

[£eds=["(3t.%,20)(0.2,3)di = [ (2 +61) dt = >+ 2.
c 0 0

Ej 7. Hallemos el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(x, y,z)=(y—z,z—x,x—y) alo largo de la
curva C interseccion de la esfera x’>+y”>+z>=4 yel plano z=y,si C es recorrida de modo que,

vista desde las z positivas, el sentido es contrario a las agujas del reloj. Yl

Sobre C, como z=y,es x2+2y2=4 (elipse).
c(r)=(2cost, V2 sent, V2 sen 1), te[0,2n].

2
X

2
T:/ (0, V2 sent—2cost,2cost—V2 sent)-(—2sent, V2 cost, V2 cost) dt
0

2
= f() "0dt=0 (el campo es perpendicular a la trayectoria).

[Se verd mds adelante que serdn O las integrales sobre un camino cerrado de los campos que sean gradientes
de un campo escalar; pero, a pesar de ser §£C = 0, este campo no lo serd, pues rotf =(-2,-2,-2)# 0 ]
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5.3. Integrales de gradientes y teorema de Green

Generalizamos el 2° teorema fundamental del cédlculo infinitesimal /a b g (x)dx=g(b)—g(a).

Sea U: R" — R un campo escalar C'y ¢ : [a,b] — R" uncamino C' atrozos.

Teor 1. Entonces: / VU-ds = U(c(b)) - Ulc(a)) .

Si ceC! (sino, dividimos), [ VU(c(1)- ¢/ (1) di = [ (Uoc)' (1) dt =U(e(b))~U(e(a)).
regla de la cadena
Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del camino, s6lo b
del punto inicial y final. Si sabemos que un campo es un gradiente, su integral
pasa a ser sencilla. Ademds, si c(a)= ¢(b),la curva descrita por ¢ es cerrada e a

fc VU- ds=0: la integral de linea de un gradiente a lo largo de cualquier curva cerrada es 0.

Siun campo vectorial f es gradiente de alguna funcién U, a U se le llama
funcién potencial para f,y el campo f se dice conservativo.

(Como saber si f es conservativo? Condiciones necesarias sencillas para n=2 y n=3 son:

Si f(x,y) =(f(x,y),8(x,y)) de C'esconservativo = f, =g, .

Teor 2.
eor Si f(x,y,2)=(f(x,y,2),8(x,y,2), h(x,y,2)) de C! es conservativo = rotf=0.

Si f=(f,g)=(Ux,Uy)=VU,con Ue C?, por la igualdad de Schwartz de las derivadas
cruzadas [ Uy, = Uy, ] debe ser fy, = g, .Y el mismo argumento se aplica para n=3.

Si las derivadas cruzadas no coinciden, no puede f ser gradiente. Si son iguales, muchas veces es
sencillo hallar la U tal que VU= f [aunque se verd que la implicacién < no es cierta en general].
Ej 1. Sea f(x,y)=(y?, 2xy) . Hallemos la integral entre (0,0) y (1, 1) alo largo de diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x2, c) la circunferencia x*+y>=2x.
Posibles parametrizaciones: a) ¢a=(7,1), b) ep=(t,1%), ¢) ec=(t,V2t—12), con 1€ [0, 1] todas.
Las integrales en cada caso son:

L2 501 _ (a2, _ Y4 o3y (g,
a)/o (t,2t)(1,1)dt—/0 32di=1, b)/o (t,2t)(1,2t)dt—/0 Sttdr=1,

1 1
_42 —£2). 1-¢ — _342 —
c)/0 (2t—1%,2tV2t—12) (1, 2t_t2)dt_/o (4r=31*) dt=1.

Como se cumple % (y¥)=2y= 6%(2xy) , esto nos hace sospechar que f es un campo conservativo.

Es fécil en este caso identificar una funcién potencial:
Si U,=y?, debe ser U= xy>+p(y) para alguna funcién p

)
Si Uy=2xy, debe ser U= xy?+q(x) para alguna funcién ¢ = Ulx,y)=xy".

[ U=xy*+C para cualquier constante C es también potencial, desde luego].

Por tanto, todas las parametrizaciones y cdlculos de integrales anteriores han sido inttiles, puesto que
la integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1)— U(0,0) =1-0=1.

Por no depender del camino, hay otras formas de calcular una U : eligiendo caminos sencillos que
unan el origen con el punto (x, y) y evaluando la integral de linea. Por ejemplo, con el C' a trozos:

c(t):{&?;: ;E{g’ﬂ , /cf~ds =/Ox(0,0)~(1,0)dt+/oy(t2,2xt)-(0, 1)dt = xy2.

Haciendo lo mismo para un f=(f, g) general, obtendriamos: /xf(t, 0) dt +/yg (x,0)dt =U(x,y).
0 0

Veamos qué campos de los ejemplos de la seccién anterior son conservativos. El (x%,2y+x) del 1 no lo
esporser f,=0%1=g,.El (y,x—4y) del2si: 1=1y U=xy-2y? es su potencial. No lo es el del 3,
(zxz,xy, y3) por no ser rotf = 0. El f=d del4siloes [con U=(dx,dyy, d3Z)]. El (y,0) del 5 no:
vimos que su integral sobre un camino cerrado era no nula y también lo asegura 1 0. Para6y 7 el rotf
es, respectivamente, (x,1-y,0) y (-2,—2,—2) y no pueden derivar de una funcién potencial U .
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La integral a lo largo de un camino cerrado resulta ser no nula, a pesar de ser iguales f, y gx:

Ej 2. Calculemos la integral de f(x,y)= (#);2 , xnyz) alo largo de x*+y%>=1 en sentido antihorario.

2
Si ¢(t)=(cost,sent),r€[0,2nx], ?f fds =/ (—sent,cost)-(—sent,cost)dt =2r.
c 0
C
Como esta integral no es 0, no puede haber un potencial U € C! que contenga la curva.
—x2— 32422 _ V252 . x24y2—2x2
(2?2’ 0T ()t

Y, sin embargo, coinciden las derivadas cruzadas: fy =

Segtn este ejemplo, no es suficiente la igualdad de las derivadas cruzadas para ser conservativo.

Pero hay que pedir muy poco mas al campo f para que si baste. [Aceptamos los dos teoremas que
faltan de esta seccion, pues son mads dificiles de demostrar y necesitan el teorema de Stokes de 6.2].

Teor 3. | Si f es C! en todo R? [R3] Y fy= 8« [rotf = 0] = f es conservativo.

[El campo feC! del ejemplo 1 sabemos ahora que es conservativo desde que vimos que fr=gx.
Parael 2, f noera C' en (0,0), el teorema no dice que haya potencial, y no lo hay en todo R? ] .
Hacemos ahora nuestro primer ejemplo en R?:

Ej 3. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x, y, z)=(4x,3z—2y,3y) desde (1,0,0)
hasta (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

En el ejemplo 6 de 4.2 ya parametrizamos el segmento, y podemos hallar la integral directamente:

1
e(r)=(1,21,31), 1€[0,1] —>/f-ds=/ (1,51,61)-(0,2,3) dt = 14.
c 0

i j Kk
Pero para este campo se tiene que rotf =|90x 6@y 90z|=(3-3)i+(0-0)j+(0-0)k=0.
4x 3z-2y 3y

Ademas, obviamente feC 1(F\'3). Existe, pues, una funcién potencial U(x,y,z) para el campo f.
Los cdlculos de los potenciales en R son similares a los de R?:
Uy=4x —» U= 2x2+p(y,z)
Debe ser Uy=3z-2y — U=3yz—y*+q(x,2) , U=2x*+3yz-y* =
Uz= 3y — U= 3yZ+r(x,)7) L f.ds= U(1,2,3)—U(1,0,0) =16-2=14.
Este es el valor de la integral sobre cualquier camino que una los puntos, por complicado que sea.

Por ejemplo, hallemos la integral a lo largo de ¢.(1)= (¢! ™", 2%, 312), t€[0,1] :
1 1
/ f-ds = / (4e'=7, 92— 413, 613) - ((1-21)e' =, 612, 61) dt = / (2(2—41)e¥~2°+90r* ~241%) dit
c* 0 0

= 2622 1 1819 - 4¢°] ) = 14.

El teorema 3 se puede refinar exigiendo hipéStesis menos fuertes. No es preciso que f sea C' en todo
R? o R3. Basta que lo sea en un conjunto D ‘simplemente conexo’: toda curva cerrada contenida
enel D conexo (‘de una sola pieza’) debe poder contraerse a un punto de forma continua sin salir
del D (en el ejemplo 2 no se puede). En R? esto significa que D no tiene ‘agujeros’. En R?, puntos
sueltos de discontinuidad no molestan, pero si, por ejemplo, no serlo en toda una recta.

Ej 2%, En D={x>0} si debe existir potencial U para f(x,y)=(—25, xzf—yz) .

x2+y?
L —y/x? 1/x
Escribiendo (1+(y/x)2 T 1+(y/x)?

Sobre cualquier curva cerrada contenida en D la integral si debe ser nula.

_ y
) , es claro que loes U(x,y)=arctan < .

Por ejemplo, sobre la circunferencia ¢(z)=(2+cost,sent), t€[-m, ] —
/ e ms s, dt:[) (1- 575557 ) dt = [s=tan}] =7 —/0 ey = [2arctan§]0 =0.
-7

La U da el valor de otras integrales, por ejemplo, de (2,—1) hasta (2, 1) serd [ f-ds = 2arctan % .

C*

Retocando el cdlculo de arriba se llega al valor % -2 arctan% ~0.93, que coincide con el anterior,

1 1_n _ _tana+tanb 1/2+1/3 _ 4 _ 4
ya que arctans+arctanz = 7 , puesto que tan(a+b) = T—tnatanb — T-1/21/3 =1=tan 70
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En este ejemplo hay una f discontinua que, sin embargo, deriva de un potencial C' en R?>—{(0,0)}.

Ej 4. Hallemos directamente la integral de linea de f(x,y)=(5- ﬁyZ) i- #yzj ,entre (—-1,1) y (1, 1),

siguiendo el tramo mds corto de la circunferencia x>+y*>=2. ;Existe funcién potencial U para f?

La parametrizacién mas sencilla c(¢)= (\/E cost, \/zsent , 1€ [%, %] —

/4
(S—M, 2S‘“”) V2 (= sent, cost) dt—S\/Ecost] =10.
37/4 2 3n/4 ol
[En la circunferencia completa la integral se anularia]. T -1 1

pero como sélo f es C! en R2—{(0,0)}, con agujero, podria no

2
Es claramente fy=g,= _x2+ o)

existir un potencial global. Pero salta a la vista nuestra U(x,y)= 5x — 5 10g (x +y ) .

Ha01endousodeellacomprobamosque/f ds=U(1,1)-U(-1,1)= 5—M 5+%:10.

Y también es conservativo este campo (gravitatorio) del espacio discontinuo en el origen:

-3/2 -3/2

Ej5. Sea f(x,y,2) = —x(x?+y2+z?) i—y(2+y?+2) - z(xz+y2+z2)_3/2 k.

f es C' en R*—{(0,0,0)}, que es simplemente conexo en el espacio. Debe, pues, existir U .

~12

Se ve casi a ojo: U(x,y,z)= (x2+y2+z2) [En esféricas es U— -y f= p —e,=foep, |-

La integral a lo largo de cualquier camino ¢ entre (0,0,1) y (1,2,2) serd / f.ds= % -1 =—% .
Por ejemplo obtendremos este valor siguiendo el segmento (z,2f, 1+¢), t€[0,1]:

/01—(6t+1)(6t2+2t+1)_3/2dt—[(6t2+2t+1 2l =1-1=-2.

Otro ejemplo mds en el espacio, proviniente de alglin examen, repasando integrales de linea de escalares, de
un gradiente (que fue como empezamos la seccion) y, también, integrales en sé6lidos tridimensionales.

Ej6. Sea f(x,y,z)=y. a) Calcular [[f, f.para V sélido acotado en x,y>0 por z=x?+y* y z=2.
b) Si C es el corte de z=xz+y2 con x=0, para y>0,0<z<2, parametrizar la curva C y hallar:
i) /c fds, ii) /C Vf - ds, en el sentido las z crecientes.

a) Paraboloide y plano se cortan cuando x*+y*=2. Cilindricas o cartesianas:

/2 pN2 p2 N
///vf:/o /o/rz r2sen@dz dr df = -cos 0] "/2/ (2r*=r*) dr
:[%rg 5]0 15 2.
V2 pV2-x2p2 V3 V2—x2
Bk Loy dedrae=[ [T @ratyrdy e
:/ (1-224+%)dx =£+2.
0
b) Parametrizaciones de C: ¢(¢)=(0,1,%), te[O,\/E] & c*(t)z(O\/ft) t€[0,2].

V2
i) ¢(1)=(0,1,21), ||e'||=VI+42, /fdsz/ 1 (1+412)\2dr = 1(1+4z2)3/2] =13
C 0

2
(=(0. 57 1), Ieli=yg+1. [ fds=["3(1+an"2dr = §5(1+4n¥2]5 = £

ii)/ Vf -ds=f(0, V2, 2)-£(0,0, 0)=V2 . Asi de corto, aunque comprobamos con la definici6n:
C

/ (0,1,0)-(0, 1,27) dt /(0,1,0) 1) di=v2.

Acabemos nuestro estudio de los sistemas conservativos admitiendo este resultado general:

Sea f continua en D C R" abierto. Entonces son equivalentes las afirmaciones:
a) f es gradiente de una funcién potencial U en D .
b) La integral de linea de f es independiente del caminoen D .
c) Laintegral de f alo largo de todo camino cerrado contenido en D es nula.

Teor 4.
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Teoremas de Green y de la divergencia en el plano

Relacionan integrales dobles ¢ integrales de linea sobre curvas cerradas en el plano. Veremos otros en el
capitulo 6 con integrales de campos vectoriales en R® (se pueden mirar estos como casos particulares).

Una curva simple seré la imagen de una ¢ : [a, b] — R, C' a trozos e curva simple
inyectiva. Si ademads es c¢(a) =c(b), se le llama curva cerrada simple. curva no

Una curva de estas puede recorrerse en dos sentidos diferentes. Para smple

indicar que se recorre en sentido antihorario escribiremos la integral f . chrya cerrada

simple

Teorema de Green:

Sea D cR? limitado por D curva cerrada simple y el campo f=(f,g) € C'(D) . Entonces:

//D[gx—fy]dxdy:j%l)f-dszyil)fdﬁgdy.

[Obsérvese que si f es conservativo, el teorema de Green dice 0= _95 f-ds como debia ser].

El el caso de que D fuese del primer tipo de recintos que consideramos para las y
integrales dobles: D= {(x, y):a<x<b,c(x)<y< d(x)} se tendria:

d(x)
| D
__/]D fy dXdy:_./ab/ff)C) fy(x,y) dy dx :/:’ [f(x,c(x))—f(x,d(x))] dx. g){

C

-

Parametrizando los cuatro tramos de la frontera: b

(x.c(x)).x€[a,b]; (b,y),ye[c(b).d(b)]. (x,d(x)),x€[a,b]; (a,y):ye|c(a),d(a)] —
d(b) c(b)

b b
jéan dv=[) f(x,c(0)-Vdx+ [, F(3.b)-0dy - [ f(x,d(x)) T dx = [ f(y,)0 dy——//ny .
Andlogamente, para recintos D = {(x, y):c<y<b,a(y)<x< b(y)} se ve que 566D gdy =ffD gx-
Se cumplird, pues 55 op JAx+gdy = ffD [gx—fy] enunrecinto D que sea de los dos tipos anteriores.
Dividiendo cualquier recinto més general D en otros de estos tltimos y teniendo
en cuenta que se cancelan las integrales de linea sobre segmentos comunes, por ser
recorridos en sentido opuesto, se llega al resultado. x

Ej 7. Encontremos, utilizando Green, el valor 7 de la integral de f(x, y)=(y,0) sobre
la circunferencia unidad calculado ya en el ejemplo 5 de 5.2.

Como el sentido de recorrido es opuesto al que pide Greeny g.—f,=-1 es:

f-ds:—/L(—l)dxdyszljdxdyzéreadeD=n-12=n.

oD

Ej 8. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(y,2x) y laregién D limitada por y= —x? e y=-1.

Casi siempre es mds corto el cdlculo de la integral doble: 4 i

1 —x2 1
//I;[gx—fy]dxdyzflj_l dydr= [ (1-x?)dx =% ¢,
La 0D estd formada por dos curvas distintas ficilmente parametrizables: =

ci(x)=(x,—1), xe[-1,1], ex(x)=(x,—x?), x€[1,~1]. —1 c,
escribir esto equivale a cambiar el signo a la integral

_ [ ! _rl 1 _ 10 _ 4
| t-ds _/1 (—x2,2x)-(1,—2x)dx+[1 (=1,2%)-(1,0) dx = [ 5x2dx - [\ 1dx=20-2 =4,

Ej 9. Comprobemos Green para f(x,y)= (x3, xy) sobre el D del primer cuadrante acotado por la curva
x*+y?=1 y el segmento que une (1,0) y (0,1). N

1, Vi-x2 L[t 5 . I
gx—fy=y.//Dydxdy=/O/l_x ydydx=§/0 (2x—2x)dx=6.
[peor dy dx ]

Ly

Parametrizando 4D : ¢;=(x,1-x), x€[0,1]. ¢;=(cos?,sent), 1€ [0,%].

7/
f-ds :Al(t3,t—t2)-(l,—l)dt+[) 2(c3,cs)-(—s,c) dt=1. 7 g

B+12—t cts—c3s

oD

[Circunferencia en cartesianas: ¢;=(¢,V1-12),7€[1,0] — /10(t3,t\/f)~(1,_7f) dt =/01 (-H)=%1.
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En este es claramente mds corta la integral doble:

Ej 10. Hallemos yé(;DeX seny dx+e** cos ydy, con D el rectangulo [0,2]x [0, %] . u (ta2)
2 /2 2 /2
/0 (0-1+0) dr + /0 (O+e*cost-1) dr - /0 (e'-1+0) dr - /0 (O+cost-1)dt (o) o
[l
2 ——1 X
—eX]y=et-e?. @y 2

/2 p2
Con Green: / / (2e?*cos y— e*cos y) dx dy=[sen y]g/2 [e>-e
0 0

Se suele utilizar Green para reducir integrales de linea a integrales dobles, normalmente mds sencillas. Pero
en el siguiente ejemplo procedemos al contrario para calcular un drea (férmula césica de libros de Célculo).
Ej 11. Calculemos el 4rea encerrada por la ‘hipocicloide’ x*/3+ y?/3=4?/3 .

Green dice que: A=//D dxdy =% ﬁaD xdy—ydx,pues gx—fy,=2.
c(0)=(acos®9,asen’d), @€ [0,2x] esla mejor parametrizacion.

2
%/0 [(a cos>0) (3a sen?d cos 6) — (a sen>6) (—3a cos?6 sen 9)] do
[los picos de la curva

A=
aparecen para ¢’ =01].

%azfoh sen?d cos20 do = I%azfozn [1—cos40] do = %ﬂaz

Del teorema de Green se obtiene facilmente el teorema de la divergencia en el plano:

Sean D c R? limitado por dD curva cerrada simple, f : D—R? campo C'y n el

vector normal unitario exterior a dD . Entonces es // divf dx dy = f-nds.
D oD

0@, -x"())
lern - ()

Si D viene dada por ¢(#)=(x(z), y()), la normal es n=
. b , ,
Sif=(f.9) § £ mds =[] [f (0, 50) () =g (=0 y0) ¥ 0]dr
= d b d = + d d .
L $op fdy—28 ¥ = [, (fe+gy) dxdy
[Imaginemos una curva cerrada C sobre la superficie de un fluido y sea

n @ F F=fv,donde f esladensidad del fluidoy v su velocidad. Entonces
C n j{ F - n ds mide el ritmo con el que el fluido entra o sale de D .
C

Si la cantidad de fluido en D disminuye (aumenta) serd fc <0 ( 550 >0). La integral coincide
con f/D div F. Por tanto, la divF describe la tendencia del fluido a acumularse o dispersarse].

Ej 12. Comprobemos este teorema para f(x,y)=(7,y>*~1) y D el semicirculo r<3,0<0<n.
T3
ivf =2 2 = 2r? =36.
div y,//D y dx dy /0/0 r-senf dr df = 36
Para Cy, si c(x):(x,O),xe[—S,S],n:(O,—l),/ (1-y?) ds= [, dx=6.
Cy
G

Para C;,si ¢(¢)=(3cost,3sent),t€[0,x], ||c/(¢)]|=3.
Como n=(cost,sent), / f-nds= 3/n(7cost+9 sen’t—sent) dt=30. 36=6+30.
Cy 0

&

Ej 13. Comprobemos los teoremas de Green y de la divergencia para el campo f(x, y)= (x3, xzy) yel

recinto D del primer cuadrante acotada por y=2x e y=x". 12
2p2x 2 612 y=2ef]
Green: [/D [gx—fy] :/O/X2 2xy dy dx =/O (43 -x%)dx =[x*-%]| = 1. - =x2
Posibles parametrizaciones de los dos tramos de 0D : O
C
ci1(x)=(x,x2), x€[0,2], ¢/ =(1,2x), f(e1)= (x> x*) : !
_)
c2(x)=(x,2x), x€[2,0], ¢,=(1,2), f(e2)= (x3, 2x3) |
X
26 _H4_ 16
?—2 =3 -

2 2
}{ f~ds:/ (x3+2x%) dx —/ (x3+4x3) dx =
oD 0 0
. e a2 o _(Qx.=1) o (=2.1) 2r2x 2 _ (Y23 4.2\ gy — 32
Divergencia: divf=4x*. n;= e M= /Oxz 4x? dy dx —/0 (8x%—4x?) dx =3¢ .
32

2 2x,-1 . 2,-1 :
f-nds=/0 (x3,x4)-ﬁ\/1+4x2dx—/o (x3,2x3)-<T)\/§dx=/0 xtdx = 3

oD
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6. Integrales de superficie

6.1. Definiciones y calculo

Generalizamos las integrales de linea (de campos escalares y de campos vectoriales).

Una superficie a veces viene dada por F(x,y,z)=0. Si se puede despejar la z, por z= f(x,y).

Pero lo mas general es que se puede describir paramétricamente mediante:

r: DcR?>— R?, con r(u,v)=(x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) €D

Suponemos que la superficie S=r(D) es C' [que lo es r]. Entonces:

0x
8vl+8v']+

serdn vectores tangentes a las curvas contenidas en S que se obtienen
tomando, respectivamente, v=k y u=k . Su producto vectorial

0x

or
6ul+6uJ+

ou —

ar _ 0z
Y lov= k

azk
ou

or , Or
ou X v

producto vectorial
fundamental

[2 grados de libertad frente
al unico ¢ de las curvas].

i j k
_lox ay az| serdun vector normala S.
“|ou Ou O Y .
al plano tangente, sies #0].
ox 9y 9z [Yalp & #01
ov v 9

u

Cuando la superfice estd escrita en la forma z= f(x, y) una parametrizacién
posible de S es r(x,y)=(x,y, f(x,y)), con (x,y) €D proyeccién de S
sobre z=0. El producto vectorial fundamental queda en este caso:

i j k
XTy=[1 0 fi|=|(=fr.—fy,1)
01 fy
Ej 1a. Parametricemos la semisuperficie esférica unidad superior. Una posibilidad: . pvf
x(u,v)=senu cosv . 3 Xy
(757) uel0,%] r,=cosucosvi+cosusenvj—senuk
y(u,v)=senusenv . . .
_ ve[0,27] © r,=—senusenvi+senucosv j u
z(u,v)=cosu )
i j k Y
= r,XTr,=|cc cs —s|=sen’ucosvi+sen’usenv j+senucosu k 2 tv on
D
—ss s¢ 0 l=gsenu(senucosv,senusenv,cosu)=senu r(u,v). r

O podemos parametrizarla: (x,y,v1-x>-y?), con (x y) € B circulo unidad,

que nos proporciona este otro pvf: ryxry=——= = J +Kk. u
V1-x2- \/1 x2— /2
Ej2. x=ucosv P i
J u€[0,2]  Porser x>+y?=z2, nos da la superficie cénica de

y=usenv .

= €[0,2n] la derecha, comprendida entre z=0y z=2.
[v=k sigue una recta y _ ik _

. X Elpfves r,xr,=| ¢ s 1|=(-ucosv,—usenv,u).
u =k una circunferencia]. .
us uc 0 sentido opuesto

[Para u=0 el pvf=0 y en ese punto no hay plano tangente]. al del dibujo —

De otra forma: r(x,y)=(x,y,vx2+y?), con (x,y)€B circulo de radio 2.

Siendo ahora el producto vectorial fundamental: r,Xr, = (—x (x2+yz)_1/2 , =y ()62+y2)_1/2 s 1) .

Ej3. x=Rcosu
y=Rsenu
=V

Como

No se puede escribir como z=f(x,y) [sf, por ejemplo, como y=+VRZ—x2 |.

€ [0,2x]
[0, h]

r,=(—Rsenu,Rcosu,0)

v:(0,0,l)

Describe una superficie cilindrica de radio R
(pues x*+y*=R?) y de altura h.

es ryXr,=R (cosu,senu,0).
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Integrales de superficie de campos escalares

Sea S la superficie C' dada por r: D c R>—R? inyectivay sea f: R®— R tal que

f(r(u,v)) es continua. Entonces: // fds E// F(r@u,v)) |2 x 25| dudv.
s D

[Si S estd formada por varias superficies C! se suman las integrales] .

Como en las de linea, se prueba que la integral de una f escalar s6lo depende de la superficie y no
de como se parametrice. La notacién ffs fdS es, pues, inequivoca.

Si f=1 el valor de la integral representard el drea de la superficie S :

Areade S: | A= [[, dS :// e xry|| du dv
D

[Pues un rectangulo du dv de D dalugar a un diferencial de superficie
dS aproximadamente igual al rectdngulo dado por los vectores r, du
y r, dv, cuyo drea es el mdédulo de su producto vectorial].

Para una superficie z=f(x,y) queda Az// (fx)?+(fy)?+1 dx dy.
D

Ej 1b. Hallemos la integral de f(x,y,z)=2z> sobre la semisuperficie esférica S del ejemplo 1a.

[r es unitario

Primero con r(u,v)=(senucosv,senusenv,cosu). || r,xr,|=|senul||r|=senu 5 e =0,

2x p /2 /2
Por tanto, 22dS = cos?u senu du dv =—2[cos’u| P_2x
S 0 0 3 0 3

Con la parametrizacion (x,y,v1-x2-y2) el médulo del producto vectorial fundamental resulta ser:

_ 2 ¥ 172 _ 1
I ryll= =5+ =52 +1] SV
2n pl
[/zzdS =ﬂ\/—1—x2—y2 dx dy =/ / NI dr df =22 [-(1-r2)32] ) = 2.
S B polaresT 0 J0

Veamos ahora que la integral de superficie nos calcula bien el area de S :

2w p /2 .
A =// 1dS =/ / senu dudv = -2r [cos M]g/zz 2n [el d/e'toda la superfzic1e
N o Jo esféricaera 47 - 17 ].

Como siempre, los célculos se complican si se usan las cartesianas en vez de las esféricas:

dxd a7l -1/2 1/271
A://SdS=//B =] /0 r(1-r2)""? dr do = 2z [~ (1-2)'"?], = 2x.

[impropias convergentes]

Al margen de integrales, como el pvf es un vector n normal a una superficie, nos proporciona una
tercera forma (ademds de las vistas en 2.1) de calcular el plano tangente a dicha superficie.

Por ejemplo, el plano tangente a S en el punto (%,%,%) [para u=v=7% ] se puede hallar asi:

(rux m(g,g):ﬁu,l,«/ﬁ) — (1,1,\/§)~(x—%,y—%,z—\/%)=0, z=%(2—x—y).
Ej 4. Sea S la porcién de la superficie z=x+y?> sobre el tridngulo D dado
por 0<y<1y 0<x<y. Hallemos su drea y la /fs (z—x)dS .
r(x,y)=(x,y,2+y%) = reXry=(—fo,—fy D=(-1,-2y,1)
Iex ey ll=vAy2+2 [=((f2+(f)2+1) 7 ] -
A:“//DHI'XX ry |l dx dy :/Ol/oy\/m dx dy :‘/(;Iy\/m dy

=L (4y242)%], =1 V6 - 1v2 ~0.99.

[La presencia de la raiz muchas veces, no aqui, conduce a integrales complicadas o no calculables].

1 1
[/(Z—x) ds =// ¥ ek X 1y || dx dy ://y y2\4y2+2 dx dy =/ V2 y\4y2+2 dy
S D 0J0 0

4y242=u 6 6
= l/2 (u—2)Vu du = %2[%”5/2_%”3/2]2 = %\/6+%\/§z0.54.

32
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Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S lasuperficiede C' dadapor r: D cR*>— R? inyectivaysea f: R*— R?
continua sobre S . Entonces: // f-ds E// f(r(u))-(ZEx2) dudy.
s D

Observemos que la integral anterior, si n es el vector unitario normal a la superficie
con el mismo sentido que el producto vectorial fundamental, se puede escribir asi:

//S f-dS =//D £(r(u,v))- n(u,v) |Ir,x vl du dv =//S f-nds.

Esta expresion simplifica a veces algin cdlculo y ademads clarifica el significado fisico

de este tipo de integrales: el flujo del campo vectorial f a través de la superficie S .
Como sucedia con las integrales de linea de los campos vectoriales, se puede demostrar que, salvo
el signo, esta integral es independiente de la parametrizacion.
Hay dos vectores unitarios normales a una superficie orientada: n y —n
(que conste que hay superficies no orientadas como la banda de Moebius).

Parametrizaciones diferentes proporcionan pvf que pueden tener el sentido
de uno u otro. Si nos dan el mismo, las integrales coinciden. Si no, tienen -ny
el signo opuesto. f, S y el sentido de la normal si determinan la integral.

[Una notacién mds precisa seria, pues: ffr f - dS, incluyendo explicitamente la parametrizaci(’)n] .

Los cuatro primeros ejemplos son integrales sobre las superficies parametrizadas hasta ahora.

Ej 1c. Integremos f(x,y,z)=(x,y,z) sobre la semisuperficie esférica S del lab, con los r de siempre.

//sf -dS =//Dr(u,v)- [senu r(u,v)] du dv :/Ozn/on/zsenu dudy = 27T[—C0SM](7;/2= 2.

r unitarioT

Con la otra parametrizacion: f-(ryXry)=(x,y,VI-x2-2)- ( T 1) =
| Vi-x2—y2 " \f1-x2-y2
polares

2n 1
ﬂ-f- ds :“//% é/ / r(l_r2)—l/2 dr do = 27‘([—(1—?‘2)1/2](1) — D
S B —X -y 0 0

Las integrales coinciden porque el pvf apuntaba en ambos casos en la misma direccién: hacia el
exterior de la esfera. Y el valor es positivo porque el campo f tiene también esa direccion (y asi
el flujo a través de S debe ser positivo).

Ej 2*. Integremos la f(x, y,z)=(x,y,z) de arriba, pero ahora sobre la superficie cénica S del ejemplo 2.
Teniamos: r(u,v)=(ucosv,usenv,u), r,xr,=(-ucosv,—usenv, u), ucl0,2x], ve|[0,2].
Por lo tanto: f(r(u,v))-(r,X r,)=(ucosv,usenv,u)-(—ucosv,—usenv,u)=—u’+u’>=0.

Asi pues: ffs f-dS =0. [Este campo era tangente a nuestro cono y el flujo debia ser nulo].

Ej 3*. Sobre el cilindro S del ejemplo 3, integremos el campo vectorial f(x,y,z)=(-x,0, z3) .

Eran: r(u,v)=(Rcosu,Rsenu,v), r,xr,=(Rcosu,Rsenu,0), uel0,27],ve|0,h].

hp2n
Luego: // f-dS =// (=Rcosu,0,v3)-(Rcosu, Rsenu,0) du dv Z
S 0J0 pvf
hp2n
=—R2// cos?u du =—RT2h 02”(1+cos 2u) du =—nR?h. ¥
0Jo
[Es <0 pues f siempre apunta hacia el interior del cilindro y el pvf hacia fuera].

Ej 4*. Sobre la superficie S del ejemplo 4, calculemos // f - dS para el campo f(x,y,z)=(2z,y,1).
s

Como eran r(x,y)= (x , ¥ ,x+y2) y Iyxry=(-1,-2y,1),laintegral resulta ser:

) 1 _ lpy _ _ 1 ) —l
JL ey 0)-clozy Dardy = [ [T 1-20 drdy = [ (-3 dy = .

[Integrando campos vectoriales no aparecen las raices que daban problemas con los escalares].
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Integramos ahora un campo escalar y otro vectorial sobre una superficie plana (ficil de parametrizar, pues).
Ej 5. Parametrizamos el tridangulo plano S en el espacio cuyos vértices son (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1)
y calculamos: a) su area, b) f/s xdS, ¢) /fs f-dS,sif(x,y,2)=(x,2,-2).
El plano por los puntos es claramente x+y+z=1 y la parametrizacién de S :
r(x,y)=(x,y,1-x—y), con (x,y) €T tridngulo del dibujo.
Entonces el pvf serd ryxXr,=(—fy,—fy,1)=(1,1,1) y [[rexry|| =3.

a) El areade S sera: A:// das = \/§// dxdy =\3-dreadeT = %\5
s T
[Era el drea de un tridngulo cuya base es V2 y cuya altura es 4/3/2 ]

_ 1p1-x _ ) 1
b) <//SXdS_\/§-/O/O xdde—\/g/O (x X )dx—6\/§ [valor menor, pues x es menor que 1 en S].

lpl-x
. =] —X— — . = :l 1
c) ‘/‘/Sf dsS //T(x,l x=y,—1+x+y)-(1,1,1) dx dy /O/O x dy dx=7¢ [laintegral doble de b)].

Integral de f vectorial, sobre una superficie nueva que debemos parametrizar:
Ej 6. Hallemos el flujo el campo f(x,y,z) = k hacia el exterior de la parte del hiperboloide de dos hojas
7>=1+x>+y? comprendida entre z=1 (su vértice) y el plano z=2.
La parametrizacion mds simple parece:
r(r,0)=(rcos@,rsend, V1+r2), 0€[0,2n],re [0, \/§] .
i j k
c s r/-

-rs rc 0

= (—% r2, _% r2r).

[apunta hacia dentro]

Con ella se tiene: r,Xrg=

27, V3 \3
El flujo hacia el exterior ser4, pues: —/ / (0,0,1)-(r,Xrg) drdf =—n [rz]o’ =-3r.
0o Jo
Trabajando en cartesianas también salen célculos cortos:
r(x,y) = (x,, V1+x2+y2), (x,y) € B circulo centrado de radio V3. ryxry=(- %—%, 1).
Y ahora es: // f-dS = —// (0,0,1)-(ryxry) dxdy= —[/ 1 = —4reade B=-3x.
S B B

En el dltimo ejemplo de la seccién tratamos con superficies esféricas de radio distinto de 1.
Ej 7. Calculemos j/ f - dS, siendo f(x,y,z)=(x,1,2), S lasuperficie x2+y?+z>=9 y n el exterior.
s

Para la parmetrizacién mantenemos aqui los nombres de las esféricas:
r(¢,0)=(3sen¢cosh,3senpsend,3cos¢p), 0€[0,2x], p€[0,n],

Haciendo el producto vectorial: rg X rg=3sen ¢ r(¢4,0) [sentido correcto].

2n pm
// f-dS =/ / 9sen ¢ (3sen ¢ cosd,1,2)-(sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 6, cos @) do db
S 0 0

_ 2npm 3 3 5 ~ x L, )
_9/0/0 [zsen ¢ (1+cos26) + sen ¢sen9+sen2¢]d¢d0—27ﬂ/0 (1-c*)sd¢ =36m.

[se anula] [se anula] [se anula]

Haciendo integrales de superficie, que exigen evaluar bastantes integrales de una variable, hay que
intentar ahorrarse el mayor nimero posible célculos con argumentos de imparidad o, con las tan
habituales trigonométricas, de periodicidad.

Integrando sobre la superficie esférica general x>+y>+z>=R? los cilculos serian muy similares.
Sustituyendo treses por erres mayusculas se obtendria:

ryXro=Rsen¢ r(¢,0) =R*(sen ¢ cos 6, sen ¢ send, cos ¢) , // f-dS=4nR?.
S
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6.2. Teoremas de la divergencia y Stokes

Teorema de la divergencia en el espacio (o de Gauss-Ostrogradsky)

Sea V region acotada del espacio cuya frontera dV es una superficie conexa,
n el vector normal unitario exteriora V y sea f de C' en V. Entonces:

//Vdivfdxdydz=//avf-nd5.

[La segunda integral es f/av f-dS si el producto vectorial fundamental apunta hacia el exterior].

Ni siquiera damos una idea de la demostracién (mirar el Marsden-Tromba u otros libros de cédlculo en R™).

[Como la integral de superficie mide el flujo de un fluido sobre la frontera, es aplicable también aqui lo que
dijimos en el plano al final del capitulo 5 sobre el significado de la divergencia: puede describir la tendencia
de un fluido a acumularse o dispersarse].

[En el plano era necesario hallar el vector normal, pero en el espacio la parametrizacién nos da ya el pvf].

Ej 1. Comprobemos el teorema para f(x,y,z)=(x,y,z) y V la famosa semiesfera de la seccién 6.1.

Por una parte: // divfdxdydz=3// dxdydz=3><volumendeV=3>< 7r 13=2r.
\'4 \'4

Por otra, la @V se compone de dos partes, la S superior y el circulo B de la base: ffav = /fs + /fB .
Para la parte S de la fronteraes n=f=r [= f-n=1],
yparala B es n=-k [=> f-n :(x,y,0)~(0,0,—1):0] .
Por tanto, // f-ndS :// 1dS+0=dareade S =2r.

()% N

[Nos llevé mds tiempo hacer la ffs en 6.1 usando parametrizaciones].

Esto es excepcionalmente sencillo: no necesitamos parametrizar nada para comprobar el teorema.
Compliquemos algo el campo vectorial (y las integrales), manteniendo el recinto:

Ahora sea g(x,y,z)=(xy,z,1) ysea V la misma semiesfera. La integral triple:

2n pr/2p1 /2
divg=y, [//y:// pSSenesenzqﬁdpd(bd@=H—cos€]§n/ sen’¢pde =0.
v TJo Jo 0 0 T

esféricas [integramos funcién impar en volumen simétrico]
Hemos visto ya esta parametrizacion de S (le cambiamos el nombre a los pardmetros):
r(¢,0)=(sen ¢ cosf,sen¢gsenb,cos ¢),0€[0,27],p€[0,57] , rgXrog=sens r(¢,0).

27 p /2
// g-dS =/ / sen¢(sen2¢)cos9sen 0, cos ¢, 1)'(sen¢cos 0, sen ¢ sen 0, cos @) dep do
s o Jo

T pn/2
=/ / (sen4¢) cos26 sen B+sen’¢ cos ¢ sen H+sen ¢ cos ¢) dp do= 277[ sen2¢5] 2
o Jo

pues /0 cos?0sen df=0, f sen6 do= 0
[No sale mal con r = (x,y,/1-x2-y2) — /jB y+1-x2y(1-x2— 2)‘1/2] dydx =--- ]
Sobre el circulo B delabasees g-n=(xy,0,1)-(0,0,-1)=-1, con lo que:

//Bg-ndSz—//BldS:—éreadeS:—ﬂ. Por tanto, ffavszs+/f3=7r—7r:0

Ej 2. Volvamos a comprobar el teorema, ahora para el campo f(x,y,z)=(-x,0, z3) y V el cilindro

de los ejemplos 3 y 3* de 6.1 cuya superficie lateral estaba descrita por: Z_
r=(Rcosu,Rsenu,v), ryxr,=(Rcosu, Rsenu,0), uc[0,2x], ve |0, h]. N
ST
Debemos sumar a la [/ f-dS =-nR”h calculada las integrales sobre las tapas. ] Ny
S v R
En la tapa superior: f-n=(-x,0,%4%)-(0,0,1)=hr° — // W= nR%*h3. L g

Y en la inferior: f-n=(-x,0,0)-(0,0,—1)=0. Asf pues, / f-dS=nR*(KP-h).
[l
nrRprh
Por ot te: divf=3z2-1 divf = (3z>—1) dzdr d6 =2n%- (W3 -h
or otra parte: divf=3z ///V iv T/0/0 | r(3z zdr 5 ( ).

cilindricas
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Es mucho mads fécil hacer integrales triples que calcular flujos:

Ej 3. El flujo de f(x,y,z)=(x,1,2) que hemos calculado en el ejemplo 7 de 6.1 seria inmediato utilizando
el teorema de la divergencia:

Era S=0V, esfera de radio 3 y es divf=1. La integral allf calculada coincide con: ‘
N1

2np3pm >
// ldxdydz:/ // pzsengbdq)dpdez367r:V01umendeV:§7r33. '
v o JoJo

Las superficies cerradas (salvo una esfera) exigirdn mds de una parametrizacion:

Ej 4. Verifiquemos Gauss sobre el cubo unidad 0<x<1, 0<y<1, 0<z<1 para f(x, y,z)= (xz, y?, zz) .

Muy fécil es aqui la integral de volumen de divf=2x+2y+2z:

[ ave=[ [[ @evays2z)dvdydz = [ 2xdes ['2yay+ ['22de=3. LT jacdl

7
Pero la integral de superficie sobre 9V debe dividirse en 6, una para cada cara: LV
S abajo-arriba .......... | Y
St s =l S 4 S Sl | et |- L ey
7,0)

Parala S; de arriba: r=(x,y,1), f(r) =(x?,y%,1), n=(0,0,1), ffDIdS:I.

Parala So de abajo: r=(x,y,0), f(r) =(x?,y%,0), n=(0,0,-1), [[ 0dS=0.

Y las otras cuatro son muy parecidas:
r=(0,y,2),n=(-1,0,0) - [[0dS=0. r=(1,y,2),n=(1,0,0) > [[ 1dS=1.
r=(x,0,z),n=(0,-1,0) > [[0dS=0. r=(x,1,2),n=(0,1,0) - [[ 1dS=1.

Por tanto, / f-ndS=1+0+1+0+1+0=3 como debia ser.
A%

Ultima comprobacién del teorema de Gauss que, aparentemente, exigirfa calcular 4 integrales de superficie,
pero que acaba exigiendo hallar solamente una y utilizar un poco de geometria elemental.

Ej 5. Comprobemos Gauss para f(x, y,z)=(0,xy,—1) enel V limitado por los planos coordenados y el
plano inclinado que pasa por los puntos (1,0,0), (0,2,0) y (0,0,1).

No es dificil dar la ecuacién del plano inclinado: 2x+y+2z=2.

[O a simple vista o usando que un vector normal es (1,0,—1)x(0,2,-1) ]

Como divf=x la integral triple es (por ejemplo en ese orden):

/]/Vx=</0"1/0-2(17x<)/0r17x*)’/2x dz dy dx =</0"1/0-2(17X) [x(l_x)_%] dy .
:/Ol[zx(l_x)Lx(]_x)z]dx:/Ol(x_2x2+x3)dx: ﬁ

Habria que hallar el flujo sobre los 4 tridngulos que forman AV en la direccién de sus n exteriores.
Pero sobre x=0 ¢ y=0 es f-n=0 pues £=(0,0,—1) y sus normales son (—1,0,0) y (0,—1,0) .
El flujo es 0 sobre ambos tridngulos.

2x+y+2z=2

[}

Sobre T es f-n=(0,0,-1)-(0,0,—1)=1, con lo que // 1 =dreade T=1 (base 1 y altura 2).
T
Seria una pérdida de tiempo hacer /Olfoz(l_x) dy dx :/01 2(1—-x) dx = —(l—x)z](l) =1 ]

Sélo necesitamos integrales para el tridngulo inclinado S que describimos en la forma conocida:

r('x’y):(x’y71_x_%) 9 (x’y)ET'

Y sabemos que en estos casos es IyX Iy =(—fy,—fy, 1)=(1,1,1). Asf que el flujo sobre S serd:

1p2(1-x) 1
//T.(O,xy,—l)-(l,%,l)dxdyz/o/ol (x—zy—l)dydx:A [x(1-x)>-2(1-x)] dx = 5-1.

El flujo total sobre la frontera de V' es, sumando las dos integrales no nulas, 1 + 1]—2 -1= 11—2 .

Hemos comprobado, pues, que coinciden las integrales // v dive= //av f-ndsS.
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Si el teorema de la divergencia relacionaba una integral en un volumen con una de superficie en su borde, el
de Stokes relaciona una de superficie con una de linea:

Teorema de Stokes

Sean S una superficie en el espacio limitada por la curva dS y feClen .

Entonces: // rotf-ndS = ?f f-ds, con n vector unitario normal a S y los
S N

sentidos de n y de recorrido de 9§ indicados en el dibujo.

[Caminando por la S, la superficie quedara a nuestra izquierda y la normal apunta de los pies a la cabeza.
Estamos suponiendo con esto que nuestra superficie es orientable para poderlo afirmar].

[Podrl’amos alternativamente escribir //S rotf - dS cuando la r que utilizamos da el sentido de n adecuado].

[Cuando S es una regién del plano xy es n=(0,0,1), con lo que rotf -n =g, —f,,y f-ds se reduce
a fdx+gdy: el teorema se Stokes pasa a convertirse en el de Green. Y como sucedia alli, para un campo
conservativo las dos integrales son nulas, por anularse el rotacional y por ser dS un camino cerrado].

Resumamos la demostracién para una superficie de la forma (x, y, k(x,y)) con k de C 2en D.
Llamando f =(f,g,h),es //s rotf - dS =//D [— ky(hy—gz) —ky(fz=hy) + (gx—fy)] dxdydz.

Sea d(r)=(x(z),y(2))), € [a, b], una parametrizacién (en sentido adcuado) de 9D .
Entonces ¢() = (x(1), y(¢), k(x(t), y(2))), € [a, b] serd una parametrizacion de dS y se tiene:

}is f.ds =/a" £(0)- (', Y/ ky X' +ky ¥') di :/ub [(£(0)+h(c) ky) X'+ (g(e)+h(e) ky) y'] dt

= (f+hky) dx"‘(g"'hky) dy = (gx+gz kx+ hy kx_fy_fz ky_hy ky) dXdyT
'/30 GreenT‘//D

Ej 1*. Comprobamos el teorema para i) f(x,y,z)=(x,y,z) y ii) g(x,y,2)=(0,0,y),yla S habitual.

Para i) es rotf=0 = ffs rotf -n dS=0. Ademds es C'(R?) con lo que f deriva de un potencial

[y casi a ojo se ve que U=1(x2+y?+z?) cumple VU=f |. Por tanto, ¢ f-ds =0 también.
oS

Para ii) debemos echar alguna cuenta mas pues rotg =i [ = rotg-n=(1,0,0)-(x, y,z) =x] .
7/
0

27 2
Entonces: [/ rotg-ndS 2// x dS =/ cos v dv/ sen’u du = 0 [la primera integral lo es].
s s 0

2,1
La integral también se puede hacer: // % = / r2(1=r*)~12 cos@ drdf = 0.
B —X°=y 0 0

Una posible parametrizaciéon de dS es c(¢)=(cost,sent,0), t€[0,2n] = g(c(r))=(0,0,sent).
27 2
Asi pues, '75 g-ds =/ (0,0,sent)-(—sent,cost,0) dt = A "0 dt = 0, como debia ser.
as 0
[La integral de linea a lo largo de la circunferencia se ha anulado, a pesar de no ser el campo conservativo.

En este caso, g y ¢’ eran ortogonales. Sobre otras curvas cerradas, la integral de g serd distinta de 0.
Dijimos que para que g fuese conservativo, su integral a lo largo de todo camino cerrado debia ser nula].

Ej 6. Comprobamos ahora Stokes para el tridngulo del ejemplo 5de 6.1y f(x,y,z)= (23, 0,-3(x+y)) .

La parametrizacion de S era r(x,y)=(x,y, l—x—y),con (x,y)eT yel
pvf era r.xry,=(1,1,1) (que apunta en el sentido que pide Stokes).

- K
rotf =|a/ax a/dy 8/oz |=3(—1,1+z%0). Por tanto:
23 0 —3(x+y)

LS = 2 _ lpt=x
Jrott-as=3[[ 2avay=3[ " (1-x-p?ayax
:/01 [_(l—x‘)’)ﬂé_xdx :/0](1—x)3dx :_[_11(1_)()4](1):%.

[Eligiendo parametrizaciones (no habituales) r(x, z) o r(y,z) se simplificarfan algo algunos cdlculos].

Parametrizaciones posibles de los 3 segmentos de dS en el sentido dibujado son, por ejemplo:
(¢,1-1,0), te[1,0], (0,z,1-¢), te[1,0], (z,0,1-¢), te[0,1] —

N (1— ((1=1)3.0.-3)-(0.1.— ((1=1)3.0.-37) - (1. 0.—
fcf ds_/l (0,0,31)-(1, 1,0)+/l ((1-1)3,0,-31)-(0, 1, 1)+/0 ((1=1)3,0,-31)-(1,0,-1)
= [20+[03t+ [ (1432 -) =0-3+1+1-1 =1
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Ej 7. Verificamos ahora el teorema con g(x, y,z) = (x+y, 2x, z) para el hiperboloide z>=1+x>+y?, con
1<z<2, tratado en el ejemplo 6 de 6.1.
i j ok e

dx Oy 9 @é

x+y 2x z

Ahora escogeremos la n hacia arriba y serd // f-dS=3n.
S

rotg = =(0,0,1), que es el campo f integrado alla.

Parametrizamos la dS en el sentido adecuado para Stokes:
c(t)=(\/3_’cost,\/§sent, 2), con t€[0,2n].

2
Y es entonces: g-ds= V3 (c+5),2V3¢,2)-(-V35,V3¢,0) dt
-7%5 0

=3 027r (2c2—s?—sc) dt = % 02”(3 cos2t+1) dt = 3x, como debia.

Ej 8. Comprobemos otra vez Stokes, ahora para el campo f(x,y,z)=(z, 1,y) N
y la superficie S descrita por y+z=0y x’+y><4. A X =3
e M g, Fen=er cn D=m®, N NSIZ
rotf =|a, 8, 8,|= (1,1,0). \ < N
S5 roxry=(=feo,—fy,1)=(0,1,1). RS T AN
27p2 z\)(\ S'\‘\ //\
—>//rotf~dS =// (—y,l,y)-(O,l,l)dxdy:/ /(r—r2sen6)drd0:47r. T e
s D o Jo “'—\'-\--"//

O bien, sin parametrizar: viendo el plano, es n = (0 ’\/Li ’\er) su normal unitaria.
_ 1 _1yg _1 . [El drea de una elipse de
Luego //Srotf-n das —/fs % das = \Exareade S = 57 2V2 2. ceifleles @ 7 B & mlbl)
La elipse S (en sentido correcto) se puede parametrizar: ¢(t)=(2cost,2sent,—2sent),t€[0,2n].

2r
Por tanto, ?é f-ds=2 (—2sent, 1,2sent)-(—sent,cost,—cost) dt
N 0

2
= 2/ (1—cos2t+cost —2sentcost)dt =4r. [Se anulan todas menos la
b integral de la constante].

Ej 9. Comprobemos Stokes para la superficie z=4—-4x>—y? con z>0 y f(x,y,z)=(y,2x, 1+yz).

La parametrizacién mas sencilla de la elipse que limita S (en el sentido del 214

dibujo) es: ¢(¢)=(cost,2sent,0).

0

2r
f-ds= (2sent,2cost, 1)-(—sent,2cost,0) dt
as 2r 2
=/ (4 cos?t—2 sen’t) dt =/ (143 cos2t) dt = 2.
0 0

Una posible parametrizacién de la superficie S es
r(x,y)=(x,y,4-4x>=y?), ryxry=(8x,2y,1), (x,y) €D, regi6n eliptica.
[El pvf apunta en el sentido adecuado al recorrido de dD para aplicar Stokes].
i j Kk
Ay 8y 0.
y 2x l+yz

//Srotf-dsszl)[sx(4—4x2—y2)+1]dxdy =//D1 [=dreade D=r-2-1].

impar y D simétrico

Ahora calculamos la integral de superficie de rotf= =(z,0,1).

Para hallar el drea integrando hacemos (ejemplo de 4.1): x=cos 6, y=2sené,con J=2r —

_ 2 pl 27 pl
Area de D= / / 2r dr d9=2n . [Sin usar la imparidad, saldria / / 16r2c(4-4r%) dr d=0].
0 0 0 0

1 p2V1-x2 1 /2
[En cartesianas (tras simplificar) aparece: / / 1dydx = 8/ V1-x2 dx :/ cos?r dt = 2r ]
—1J-2V1-x2 0 0

También podiamos parametrizar S usando las polares anteriores tipicas de las elipses:

i j Kk
r =(rcosé,2r sen6,4—4r2), 8§;i;ﬂ — r.Xrg=| ¢ 2s -2r|=2r(8rcos6,4rsend,]1).
- —rs 2rc 0

2w pl
Con ellas queda: // rotf -dS =/ / 2r(4—4r%,0,1)- (87 cos 8, 4r sen 6, 1) dr dd=2n como antes.
S 0 0
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Problemas de Calculo (23/24) 1. Conceptos basicos

1. Sean x=4i+3j, y=i—j.Hallary dibujar x+y, x—y y x+3y, y hallar el médulo de estos 3 vectores.
Comprobar la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwartz para x e y. ;(Forman x e y un dngulo
agudo u obtuso entre ellos? Hallar la distancia de x a y y el dngulo formado por y y x+ 3y.

2. Sean x =(2,0,-3), y=(0,1,3) . Hallar x-y, XXy e yXx. Encontrar dos vectores unitarios u y v que
no sean multiplo uno del otro y que ambos sean ortogonales a X.

3. Sia=i+k, b=i+3j, ¢=2i—j+k,calcular (a+b)-c, a-(bxc), ax(b—c), ax(bxc), (axb)xc.

4. a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (—2,7) y es perpendicular al vector 4i+j.
b) Dar tres expresiones paramétricas distintas del segmento que une los puntos (—=1,0) y (1,1).

5. Hallar la ecuacién de los planos que cumplen las siguientes propiedades:
a) Pasa por los puntos (1,3,2), (4,-1,1) y (3,0,2).
b) Es perpendicular a la recta (3,0,2) ¢+ (3,—1,1) y pasa por (5,-1,0).
c¢) Contiene alarecta (—1,1,2) 7+ (3,2,4) y es perpendicular al plano 2x+y—3z+4=0.

6. Sean p =(1,0,-1), q =(-2,2,1). a)Hallar p-q, p-q, pxq y (p+q)-(pxq) . Comprobar la desigualdad
triangular y la de Cauchy-Schwartz. Hallar la distancia de p a q y el 4ngulo que forman.
b) Escribir una expresién paramétrica y la expresion cartesiana del plano que contienea p y q.
¢) Dar dos expresiones paramétricas del segmento que une p y q que lo describan en sentidos opuestos.

7. Dibujar los siguientes subconjuntos de R?, identificar su interior, su frontera y su cierre y precisar si son
0 no abiertos, cerrados, acotados y compactos:

A:{(x,y):|x|<1,|y|§x2} Bz{x:1<||x||<2,x-(1,1)<0} C:{x:||X||=q,qu,qsl}

8. Probar que si A y B son conjuntos abiertos en R" entonces A U By AN B son también abiertos. ;Es abierto
el conjunto unién de una sucesién infinita de conjuntos abiertos?, ;lo es su interseccién?

9. Con las curvas de nivel y algunas secciones dibujar las graficas de los siguientes campos escalares:
2 2

a) f(x,y)=4-2x=y  b) fx,y)=ly|  © flx,y)=4x>+y?>  d) f(x,y)=e ¥

10. Dibujar en el espacio las siguientes superficies:
a) 22 =4-x2—4y? b) 2=x2 c) Z2=1+x2+y? d) 22=x%+y*-1

11. Probar que f(x y)—>L si (x,y)—(a,b) = lim (lim f(x, y)):h’m(h’m f(x,y)) =L (limites iterados).

Sea f(x,y)=7

2
Sea f(x,y)= )W)))cy)z Probar que los limites iterados coinciden, pero que no tiene limite en (0, 0) .

x2+y2 , (x,¥)#(0,0). Probar que f no tiene limite en (0,0) hallando los limites iterados.

12. Obtener informacién sobre la grafica de f y estudiar en qué puntos tiene limite, si f(x,y) es:

2x2 2 6
a) b) x;:yyz 5 d log(x*+y%) e) arctanﬁ f) th’y‘—2

x2+y

13. Determinar los puntos en que son continuos los campos escalares:

e)

_Jie=a gl y) =22 h(x, y)=xy cos5, {k(x,y)=e‘”xy
B flxy)=v16-y* b){ 200)=0 C){h(x,0)=0 T Dk (.0) =k (0,y) =0

14. Estudiar en qué puntos del plano son continuas y tienen limite: a) f(x,y)= ;3“:;{ , b)h(x,y)= Sej:% .

l—e

15. Hallar, si existen, los limites de a) f(x,y,z)=
1) (0,0,0), ii) (0,1,0), iii) (1,1,1), iv) (1, 1,0)

,b)g(x,y, z)— —~ 1 , cuando (x, y, z) tiende a:



Problemas de Calculo (23/24) 2. Calculo diferencial en R”

1. Hallar f, y fy en todos los puntos en que estén definidas para:

h(x,y)z%sen(xy) {k(x’y):\/%yz
h(x,0)=h(0,y)=1 k(0,0)=0

4.2
fx,y)= e3>+ g(x,y)=log|y—x?| {

2. Sea f(x,y)= ’y‘—; , f(x,0)=0. Dibujar sus curvas de nivel f=0, +1, +8. Precisar los puntos en que f es

continua. Calcular, si existen, el Vf y la derivada segtin el vector (‘5—‘ s %) en i) (0,0) yen ii) (1,1).

3. Hallar los puntos de x>+y*>=1 y las direcciones en las que f(x,y)=3x?+y? varia més rapidamente.
2)—1

4. Sean: a) f(x,y)=xy; b) g(x,y)=y*; ¢) h(x,y)=(x>+y . Dibujar algunas curvas de nivel y el

vector gradiente Vf en algunos puntos. Hallar la la ecuacién del plano tangente en el punto (1,1).
3 2 3
5. Sea f(x.y)="77x .

el vector (1,—1) . Estudiar si f es continua en (0,0) . Precisar si f es diferenciable o no en (0,0).

f(0,0)=0. Hallar en (0, 0) sus parciales y, con la definicién, su derivada segtin

6. Sea f(x,y)=y sen xz-:-_yz , £(0,0)=0. Estudiar en qué puntos: a) es continua, b) existen las parciales, c)

es diferenciable. Hallar (si existe) la derivada de f segin v = (% ‘3‘) en el punto (1,0).

7. Sea f(x,y) = y’% , f(x,1)=0. Estudiar si f es continua y diferenciable en el punto (0,1).
Precisar en la direccion de qué vector unitario es minima la derivada direccional en el punto (1,0).
Hallar la ecuacidn del plano tangente a la graficade f en el punto (1,0).

8. Sea f(x,y)= % , (x,y) #(0,0), f(0,0)=0. a) Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0 y 1. b) Hallar,
si existe, un # unitario tal que D f(1,—1) valga i) 0, ii) 3. c) Estudiar su continuidad, la existencia de
derivadas parciales y la existencia de plano tangente en (0, 0) .

9. Precisar si i) son continuos, ii) tienen derivadas parciales, iii) son diferenciables, en el punto (0, 0):

h(0,0)=0 k(0,0)=0 1(0,0)=0

3
10. Sea f(x,y)= 2oty £(0,0) =0. Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0. Estudiar si tiene derivadas

x2+y2 2
parciales, si es continua y si es diferenciable en (0, 0) . Hallar un & unitario tal que Dy f(-2,2)=0.

11. Sea f(x,y) diferenciable en todo RZ. Se sabe que f(1,2)=2 y que sus derivadas direccionales en el
punto (1,2) segin los vectores (1/\5,—1/\/5) y (3/5,4/5) son —V2 y 3, respectivamente. Calcular
la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a grafica de f(x,y) en el punto (1,2).

12. Sea f(x,y,z)=ye> 2. Hallar Vf(1,—1,2) y escribir uno de los infinitos vectores unitarios u para los
que la derivadade f en (1,—1,2) en la direccién del vector u es 0.

13. Sea f(x,y,z)=ax*>y+by?z+cz’x . Hallar las constantes a, b y ¢ para las que la derivada direccional
en el punto (1,1, 1) es mdxima en la direccién de u=(1,5,0)/v26 y vale 13.

14. Calcular la derivada direccional de f(x,y, z) =arctan(xy)—zy en el punto (0, 1, 1) en la direccién del
vector (3,0,4) y laecuacion del plano tangente a f(x, y,z)=—1 en el mismo punto.

15. Hallar los planos tangentes a las superficies en los puntos que se indican:
a) z=x2+y> en (3,1,10)  b) x2+(y=2)2+2z2=4 en (1,3,-1) ¢) yz=log(x+z) en (0,0, 1)
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16. Calcular las derivadas parciales de segundo orden:

_ .5 2.4 X _ cos(xy) __ x
f(x,y) =x"y-x"y glx,y)=xe*™” h(x,y) =—~ k(x,y)—\/Fy2

17. Sea f(x,y):w, £(0,00=0. Hallar f y f; si (x,y)#(0,0). Probar que f,(0,0)=f,(0,0)=0,

xZ+y
fxy(0,0)==1, £,x(0,0)=1. ;Por qué las derivadas cruzadas no coinciden en (0,0) ?

18. Comprobar que las siguientes funciones u(x,t) satisfacen la ‘ecuacion de ondas’ u;; —ux=0:

a) u(x,t)=sen(x—t) b) u(x,t)=sh2rch2x c¢) u(x,t)=arctan(x+¢) d) u(x,1) =/X+te_szds

19. Hallar los desarrollos de Taylor de orden 2 en torno a los puntos que se indican:
2) f(x,y)=(x=y)% en (1,2)  b) g(x,y) =135z e (0,0)  ©) h(x,y)=ecos(x+y) en (0,7)

20. Sea f(x,y)= cos(xty) —cos(x=y) , f(0,0) =0. a) Desarrollar el numerador por Taylor hasta orden 2 en

x2+y2
torno a (0,0) . b) Precisarsi f en (0,0) : i) es continua, ii) tiene derivadas parciales, iii) es diferenciable.

21. Sea la curva descrita por ¢(r) = (e’, t2) , t € [-2,2]. Hallar: i) expresiones de la recta tangente en el
punto (e, 1), ii) un vector unitario normal a la curva en ese punto, iii) el vector aceleracion para =0,
iv) el punto de corte y el angulo de interseccion con la curva r(s)=(s,s—1), s€[0,5].

22. Calcular el plano tangente a la superficie x*>+y%+3z>=16 en el punto (3,2, 1) y hallar el dngulo con el
que la curva ¢(1)=(3e’,2¢’,e¥) corta esa superficie.

23. Sean f(x,y)eC?y h(t)=f (e’, cost) . Utilizando la regla de la cadena hallar la expresion de h”(t) en
funcién de las derivadas de f . Comprobar la expresion anterior en el caso de que f(x,y)=xy.

24. Sea f(x,y)=9-x2—y?. a) Dibujar las curvas de nivel f=8,5,0,-7, el corte con x=0 y su gréfica.
b) Hallar un vector unitario u tal que la derivada de f en el punto (2,1) en la direccién de u sea 0.
¢) Hallar la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (2,1). d) Si e(r) = (21, t3) , hallar
la derivada de la funcién h(f)=f(c(r)) en t=1 utilizando la regla de la cadena.

25. Sea f(x,y)= 2 , f (x,0)=0. a) Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0,1,4. b)Precisarsi f escontinua,

tiene derlvadas parciales y es diferenciable en (0, 0) . ¢) Hallar un u unitario tal que Dz f(1,-1)=—-4. d)
Si c(r)=(e’, r—1), calcular, mediante la regla de la cadena, la derivada de h(r)=f(c(¢)) en t=0.

26. Sea f(x,y)= 3y2+x6 , £(0,0)=0. a) Precisar si existen fy, f, y sies continua y diferenciable en (0,0) .

b) Hallar el u unitario para el que Dyf(1,1) es minima. ¢) Hallar el plano tangente a su graficaen (1,1).
d) Si e(2)=(¢', e3’) , hallar, con la regla de la cadena en R", la derivada de h(f)=f(c(¢)) en t=0.

27. Sea f(x,y)=cos(x+2y) +e* Y. a) Hallar el plano tangente a la grafica de f en su punto P=(0,0,2).
b) Hallar la derivada direccional de f en (0,0) en la direccién de v=(1,—1). ;Existe algin i unitario
tal que la derivada D f(0,0)=2? c) Comprobar que la curva ¢(r)=(-2¢, t, 1+ e‘3’) estd contenida en
la gréifica y pasa por P . ;Qué relacion hay entre su tangente en P yel Vg, si g(x,y,2)=z—f(x,y)?

28. a) Calcular en a=(1,0, 1) el plano tangente a la superficie S dada por x> —x?y+y*>—xz+z°=1.
b) Si F(x,y,z)=xyz y ¢:[0,2] = R? es una curva diferenciable contenida en Sy con ¢(1)=a, hallar la
derivada DyF(a) en la direccién u de la tangente a ¢, sabiendo que u es ortogonal al vector (1, 1,0).

29. Sean f(u,v) = (€“*?",2u+v) y g(x,y,z) = (2x?—y+3z>,2y—x?) . Calcular la matriz de la diferencial
de fogen (2,-1,1), i) utilizando la regla de la cadena, ii) componiendo y diferenciando.

30. Sea f(x,y)= ffxyy . a) Hallar su plano tangente en el punto (0,2) y la recta tangente a la curva de nivel

de f que pasa por dicho punto. b) Si a(u,v)=f(u’+v>—1,e"+ 1), hallar la derivada direccional de &
segtn el vector u=(1/¥2,-1/V2) enel punto (u,v)=(1,0).
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31. Escribir, con la regla de la cadena, la ecuacion en derivadas parciales (y—2)u,—xu =x’y en las nuevas
variables s=xy—2x, t=x . Comprobar que es solucién u(x,y)=f(xy—2x)+x>—x2y, VfeC'.

32. Escribir la ecuacién en derivadas parciales yzuyy — x%uy, = 0 en las nuevas variables s=xy, f= % .
Comprobar que u(x,y)=f(xy) +xg(§) ,con f,geC?(R), cumple la ecuacion.

33. Sea h(x,y,z)=g(u(x,y,2), v(x,y,2)) , con u(x,y,z) =x>+2yz, v(x,y,z) =y*+2xz, y g(u,v) campo C'.
Simplificar al maximo, con la regla de la cadena, la expresién (y>—xz) % +(x2=y2) g—;’ +(22=xy) g—i’ .

34. Las ecuaciones u=f(x,y,z), x=s2+12, y=s2>—t>, z=2st definen u en funciénde s y t: u=F(s,1).
Expresar las derivadas segundas de F respectoa s y ¢ en funcién de las derivadas de f (es feC 2 ).
35. Sean a =(-1,0,3) y f(x,y,2)=(xz,¥%x). a) Calcular: i) a x f(a), ii) el 4ngulo que forman a y

f (a), iii) divf, iv) V(divf), v) rotf y vi) f-rotf. b) Precisar el punto de corte con el plano z=5 de
la recta perpendicular a la superficie divf =3 en el punto a.

36. Sean f(x,y)=(x%1,y%), g(x,y,z)=z. a) Hallar divf, rotf, Vg, Ag, rot(Vg), div(rotf), V(f-Vg),
rot (£ xVg), rot (V(f - Vg)), div(rot (f X Vg)). b) Probar que en general es: rot (g f)=grotf + Vgx f,
div (gf)=gdivf+ Vg-f ,y comprobarlo con los campos anteriores.

37. Sea f(x,y,2) = (xzz, -x%y, —yzz) . a) Hallar divf, V(divf) y rotf. b) Obtener la ecuacién del plano
tangente y la recta normal a la superficie div f =0 en el punto (3,4,5). ;Corta esa recta alguno de los
ejes? ¢) Hallar Df. Si ¢ ()= (3,5—t2,5t) y r=foc,hallar c’(1) y, con la regla de la cadena, /(1) .

38. Sea f(x,y,2)=(xz%, yx2,zy*~37%) . a) Calcular: i) divf, ii) V(divf), iii) rotf y iv) A(divf).
b) Dibujar la superficie divf =0, hallar la recta perpendicular a ella en el punto (1,2,1) y precisar su
punto de corte con el plano x=0.

39. Si f(x,y,2) = (xz, y2,2xz) y e(n)=(1,1, 1—t3), a) hallar: i) divf, ii) rotf, iii) Df, iv) Jf, v) ¢/(=1).
b) Si r()=(foc)(r), calcular r'(-1) con la regla de la cadena en R". c) Hallar la recta tangente en
(1,—1,2) alacurva dada por ¢ y otro punto en el que la tangente corta la curva.

40. Comprobar que las siguientes funciones u(x, y) satisfacen la ‘ecuacién de Laplace’ Au=0:

a) u(x,y)=x>-3xy? b) u(x,y)=senxchy ¢) u(x,y)=arctan = d) u(x,y)= (;i;yy;

41. Sea f(x,y) = )ﬁyz . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0,1, % , % ,y Vf(2,1). Hallar el vector
unitario u tal que la derivada Dy f(2,1) sea mdxima. Hallar div(Vf) en cartesianas y polares.
42. Sea f(x,y)=1-(x*+y?)'/*. Dibujar aproximadamente su grifica. Hallar Vf en cartesianas y polares.

Estudiar en qué puntos es f diferenciable. Calcular Af(0, 1) . Determinar en qué punto del segmento que
une (0,1) y (=2,0) y en la direccién de qué vector el campo f crece mds rapidamente.

43. Sea glx,y)= \/% a) Precisar si g es continua, si tiene parciales y si es diferenciable en (0, 0) .
) 2(0,0)=0 " b) Calcular Ag en cartesianas y en polares (y comprobar que coinciden).

¢) Determinar si g crece o decrece en el punto (4, 3) en la direccién de v=(2,—1) y hallar la ecuacién
de la recta tangente la curva de nivel de g que pasa por (4,3).
d) Si ¢(r)=(¢?,3t-3), hallar, con la regla de la cadena en R", la derivada de h(t)=g(c(t)) en r=2.

44. Sean 7(x,y)=(x,y), r=||7||. Probar que: V(%)=—ri3, V(logr)zriz, A(%)zr%, A(logr)=0.

45. Sea ¢ : R — R?. Probar que en coordenadas polares ¢”(¢)= a(r)= (r”—r(@')z) e +(ro”+2r'¢’') ey .
Sea ¢(¢) definida por r(t)=2, 6(t)=1logt, t[1,e*"]. Dibujar la curva. Calcular v(¢) y a(z) si t=1,
t=e” y t=e*" . Comprobar el resultado trabajando con la expresién cartesiana de c.
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Problemas de Calculo (23/24) 3. Funciones implicitas. Maximos y minimos.

1. Sean las curvas: a) 2x’y—y3—x>=0, b) x—2logx +3y—6logy=4, c) y?—xe* V=0,
i) Probar que definen a y como funcién de x cerca del punto (1, 1), hallar la recta tangente a la curva
en ese punto y calcular y”’(1).
ii) Encontrar puntos de estas curvas en los que no se pueda aplicar el teorema de la funcién implicita.

2. Sea F(x,y)=¢e**Y—2y. a)Encontrar el desarrollo de Taylor de orden dos de F en torno a (0, 0) .
b) Si h(u,v) = F(u—v?, v+u—2), hallar, utilizando la regla de la cadena en R", Vh en (u,v)=(1,1).
¢) Probar que F =1 define una y(x) de C! cerca del punto (0,0) y hallar la recta tangente a la curva en
ese punto. Hallar un punto de la curva F'=1 donde no sea aplicable el teorema de la funcién implicita.

3. Sea x?>—3y?+2z%—yz+y=0. Precisar en qué puntos no define una funcién z(x, y) . Hallar z, y Zy cuando
estén definidas y la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (1,1, 1) .

4. Sea F(x,y,z)=x>—2yz+e*z?>. a) Hallar la ecuacién del plano tangente a F=0 en (0, 1,2).
b) Probar que F=0 define implicitamente una z(x,y) de C! cerca de (0,1,2) y dar el valor de z,(0,1).
¢) Encontrar un u unitario que sea perpendicular al vector (1,0, 1) y tal que DyF(0,1,2)=0.

5. Utilizando el teorema general de la funcién implicita:
a) Hallar la recta tangente a la curva interseccién de z=x?+y? y 4x>+y*+z>=9 enel punto (-1,1,2).

2 5
b) Probar que {y +2xzu+u’ =4

Vet x—uy =1 define u(x,y,z) y v(x,y,z) cercade (1,1,1,1,1) y hallar v,(1,1,1).

6. Precisar donde el teorema de la funcidn inversa asegura inversa local, estudiar si hay inversa global y dar
una expresion para u, (si existe) derivando implicitamente:

_ _ 2 2 x:L x:eV+w
a) {X—MCOSV b) {x_u 5 C) {X—V —u d){ u2:2v2 C) {yZM—W

=usenv =v+u =uyv _
Y Y Y Y=uan2 Z=u-—v

7. Sea f(x,y)=xsen2y. Hallar v unitario tal que Dyf(1,0) sea: i) maxima, ii) minima, iii) 0, iv) 1.
Hallar su desarrollo de Taylor de orden 2 en (0, 0) y precisar si tiene o no un extremo local en ese punto.

8. Localizar y clasificar los puntos criticos de:

a) f(x,y)=3x-3y-x’+xy-y b) g(x,y)=x*+y*=(x+y)?
) hix,y)=x—x>—xy? d) k(x,y)=2y>+3x>y*—6xy—6y
e) e(x,y)=y(y—x)e**y f) 1(x,y)=x3=3x=3x2y+y*+3y
g) G(x,y,2)=x*+2x2+y2+372 -2y h) H(x,y,z)=x>-3y*—z2—6xy—9x+2z

9. Determinar p sabiendo que f(x,y)=x>+x2y+y>+2y+p tiene un minimo local con valor 0.

2 2

10. Hallar y clasificar los puntos criticos de: a) f(x,y)=(x—1)3+(y—x)>=3x, b) g(x,y) = (xz—yz)e‘x e
En caso de existir extremos precisar si son o no absolutos.

11. a) Probar que F(x,y,z)=3x>+2xz+2y?+3z> =24 define implicitamente una z= f(x,y) en un entorno
del punto P=(-1,0,3). b) Comprobar que (—1,0) es punto critico de f hallando implicitamente sus
derivadas. c) Sabiendo que las parciales fyx y fy, son negativas en (-1, 0), clasificar el punto critico.

12. Sea f(x,y)=x>+2xy+y>. a) Hallar y clasificar los puntos criticos de f. ;Posee extremos absolutos?
b) Encontrar los extremos locales sobre x+y=2 sin utilizar y utilizando multiplicadores de Lagrange.

13. Hallar los méximos y minimos de estas funciones cuando se restringen a las regiones indicadas:

a) f(x,y)=6x>+6y>—18y+17, con (x,y) sobre lacurva (x—2)2+y*=1.
2

el

b) g(x,y.z)=x+y+z, sobre la superficie esférica dada por x> +y?+z2+x—y+z= 7-

14. Sea h(x,y)=3y*>—x>. Hallar los valores maximo y minimo de 4 sobre el circulo x>+y? <4 .



15. Hallar los extremos de f(x,y)=1-2x>+xy—y? sobre: i) x*+y*> <1, ii) y+x>=4, iii) y>—x?+2x=1.

16. Sea A la regién interior a la elipse 5x*>+6xy+5y?=8. a) Hallar el punto de la elipse con coordenada
x maxima. b) Calcular las distancias mdxima y minima de los puntos de dA al origen de coordenadas.
¢) Encontrar los extremos absolutos de f(x, y) =+/x2+y2 sobre A.

17. Sea g(x,y)= y>—2x>+2xy—2y>. a) Encontrar sus extremos locales. ;Posee g extremos absolutos?
b) Hallar los puntos criticos de g sobre y—2x=1 con multiplicadores de Lagrange. c) Justificar que
g(x,y)=0 define una funcién y(x) de C! cerca de (0,2) y dar la recta tangente a y(x) en ese punto.
d) Si c(1)=(t—1,t+1%) y h(t)=g(c(1)), calcular /’(1) utilizando la regla de la cadena en R".

18. Calcular los extremos absolutos de f(x,y,z)=x—y+2z en laregién x?+y>+2z><2.
19. La suma de tres reales positivos es 27 . Encontrar su producto miximo.

20. Hallar los puntos de la curva interseccién de x?>+z>=2 e y+z=0 que hacen maximo y minimo el valor
de f(x,y,z)=2x+3y+z.

VI



Problemas de Calculo (grupo C - 23/24) 4. Integrales miiltiples

1. Calcular los valores de las siguientes integrales sobre el rectangulo R=[-1, 1]x[0, 1] :

a) //R(x2+y2) dx dy b)//Ryexydxdy c)//R|x—y|dxdy d)//R(xy)2 cos x> dx dy

2. Calcular las integrales dobles // f dxdy delas f que se dan en los recintos D c R?> que se indican:
D

a) f(x,y)=1log(xy), D rectangulo [1,2]x[1,2].

b) f(x,y)=x3y, D regién acotada por el eje y y x=4—y?.
¢) f(x,y)=xy, D regién encerrada entre y=x e y=x>.

d) f(x,y)=¢e*"Y, D cuadrildtero de vértices (0,0), (2,2), (0,2) y (-1,0).
e) f(x,y)=senx, D tridngulo limitado por las rectas y=0, y=x ¢ y=m—x.

f) f(x,y)=x, D tridngulo de vértices (0,0), (2,4) y (-4,7).
2,2
3. Evaluar la integral / / e’ dx dy cambiando el orden de integracion.
0Jy

4. Calcular la integral de la funcién f(x,y)=x>+2xy?+2 sobre la regién del plano acotada por la grifica de
y=x-x7,eleje x ylasrectas x=0y x=2.

5. Sea f(x,y)=-. a)Dibujar las curvas de nivel f=0,1,-1.Hallar Vf(0,1), Dyf(0, 1) para V=(%, ‘3‘)

x2

y Af(x,y). b) Calcular // f dxdy,siendo D el tridangulo de vértices (1,0), (2,0) y (1,1).
D

6. Calcular // (2x—y)3dxdy, con D cuadrilitero de vértices (0,0), (1,0), (2,2) y (1,2) de dos formas:
D

i) directamente, ii) haciendo el cambio u=2x-y, v=y.

a) directamente,

y—x Lrtd _ .
7. Calcular //De dx dy ,para D de vértices (0,0), (1,1), (-1,1),(0,2): b) con u=y—x ,v=y+x.

8. Calcular mediante el cambio de variable u =y—x, v=y+x, la integral // e=X)/+xX) dx dy, con D
D
regién acotada por los ejes y larecta x+y=2.

9. Hallar // (x2+y?) dx dy con D regién del primer cuadrante acotada por las curvas
D

10. Calcular sobre el ciculo unidad x?+y? <1 laintegral de: a) f(x,y)=x
11. Trabajando en coordenadas i) cartesianas y ii) polares, hallar las siguientes integrales dobles ffD f:
a) f(x,y)=xy, D parte del circulo x>+y?><1,con x,y>0.

b) f(x,y)=x, D regién definida por x*>+y*<2, x>1, y>0.

¢) f(x,y)=—==, D regién del primer cuadrante limitada por x*+y*=1y x*+y*=4.
Vx2+y
d) f(x,y)=1, D curva dada en polares por r= _1+C10 .

12. Sea f(x,y)=+x2+y?—x. a) Estudiar si tiene derivadas parciales y si es diferenciable en (0, 0) .
b) Dibujar la curva de nivel f(x,y)=1 y precisar para qué vector i unitario es minima Dy f(0,—1) .
¢) Hallar ffD f,siendo D el semicirculo x2+y*<1, y<x.

13. Calcular el 4rea de la regién plana definida por x*3+y?3 <1, x>0, y >0, utilizando el cambio de
variables x=rcos0, y=rsen’d.

14. Calcular el volumen del sélido acotado por la superficie z=x>+y sobre el rectdngulo [0, 1]x[1,2].
15. Calcular el volumen encerrado entre el paraboloide z=x>+y? y el plano z=0 sobre el circulo de centro

(0, 1) limitado por x*>+y?=2y.

VII



16. Sea g(x,y)=2e” Vaiey? q) Dibujar su corte con x=0 y su grafica. ;Es g diferenciable en (0, 0)?
b) Calcular el volumen del recinto limitado por la grificade g y el plano z=1.

17. Calcular el volumen del sélido comprendido entre las superficies z=x*+y> y z=2-x>-T7y>.
18. Hallar el centro de masas de una ldmina de densidad p(r,0)=cos8 que ocupa la regién r <cos6.

19. Determinar el centroide de las regiones:
a) {0<y<sen®r, 0<x<n} b) {Vx+yy <1,x>0, y>0}

20. Calcular ///V f(x,y,7) dx dy dz paralas funciones f y los sélidos V que se indican:
a) f(x,y,z)=2x+3y+z, para el paralelepipedo V=[1,2]x[-1,1]x [0, 1].
b) f(x,y,z)=x>cosz, con V acotado por los planos z=0, z=7, y=0,x=0, x+y=1.
¢) f(x,y,z)=¢”,con V limitado por los planos x=0, x=2, y=1, z=0, y+z=0.
d) f(x,y,2)=xy*z>, V limitadoen x>0, y>0,z>0 por y=x y x=1 y la superficie z=xy.

21. Hallar ff v Xy dx dy dz donde V es el solido comprendido en 0<x <2, 0<y<1 entre el plano z=-1
y el plano tangente a la superficie x?+y?+z=4 enel punto (1,1,2).

22. Dados los puntos P = (0,2,-4) en rectangulares, Q = (4, 47”, 3) en cilindricas y R = (\/i, x,

esféricas, escribir cada uno de ellos en los dos sistemas de coordenadas restantes.

ENPY

) en

23. Dibujar los siguientes conjuntos y expresarlos en los otros dos sistemas de coordenadas:
A={(x,y,z): x=0,z=—2y} B={(r,0,z): r=1} C={(p,9,¢): ¢§%,psl}

24. Calcular /// #22 dxdydz,si V eslaregionde 1<x>+y? <4 acotada por z=—2 y z=sen(x> + y?).
\'4

25. Calcular en cilindricas /// zdx dy dz, siendo V el cono limitado por 3z2=x?+y?> y z=1 (en z>0).
\%

Comprobar el resultado calculando la integral en otro sistema de coordenadas (mds corto en esféricas).

26. a) Calcular en cartesianas y polares ffD xdxdy,con D parte del circulo x2+y? <2y con x>0, y>x.
b) Hallar el volumen de la parte de la esfera x>+y%+(z—1)? <1 situada por encima del cono z=+/x2+y2,
integrando en: i) cilindricas, ii) esféricas.

27. Calcular /// zdx dy dz, siendo V el sélido limitado por las superficies:

\%
a) x=0,y=0,x+y=2,z=0,z=¢"" b) z=x2+y2, x2+y?+72=4

28. Calcular el volumen de las siguientes regiones ulizando mds de un sistema de coordenadas:
a) regién limitada por el cilindro x?>+y?=1 y los planos z=0y z=y+2.
b) regi6n acotada por el cilindro x>+y>=1, el plano z=0 y la superficie z+x>=1.
¢) regién encerrada entre las superficies z = x2+y? y x> +y?+z>=2.
29. Calcular la integral de f(x,y,z) = (x2+y?+z%)73/?
esféricas x> +y?+z2=1y x’+y>+7°=4.

sobre el s6lido comprendido entre las superficies

30. Calcular el momento de inercia de una esfera de densidad constante respecto de su didmetro.
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Problemas de Calculo (grupo C - 23/24) 5. Integrales de linea

1. Hallar la longitud de las curvas:
a) x=[t|, y=|r-3|, te[-1,1];  b) y=logx, xe[le];  ¢) y=x*3 xe[1,8];
d) x=2cost—cos2t, y=2sent—sen?2t, t€[0,2x] (cardioide);

2. Sea R laregién del primer cuadrante acotada por los ejes coordenados y la curva r=2(cos 6+sen6).
a) Calcular el 4rea de R . b) Hallar la longitud del perimetro de R.

a) f(x,y,2) =yz, e(t)=(t,3t,2t), te[1,3].

3. Hallar / ds parala las curvas que se indican:
Sdsp £y q b) £(x, v, 2)=x+z, c(t)= (1,12 2%, te[0,1].

4. Un alambre estd sobre el tramo de espiral = e, # € [0,2n] . En cada punto (r, #) la temperatura es .
Calcular la longitud y la temperatura media del alambre.

5. Hallar la masa de un alambre que sigue la interseccién de la esfera x*>+y?+z2=1 y el plano x+y+z=0, si
la densidad en (x,y,z) es x? por unidad de longitud.

a) x=y2, ye[l,2]

6. Hallar el area de la superficie generada por el giro de
P °8 P & b) r:1+c059,9€[0,§

] alrededor del eje x.

7. Sean g(x,y,2)=(3,2>-1,2yz) y ¢(t)=(¢%1,%),t€[0,1]. Hallar divg y rotg. Calcular las integrales
de linea fcdivgds y fc g-ds.

8. Hallar/(x2+y2)dx+dy siendo C: a) y=x2,0<x<1, b) y:%, 1<x<2, ¢ x=2,0<ys%.
c

9. Hallar el trabajo realizado por la fuerza f(x, y)=(3y?+2, 16x) al mover una particula de (—1,0) a (1,0)
siguiendo la mitad superior de la elipse b2x?>+y?=b?. ;Para qué valor de b es minimo el trabajo?

10. Calcular la integral de linea del campo f(x, y)=(xy,0) entre (—1,0) y (1,0) a lo largo de: a) el eje x,
b) y=1-x2, ¢) y=|x|-1, d) la parte inferior de la circunferencia x>+y*=1. ;Es f conservativo?

11. Sea c(#)= (t3, 2t2) . a) Hallar la longitud del tramo de curva descrita por ¢ cuando t€[—1,0].
b) Si A(x,y)=e**Y, hallar la integral de linea de Vi desde (0, 0) hasta (1, 2) sobre la curva dada por c.

12. a) Sea f(x,y)=x>—y?. Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0 y el vector Vf(1,1). Hallar la derivada
de f enel punto (1,1) segin el vector v=(—1,—1). Hallar Af(x,y). b) Hallar la integral de linea de
g(x,y)=(2x,~2y) desde (1,0) hasta (0, 1) sobre el tramo de circunferencia x>*+y>=1 con x,y>0.

13. Calcular la integral de linea del campo f(x,y) =i+ x2j a lo largo de la circunferencia x*>+(y—1)>=1,
recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj. ;| Deriva f de un potencial?

14. Sea D el cuadrilatero de vértices (0,0), (2,0), (4,-1) y (2,—1). a) Calcular ffD (x+2y) dx dy de
dos formas distintas. b) Hallar la integral de linea de f(x,y)=(1,cosy) alo largo de la frontera de D,
recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

15. Hallar la integral de f(x, y)=( ) entre (2,0) y (1,1) alolargo de la pardbola x=2-y?.

-y __x
(y+x)2 7 (y+x)?
16. Sea g(x,y,z)=ye** 2. a) Hallar //v g, siendo V el sélido acotado por los planos x=0, x=1, y=0,
y=2, z=0y z=2-x. b) Hallar el valor de la integral de linea de i) g, ii) Vg desde (0,0,0) hasta
(1,2,2) alo largo del segmento que une los puntos.

17. Sea el campo vectorial f(x,y,z)= (xy,2x,—yz). Hallar divf y rotf. Calcular la integral de linea de
f alo largo del camino ¢(#)=(cost,sent, 1), t€[0, 7] y lalongitud de la curva descrita por c(¢) .
a) c(t)=(t,t,1), te]0,1].

18. Calcular la integral de F(x,y,z) =xi+yj+zk alo largo de: b ¢(r)= (cosr. sent,0) , r€[0,2r] .

IX



19. Sea el campo F(x,y,z)= (2xz+y,x,x2) . a) Escribir divF y rotF. ;Es F conservativo?
b) Calcular /fv divF dx dy dz, con V sélido acotado por los planos x=1, y=-1, y=1, z=0, z=2x.
¢) Si ¢(r)=(1, e’ 1, 2t) , hallar el valor de la integral de linea fc F -ds desde (—1,1,-2) hasta (1,1,2).
d) Hallar la recta tangente a la curva dada por ¢ en el punto (1, 1,2) y el punto en que la recta corta z=0.

20. Calcular la integral de linea del campo F(x,y,z)=1i+2yz j+y?k entre (1,0,2) y (0,3,0) alo largo
del segmento que une esos puntos. ;Para alguna curva que una ambos puntos la integral es 0 ?

21. Sea f(x,y,z)= (22, 2y, cxz) , ¢ constante. a) Hallar divf y rotf. b) Precisar para qué valor de ¢ deriva
f de un potencial U. c) Para este c, ;cuanto vale la integral de linea de f entre (0,0,0) y (1,0,1) alo
largo del segmento que une los puntos? d) Calcular la integral anterior para cualquier c .

22. Sea f(x,y,z)=e"%i+j—xe %K. a) Calcular directamente la integral de linea de f desde (1, 1,0) hasta
(1,0,3) alo largo del segmento que une los puntos. b) Hallar, si existe, una funcién potencial para f.

23. a) Calcular /// y dxdy dz, si V es el sélido acotado por y=x? y los planos y=1, z=0 e y+z=0.
\'%4

b) Hallar el valor de la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(y,x,z) desde (-1, 1,—1) hasta
(1,1,—1) sobre la curva interseccién de y=x2 con y+z=0.

24. Sea f(x,y,z)=y?i+2xyj—2zk. a) Hallar divf, rotf, V(divf) y A(f-f).Deriva f de un potencial?
b) Hallar ffv divf dx dy dz, siendo V el sélido acotado por z=4—-y? y los planos x=0, x=3 y z=0.
¢) Hallar la integral de linea de f de (3,0,4) a (0,2, 0) sobre la curva c(¢)= (3—%, t ,4—t2), te€[0,2].

25. Sea f(x,y)=(1,xy?). (Deriva f de un potencial? Hallar el valor de la integral de linea de f a lo largo
de la circunferencia x*>+y* =4, recorrida en sentido opuesto a las agujas del reloj: i) directamente, tras
dar una parametrizacion, ii) mediante el teorema de Green (integrando en polares).

26. Sea D laregién comprendida entre las grificas de y=e™*, y=e* 2 yeleje y. a) Hallar // xe*dxdy.
D

b) ;Cudnto vale la integral de linea de f(x,y)=(xye*, 1) alolargode 9D, en sentido horario?

27. Hallar con una integral de linea el drea encerrada entre el eje y=0 y un arco de la cicloide x=¢—sent,
y=1-cost, 0<t<2nr.

28. Comprobar el teorema de Green para los campos f y recintos D que se indican:
a) f(x,y)= (yz, 2x) y D regi6n del plano encerrada entre la pardbola x=4— y% ylarecta y=x-2.
b) f(x,y)=(y%xy) y D semicirculo girado dada por x*+y*<2 e y>x.
¢) f(x,y)=(=xy,y) y D limitado por y=x? y el segmento que une los puntos (—=1,1) y (2,4).
d) f(x,y)=(x,x?) y D parte de la elipse 4x2+9y*=1 con x>0.
e) f(x,y)=(xy,2-x?) y D dado en polares por r<1, 0<6<3Z.
f) f(x,y)=(x3, x2y) y D acotada por las curvas y=x> y x=y2.
g) f(x,y)=(y%x?) y D semicirculo dado por x*+y*<9, x>0.

29. Comprobar los teoremas de Green y la divergencia para el campo vectorial g(x,y) = (xz, —2xy) enel
tridngulo D cuyos vértices son los puntos (0,0), (2,0) y (0,4).

i) f(x,y)=(x,y) y D el disco unidad x*>+y* < 1,

30. Verifi 1t de la di i :
erificar el teorema de la divergencia para ii) £(x, y) = (2xy, —y2) y D el cuadrado unidad.



Problemas de Calculo (grupo C - 23/24) 6. Integrales de superficie

1. a) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie r(u, v) = (2u, u>+v,v?) enel punto (0, 1, 1) a partir
del producto vectorial fundamental. b) Escribir la superficie en la forma z= f(x,y) y calcular ese plano
utilizando la férmula del capitulo 2.

2. Comprobar que r(u,v)=(chucosv,chusenv,shu), uecR,ve[0,2n], parametriza el hiperboloide de
una hoja x?+y?—z2=1. Hallar de dos formas su plano tangente en el punto con u=0y v= Z.

3. Hallar el drea del toro dado por r(6, ¢) = ((2+cos ¢) cos 8, (2+cos @) send,sen @) , 6, € [0,2x] .

4. Calcular // (x2+y?) dS, siendo S la superficie esférica x*+y’+z>=4.
s

5. Calcular la integral de superficie del campo f(x,y,z) =z sobre la parte del hiperboloide z?=1+x2+y?
comprendida entre z=1y z=V5.

6. Sea S la superficie cilindrica x>+y>=4 comprendida entre los planos z=0 y z=3. a) Hallar el drea de
S utilizando integrales de superficie. b) Calcular la integral de superficie sobre S de: i) f(x,y,z)=x2,
i) f(x,y,z)=(xz,yz,2) (respecto de la normal exterior).

7. Sea S la parte de la superficie conica z> =x?+y? comprendida entre los planos z=1y z=2,y sea el
campo vectorial f(x,y,z)=(x,y,1). a) Calcular el area de S y la integral de superficie de f sobre §
respecto de la normal exterior al cono. b) Calcular el rot f . ; Cudnto vale la integral de linea de f alo largo
de la circunferencia que limita superiormente la superficie?

8. Sea F(x,y,7)=(x*>+y?+z%)(x,y,2) . a) Hallar divF y rotF. b) Comprobar el teorema de Gauss para F
sobre la esfera unidad.

9. Comprobar el teorema de Gauss para f(x, y,z)=4xi+4yj+z>k enel volumen x>+y*> <25, 0<z<2.

10. Sean las superficies S= {x2+y2+z2 =R?, z> 0} y B= {x2+y2 <R, z:O} . Comprobar que se verifica
el teorema de la divergencia sobre SUB para el campo vectorial f(x,y,z)=(y,—x,1).

11. Comprobar el teorema de Gauss para f(x,y,z)=(x, 1,y) y el sélido dado por 0<z<1- ()c2+y2)2 i

12. Hallar el flujo del campo vectorial f(x,y,z)= 3yzi+2xzj+(z+xy)k, hacia el exterior de la superficie
de la esfera x*>—6x+y?+z>=0.

13. Comprobar el teorema de la divergencia para F(x,y,z)=(y,x,2) en el volumen comprendido entre las
superficies x*+y*+z°=4 y z=—1.

14. Sea el campo F(x,y, z) =(-y,x,2). Comprobar el teorema de Stokes para la superficie S definida por
las condiciones x?+y*+z2=4, z>-1.

15. Comprobar el Teorema de Stokes para el campo vectorial F(x,y,z) = (y,2x+z,e*) y la superficie D
contenida en el plano z=0, definida por y>0, x>+y*<1,x2+2y*>1.

16. Sea f(x,y,z)=(yz,e”,1) y S el tridngulo determinado por los puntos (0,0,0), (0,1,0) y (=1,1,1).
Calcular la integral de superficie de rotf sobre S directamente y utilizando el teorema de Stokes.

17. Sea S la parte del paraboloide eliptico 7 = 4—4x?>—y? con z>0y x>0, ysea f(x,y,z)=(3,x%,y).
Comprobar el teorema de Stokes calculando la integral de superficie de rotf sobre S y la integral de linea
de f alo largo del contorno cerrado que limita dicha superficie.

18. Comprobar el teorema de Stokes, calculando las integrales correspondientes, para el campo vectorial
F(x,y,z)=—yi+2xj+(x+z) k en la parte de la superficie x>+y>+z>=9 con z>0.

XI



19. Sean V el sélido limitado por el paraboloide z=1-x?>—y? y el plano z =0, S la parte de dicho
paraboloide con z >0, C la interseccién del paraboloide con el plano z=0, S* la superficie de V y
f(x,y,z)=(x,xy,2z) . Comprobar que se cumplen los teoremas de Stokes y de la divergencia calculando:

yfcf-ds, //Srotf-ndS, //S*f-ndS e ///Vdivfdxdydz.

20. a) Comprobar que si u: R?— R es de C? se satisface u Au = div(uVu)—||Vul|*.

b) Deducir, con el teorema de la divergencia en el plano, que u € C?(D) cumple la ‘férmula de Greeen’:
_ ou . 2 QU g , o )
//D ulAudxdy = }é Y n ds //D IVul|"dx dy , con g derivada segtin la normal unitaria exterior.

¢) Escribir y probar la férmula para R®. d) ;Qué resultado de R generalizan estas férmulas?
(se utilizan demostrando la unicidad de las soluciones de algunas ecuaciones en derivadas parciales).
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