4. Integrales multiples

4.1 Integrales dobles

[Las demostraciones son similares a las de R y hacemos pocas].

Generalizamos la definicion de la integral en una variable. Sea f(x,y) acotada en un rectangulo
R = [a,b] x[c,d] CR?. Dividimos R en nxn subrectdn-
gulos iguales R;; = [x;_1,X;| X [yk—1, Yk, del mismo 4rea
AxAy= bn;“ % . Llamamos M;, y my, , respectivamente,

al supremo e infimo de f en cada R;; y formamos las
sumas superior U, e inferior L, :

n n
Un = Z M,'ijAy, Ln = Z m,-ijAy
ij=1 i,j=1

(sumas de volumenes de prismas, una superior y otra b
inferior al volumen que encierra f(x,y) si f>0). * Tt

Si ambas sucesiones {L,} y {U,} tienden hacia un mismo limite, decimos que f
Def. | es integrable en R, representamos el limite comtn por ([, f 6 [[ f(x,y)dxdy
y le llamamos integral de f en R.

[Jx f representard (similar a lo que sucedia en R) la suma de
los volimenes encerrados entre la graficade f y el plano z=0
en R, con signos + o — adecuados. Y al igual que sucedia alli:

Teorema: ’ f continuaen R = f integrable en R. ‘

También aqui las funciones ‘poco’ discontinuas siguen siendo integrables:

Si el conjunto de puntos de R en que una f acotada es discontinua es como
Teorema: | maximo en un nimero finito de puntos y un nimero finito de gréficas de funciones
continuas, entonces f es integrable en R.

Para calcular integrales dobles no necesitaremos la definicion, el problema se reduce a las reali-
zacion de dos integraciones sucesivas de funciones de una variable:

dg%?::i]:: f es continua en R ://lef:/cd[/abf(x,y)dx} iy :/ab{/cdf(x,y)dy} o

Para cada y constante A(y)= fab f(x,y)dx representa el drea de la
i seccion del sdlido determinado por la gréfica de f'; integrando esta
.« A(y) entre ¢ y d obtenemos el volumen dado por [ f= [, Cd Aly)dy.
La segunda igualdad es lo simétrico.

[Hay funciones raras (discontinuas, claro) para las que el teorema falla].

y=cte
Ej. Sean R=[0,7|x[0,1] y f(x,y) =2x—ysenx. Calcular la integral es facil:
- Y el
//R F=JT [ Jo @2x—ysenx)dy]dx = [§f [2xy—~ ] dx = [ (20— 505 ) dx = [x2— 55| T = 721
O también podriamos hacer:

//R f :fol [ Jo (2x—ysenx)dx|dy :fol [x2—ycosx]gdy :fol (m*—2y)dy =m*—1.




Generalicemos el recinto de integracion. Sea ahora D regién acotada del plano. Sobre un

f(x,y) si (x,y)€D

rectangulo RO D definimos la funcién f*(x,y) = { 0 si (x,y)¢D

ey

Se define // f:/ f* si f* esintegrable.
D R

Representa el volumen (si f>0) limitado por la grafica de f
en D.[Y en el caso particularen que f=1,eselareade D].
Si la frontera de D se puede poner como unidn finita de gréficas de
funciones continuas y f es continua ya sabemos que [[,, f existira.

Consideremos dos tipos sencillos de regiones D de integracidn (recintos mds complicados se
podran descomponer en otros de esa forma). A la vista del significado de [[ f* estd claro que:

i ) Teorema:

i) Si f continua en D—{ x,y):a<x<b,d;(x )<y<¢2( )}9
con ¢; < ¢, continuas en [a, D] :>// f // f(x,y)dydx.

1 (x)
ii) Si f continua en D—{ xy):c<y<b,yi(y )<x<1;/2( )}

s (
con y; <y, continuas en [c,d| :>//f // " f(x,y)dxdy.

Ej. Integremos f(x,y)=xcos(x+y) sobreel D del dibujo:

//f /[/ XCos x+y)dy}dx /On[xsean—xsenx}dx:—%”. )=y b w0 =1

O bien: //Df:/o [/y xcos(ery)dx}dy
3n

T
:/0 [-mseny —cosy —ysen2y —cos2y|dy = —=F .

En recintos mds complicados habrd que dividir. La integral sobre el recinto total D serd la suma de
las integrales sobre cada uno de los subconjuntos:

. [fr=[ [ e [ [ el -

Ocomo y=x> & x==£,/y, y=+2x—1 @x:i%(w—l): 1
= 1

// f= / [/ y+>1 )2 flx, y)dx]dy +/ [/yﬂ)/zf(x,y)dx}dy y=72x717l Dy=2x7]
+/0 [/(}H)/Z f(x,y)dx}dy.

—1LJ/-(+1)/2
Si en particular integramos f=1 obtendremos el area de D:
A= [[p1=[° (242x+1 Ydx+ [y (> —2x+1)dx =1+ 141=12
x=0: bastaba hacer 2]01 ].

[Integrales iguales por ser f=1 paren x y D simétrico respecto a

Obien: A= [[,1=2Jy [3+3— ¥ldy+ /% p+1]dy =27 +3 =% [}=dreauridgulo].
Tomemos ahora f(xy)=2xy y hallemos la integral por el primer camino:
Mo f = S P+ o P = [©) [0 =40~ —x] dx+ fj [ —4x>+422 =] dx
[**Jrl** —] [—71+7—7} 0.

[Debl’a anularse por ser f imparen x y D simétrico respecto a x—O] .



4.2. Cambios de variable

Generalicemos para integrales dobles la férmula para integrales en R: g
b z

2 £(e) g/ W) du= [ f(x)dx, con geC'([a,b] BN

en concreto, el caso de g inyectiva (creciente o decreciente) en [a,b] :

Jlan) F(8(w)) [ ()| du = [q(1q) S () dx.

En R? nuestra situaci6n seré esta: para hallar Ipf(x,y)dxdy;
D
realizaremos un cambio de variable g: D*CR?> — D C Ft2 ﬂ gD

(u,v) = (x(u,v)

con el fin de que el nuevo recinto de integracién D* o la nueva
funcién a integrar sean més sencillas.

Sea g:(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) de C',inyectivaen D*, g(D*)=D'y f integrable.
Teorema: d(x)
Entonces: //D f(x,y)dxdy ://D* f(x(u,v),y(u,v)) ‘a(u;v)

La demostracén es complicada y no se da. Pero hacemos observaciones sobre hipdtesis y resultado.

o El teorema sigue siendo cierto aunque g deje de ser inyectiva en puntos sueltos o curvas continuas.

I(xy) _

e Si el determinante jacobiano ) = u

X oo a
y yv # 0 en un punto, el ‘teorema de la funcién inversa’
u v

asegura que g es inyectiva en un entorno de ese punto, pero aunque no se anule en todo D* esto
no basta para que sea inyectiva en todo D*.

e Enelcasode que f=1 queda [[pdxdy= [[) |5
viene a ser una medida de como un cambio de varlable distorsiona el area.

a( x,y

| dudv = dreade D, con lo que el jacobiano

Si D* es un pequeiio rectangulo del plano uv, al ser g diferenciable una buena aproximacion es

g(Uo+Au,v,+Av) ~ g(uo,vo) +dgu, v,) (Au,Av) ’g_* e
y por tanto D=g(D") es ‘aproximadamente igual’ al Avl pf n’
paralelogramo dg(D*) de vértice g(u,,v,) y de lados (ww) Au  glw,y)
dg(Au,0) = Au G) y dg(0,Av) = AVGV) :
u . v g
cuyo 4rea es el valor absoluto de ggz’i ; AuAv. VF :H:f’ Zb/—A v T
| | [ 1] »{§~ ~.
Si D* es un conjunto mas general el drea de D=g(D*) A2 "’5:#:;::4
I ‘\“
serd aproximadamente ) ‘ I | _ | =

el limite sera la integral sobre D*
Como primer ejemplo de cambio de variable consideramos los cambios lineales:

x=Au+Bv d(x,y) _|A Bl _ _ : ‘4 2 2
{y:CM—‘rDV Si FIo )_’c D‘—AD BC # 0 define biyeccién de R en R-.

= | [[ fGy)dxdy=|AD=BC| [[ f(AutBv,Cu+Dv)dudv

[Las regiones se transforman de forma sencilla por llevar las aplicaciones lineales rectas a rectas].
Y

Ej. Sea D el cuadrado de la figura y calculemos [f,,(x—y)*e* ¥ dxdy.
. . [x+y=u x=(u+v)/2
La forma de f y el recinto sugieren: { T—y—v { y=(u=1)/2 °
Las rectas que definen los lados pasanaser: u=0,1, v=0,1.

1/2 1/2 3
1§2 —1//2‘ —7 - Asipues ffD*zfo oV e“dudva_

El jacobiano




Mais a menudo aparece y mas util es el cambio a polares:

cos® —rsenB
sen@ rcos6

{ i:rcos 4 . El jacobiano es ahora: g(x’” =

—rsenB (n) — = I’(COSZQ—FSCI‘IZG) =r.

Con lo que la férmula del cambio de variable adopta la forma:

//D f(x,y)dxdy = //D rf(rcos8,rsen8)drd®

(Qué D provienen de conjuntos D* sencillos del plano 9 y o

r0 ? Un rectangulo [ry,r;]x[0], 6] se transforma en un . >

sector de corona circular limitado por las circunferencias :

de radio r; y rp y las rectas que pasan por el origen de P r l\?ﬁa by

pendientes 6; y 6, (lineas con r=cte y 6=cte). hoh | hh
0 /B Si queremos hallar el drea en polares de una regiéon D

=3

OJQ(O) limitada en 66[06 B o =il r=pl) et
drea = faf rdrd9 =2 fa [/2(6)—17(6)]d6

coincidente con lo visto en los apuntes de matematicas.

Ej. Hallemos // /4—x2—y?dxdy, con D el sector circular del dibujo: y
D

La presencia de x”4y” y el aspecto de D piden a gritos las polares.

/2 2 1/2 (4— 2)3/2 2 4 X
//D*r\/4—r2drd9:/0 [/0 r(4—r2) dr}de?%[ :3 ]0:% 2

el [-]no depende de &  octante de esfera - . [
T
Obsérvese que el cambio a polares no es inyectivo en lado izquierdo del o d
rectangulo D* (todos los puntos con r=0 van al origen), pero como ya r
dijimos, no importa que falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas. 2
y En otros D el cambio a polares complicard normalmente el recinto. Por

ejemplo, el tridngulo del dibujo daria lugar a la integral:

Ipf= fﬂ/z 1/(senfc0s) . 110039, rsen 8) drd®
y no harfamos el cambio salvo que la f se simplificase notablemente.

x+y=1

Ademds del drea de D, A = [, dxdy, y del volumen en D bajo f(x,y) >0, V= [[, fdxdy, las
integrales dobles tienen otra serie de aplicaciones (las férmulas son andlogas para R?).

Por ejemplo el promedio de una magitud f en D es f = % Ipf
La masa de una placa D es M = [, p(x,y)dxdy, si p(x,y) es su densidad.
El centro de masa de D es el punto (%,y) con X= 4 [[pxp, =1 [[p¥p (centroide si p=cte).

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y son: L = [[py*p , I, = [[px*p .

Ej. Seaun semicirculo D de radio R de densidad directamente proporcional a la distancia al centro
de D . Hallemos su centroide, su centro de gravedad y sus momentos de inercia respecto de los ejes.

Se puede probar que si una ldmina tiene un eje de simetria, su centroide estd en
jc.masa en dicho eje (y si tiene dos, estd en su interseccion). Por tanto, X.=0. La otra
D centroide R 2 3R AR

. =1 [[pydxdy = ,,szo o r senedrdﬂ—mb] = 32 ~0.42R.
Para el centro de gravedad hay que incluir la densidad p( ) =kr (simétrica). También x=0.
Como la masa es M= [if [ kr?drd@ = ”R &, serd y= 25 [ fo Xr3sen@drd@ = 3R ~0.48R.

kn’R5

Los momentos: I, = k [iF [ r sen26drd9 = kR =k [T [ r*cos’0drde = k”RS :




4.3. Integrales triples

Andlogamente al caso n=2 se puede definir [[[; para f(x,y,z) acotada en un paralelepipedo
B = [a,b] x[c,d] x[p,q], que representard un ‘volumen’ en un espacio de cuatro dimensiones,
es decir, el ‘volumen’ de un ‘sélido’ de cuatro dimensiones con ‘base’ B y altura en cada punto
la que le asigna f(x,y,z) . Esta integral se podrd de nuevo calcular mediante integrales iteradas:

[0 las otras 5 iteradas

q rd rb
f continuaen B = / / / f= / / / f(x,y)dxdydz | intercambiando los
JJJB pJc Ja papeles de x, y, z].

Ej. Si f(x,5,2)=2yz—x y B=10,1]x[0,2]x[0,3] es
Ws £ =Jo J3 I (2vz—x) dzdydx = [y |5 (9y—3x)dydx =[5 (18—6x)dx=15.

También podemos integrar sobre recintos V C R® mds generales. z 2=y 609)
SiV={(x,y2):a<x<b,¢:(x)<y<r(x),7(x,y) <z<p(x,y)}, '

con @; < ¢, continuas en [a,b] y y1 <7 continuas
en D= {(x,y):a<x<b ¢1( )<y<¢z( )}

y f continua en V :>/// f= // / f(x,y,z)dzdydx.
o1(x) Jnx

Andlogas férmulas se obtienen variando los papeles de x, y, z, y mu- / Wy D y=¢,(x)
chos recintos que aparecen estardn incluidos en algunos de esos tipos by
(en ocasiones habra que dividir V en trozos para conseguirlo).

=) (x.y)

Ej. Si f(x,y,z)=xyz y V es el tetraedro de vértices
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), es

///V ~f:f()1 Ol—x Olix*y_xyzdzdydx f fl xwdydx
CEl sl sy U1 1
= [ [t ittty [Nty

Enel casode que f=1, | [[J, dxdydz| respresentard el volumen de V .

Con hipétesis andlogas a las del plano se tiene la féormula para los cambios de variable:

Sea g: (u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) de C', inyectivaen V*, g(V*)=V
y f integrable = /// f(x,y,z)dxdydz —/// (u,v,w) ‘8((/353) dudvdw .

Vilida aunque g no sea inyectiva en un conjunto finito de graficas de funciones continuas de
dos variables (superficies).

En particular nos interesan los cambios a cilindricas y esféricas.

rcos@® rsenf 0
—rsen@ rcosf 0
0 0 1

124
= . y = =r.
r>0,0<0<2x y=rsen® a(r,0,2)

Cilindricas: { x=rcosd A(x,y.2)
7=z

///v f(x,y,z)dxdydz ://thf(rcos 0,rsen0,z)drd0dz

Los recintos sencillos en cilindricas son los del dibujo.




r>0,0<¢<m y=psen¢sen6 ‘B(p'97(1>): sensend psen¢cos® psen¢cosO

Esféricas: { x=psen¢cosO sendcos® —psen¢send pcos¢cosd
0<6<2m Z=pcos¢ cos ¢ 0 —psen¢

=—p?sen¢.

— ///v f(x,y,z)dxdydz :///V*pzsen(pf(psen¢cos9,psen¢sen@,pcos¢)dpd9d¢

[En los libros de fisica se suelen

K { p=cte
cambiar los nombresde ¢ y 01].

(esfera)

Un recinto simple en esféricas
es el dibujado a la derecha.

¢ =ctée (cono)

y
Ej. Hallemos el volumen que encierran el cono z = y/x%-+y2 =
y el plano z=0 sobre el cuadrado R = [0, 1]x[0,1].
Podemos hallarlo mediante integrales dobles o triples, en las ‘."/
coordenadas adecuadas en cada caso. Hacemos [[f;, dxdydz. [ y
En cartesianas es fécil el recinto, pero dificiles las integrales: . R

A vk tablas o
= DL —
/0/0/0 dzdxdy—/o/o x2+y dxdyf[\/m:xﬂl]
1
%/0[ 1+y2—y2lny+y21n(1+ 1+y2)]dy:...

En cilindricas (o polares en la segunda integral): x=1— r= cono y recinto simétricos,

1
cosH

n/4 r1/cos6 5 /4 4o u=send 3 1/Vv2 d 1 1 11/v2
2/0 /0 r*drdd = 5/0 cos30 5/0 (1—:2)2 - [10g| +u| 1+u+ﬂ]0
{ﬂ—kln(l—!—ﬁ)].

/4 rm/2 r1/cosOsend /4 rm/2 d$de 2 w/4 40
Esféricas: 2/ /7:/4/ p Sen¢dpd¢d9_ / //4 sen?gcos’f 5/0 cos36 Z?ftgg

Ej. Calculemos el volumen de la esfera unidad. En esféricas:

vol :/02”/01/0” plsenddpdpd6 = 27:/012p2dp =4

En cilindricas por dos caminos (mds largo):

I \ vl :/27:/1 /ﬂrdrdzde _ 27:/1 %dz: e
/ vol /2”// rdzdrd@ 27r/ 2rmdr*—

Las cartesianas son las coordenadas menos adecuadas aqui: Z=N1—x
1-y 1 xz—y ﬁx
vol = 8// / dzdxdy = 8/ / \/ 1—x2—y2 dxdy

— 457
=37

:~--[cambiox— 1—y? sent | —8/ (1-y?)

[Aplicaciones fisicas similares a las vistas para las integrales dobles son:
Masa de un sélido V es M = [[f;, p(x,y,z)dxdydz, si p(x,y,z) es su densidad.

Centro de masa de V es (%,5,2) con X= [[[,xp, Y= [y yp. Z2=n [[ly 2P -
Momento de inercia respecto al eje z: I, = []] V(x2+y2) p (andlogos los otros)} .



5. Integrales de linea

5.1 Integrales de campos escalares a lo largo de curvas

Recordamos que una funcién vectorial, trayectoria o camino
esuna c: [a,b] CR— R", cuya grifica ¢(t)=(x(¢),...,xn(t))
es una curva C en R" y su derivada ¢/(t) = (x|(2),...,x),(¢))

describe el vector tangente a la curva (el vector velocidad, si
c(r) esta describiendo un movimiento en R").

[Larecta tangente a C en ¢(1,) era: 1() = c(t,) + (1—1,) €/ (1,) |.

c es C!sies continuay ¢ existe y es continua V¢ € (a,b). Si C es continuay [a,b] se puede
dividir en un ndmero finito de subintervalos en cada uno de los cuales ¢ es C!, se dice C' a
trozos. [Su grafica serd una curva continua sin recta tangente en un niimero finito de puntos].

Ej. c: [0, %] — R? con c(t) =(cost,sent) es una trayectoria C! pues Y]e(m/2)
¢/(r)=(—sent,cost) existe Vi€ (0,5).
¢,:[0,1] = R? con ¢,(t)= (¢, VI-12), /()= (1,—t(1-1*)"1/2) X
es otro camino C', que describe esa misma curva en sentido opuesto. =) B
Se dice que ¢ y ¢, son dos parametrizaciones de la misma curva C.

Sea c(t): [a,b] — R" una trayectoria C' y sea f un campo escalar en R" tal que
f(c(r)) es continua en [a,b]. La integral de f alo largo de ¢ se define:

. b
Det. [ rds=[ fle) €] dr.
Si ¢(t) es solamente C! a trozos o f(c(t)) continua a trozos, definimos [, fds
descomponiendo [a,b] en intervalos sobre los que f(c(z))||¢/(¢)]| sea continua
y sumando las integrales sobre cada uno de ellos.

Ej. Si f(x,y)=xy> y ¢, ¢, son los de arriba, las integrales a lo largo de las dos trayectorias son:

/2
_ D L3172 _ 1
/cfds—/o costsen’s - 1-dt = ysen’r] /"= 3.

1 1
/cfds:/0 t(1-1%). \h-dt:—%(l—ﬂ):‘/z]ozé.

No es casualidad que ambas integrales coincidan. Veremos que la integral de linea de un
campo escalar no depende de la parametrizacion, solo de la curva, con lo que otra posible
notacion serd [ fds (integral de f sobre C) donde el camino no aparece por ningtn lado.

Interpretemos esta integral. Sea primero f=1. Si pensamos que ¢(¢) describe una particula, al
ser ||c/(7)|| 1a velocidad escalar en el instante ¢, parece claro que ds=||¢'(7)||dt (‘diferencial
de arco’) representa la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo dt’ y por tanto:

L= [.ds= ff ||’ (¢)||dr representa la longitud de la curva C definida por c.

Ej. Hallemos la longitud de la curva descrita por ¢(t) = (t2,£%), t€[0,1].
1
1)) = VAT = L=t /3192 dr = & (44912} = 120=8 ~1.44.
A 27 0 27
O con otra parametrizacion de la misma curva: x

1
(x,x3/2), x€[0,1] = L:/o 1+% dx = %(1—1—94—")3/2](1) = %[%—1] .

<




(dibujo del Marsden-Tromba)

Siahora f es cualquier campo con f(c(¢))>0 Vt€(a,b],
J. fds representa para n=2 el area de la valla de altura
f(x,y) encada (x,y) delacurva C, pues un ‘diferencial
de valla’ tiene drea f(c(t))ds = f(c(z))| c/(¢)| dr .

S @), (1)
=00,y )

X

Estas integrales también sirven para hallar, el valor medio de f alolargode C: % Jo fds

Otra posible interpretacién para n=2 o n=3:si ¢(¢) describe un alambre (en el plano o en el

espacio) de densidad variable dada por p(x), la masa del alambre serd |M = [ pds]|.

El centro de gravedad (centroide si p constante) del alambre, si n=3, tendré por coordenadas:

=L fexpds, Y= Joypds, =1 Jczpds.

Ej. Sea el alambre en forma de hélice: ¢: [0,27] — R®, t — (cost,sent,?) et 2 ;
y de densidad p(x,y,z) =x>4+y*+z>. Como || ¢/|| = V2, se tiene que: T

Su longitud es M = fozn V2dt =212 ~89.
Sumasaes M = fozn(coszt+ sen’t+12)dt = /2 (277:+§7r3) ~125.8 e A /

[Su densidad media es, por tanto: 1+%7r2 ~14.2].

Su centro de gravedad: X = & [0 cost (1+1%) v2dt = H% ~0.014,

S5 12 6 s_ 12 1+272
y=aJo" sent (1+12) ﬁdt:f%fﬂz ~—044, 7= 0”t(1+t2)ﬂdt:37r3i4;2 ~ 4.60.

Su centroide: f:% Ozncostﬁdtzo, y:% 02” sent\2dt =0, Z:% Oz’rtﬁdt:n.

Otra aplicacion de este tipo de integrales. Si una curva C viene ds.
dada por x=x(t), y=y(t) >0, t€[a,b], el area de la superficie 5
de revolucién obtenida al hacer girar C en torno al eje y=0 es:

A=2m [0 yas=2m [ 30\ () + (40) e

[pues el drea de la banda de anchura ds es ~ 2y ds} .

[En el caso particular de que C sea la grafica de y=y(x) queda: A =27 fab y/1+()? dx].

Ej. Area de la superficie esférica de radio a. Se puede ver como
el giro de y = v/a?—x2 entorno a y=0, y por tanto:

A= 277:/u Va2—x? \/l—t-ﬁdx: 27 [ adx = 4ma®.

O bien: (acost,asent), t€[0,%] — A=27 [ a*sentdt = 4ma’ .




5.2. Integrales de linea de cambios vectoriales

Sean ¢(t): [a,b] — R" una trayectoria C' y f£: R” — R" campo vectorial continuo
sobre la grafica de c¢. Definimos la integral de linea de f a lo largo de ¢ por:

/cf-ds :/ab f(c(t)) - ¢(t)dt

Si f(c(z))- ¢/(¢) es sélo continua a trozos, dividimos el intervalo y sumamos.

Def.

Si c(t)#0Vry T(r)= Hgg;H es el vector tangente unitario:
Joteds = [? [£(e(r))-T(O)] (1) 1 dr = J, £-T ds.

con lo que se puede ver la integral de linea de f como Ia
integral del campo escalar f-T, componente tangencial de
f en la direccion de c. El significado fisico es evidente:

f((e(®)
T(1)

/ f-ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre c.
(¢

Demos otra notacién (la damos para el plano). Si ¢(t) = (x(¢),y(r)) ., f(x,y)=(f(x,y),8(x,y)) :
Je£-ds = [T (x(e), y(0)) ¥ (1) + g (x(1),3(0)) ' (1)) dt = [, f(x,y) dx+g(x,y) dy

[La notacién es similar para n>2; jcuidado!, sigue siendo integral de linea].

Ej. Si c(t) = (1,£%,1), laintegral [, zxdx+xydy+y*dz= [y (1> 1413 -2t +15-0)dr = 1L,

Ej. Calculemos varias integrales del linea del campo f(x,y) = (x?,2y-+x):
ci(t) = (t,1), 1€[0,1]
ealr) = (@472, e [0,
c3(r) = (1-t,1-1), t€[0,1]
Joy = Jo (2.3)-(1,1)dr = 11,
Joy = a2 (166, 1262) - (81,8r)dr = L.,
Jey = J (1=0)2,3(1=1)) - (=1,~1)dr = — L.

calt) = { Efl‘?_l’f 50671[]172] o= J () (1,0)dr + [2 (2, 20—1) - (0, 1)de = 1.

[describen la misma curva, la
tercera en sentido contrario].

s = { O IEON L f= 10,200, )de+ P ((-1224) - (1,0)de =

[La integral parece depender sélo de la curva y del sentido en que se recorre; para algunos
campos no dependerd siquiera de la curva, s6lo del punto inicial y del punto final].

Ej. Calculemos el trabajo realizado por una fuerza constante f=d al recorrer una particula una
trayectoria r(t)= (x(r),y(t),z(t)) que une dos puntos del espacio a=r(a) y b=r(b):
Jed-ds =[] (di,d2,ds5) - (¥(2),y (1), (1)) dt
— dy (x(b)—x(a)) +da (y(b)—¥(a)) +ds (2(b)—2(a))
=d- (r(b)—r(a))=d- (b—a), independiente de r.

/!
Si consideramos ahora ¢(t) =r(a+b—t), t €[a,b], que recorre la | f:d/ y
misma trayectoria en sentido contrario, el trabajo es:

Jod-ds=(dy,dy,ds) (=X (t),—y(t),—Z (1)) dr = —d- (b—a).




Veamos lo que sucede con la integral al hacer un cambio en el pardmetro que describe la curva.
Sea c¢:[a,b]—R" y h:|ay,by]— |a,b] unabiyeccién C'. Sillamamos p=coh: [a;,b;]— R",

las trayectorias p(u), u€lay,bi| y ¢(t), t€la,b], b - \

describen la misma curva, en el mismo sentido o en @ oes h a \

sentido opuesto seguin sea, respectivamente, i !
h(a))=a y h(b1)=b o h(a1)=by h(b))=a “ b “ b

[se dice la reparametrizacién conserva o invierte la orientacién de la curva].

Si ¢ y p son dos trayectorias que describen la misma curva C, entonces:
Teorema: obien [f-ds=[ f-ds, obien [f-ds=—[f-ds,
c p c P

seglin ¢ y p describan C en el mismo sentido o en el opuesto.

Si C es C! (si no, dividimos y sumamos las integrales), como p'(u)= ¢’ (h(u))h'(u) es:
b b
fp f-ds= [ f(c(h(u)))-c’(h(u))h’(u) du e [ f-ds=], f(c(t))-c’(t)dt.
Haciendo en la integral de la izquierda h(u)=t, se tiene + o — la integral de la derecha,
segln se conserve o no la orientacién, pues no cambian o si los limites de integracion.

Si estuviésemos integrando un campo escalar f, se tendria siempre que:

Jy Fds = 2 £ (e(h(w))) /() || 1H ()| duc = J? F (e(0)) /(1) | di = J, Fds. es decir:

Teorema: | Si ¢ y p describen la misma curva C, entonces [, fds = fp fds.

La integral de linea de un campo vectorial sélo depende de la curva C y el sentido en que
se recorre (la un campo escalar s6lo de C). Podemos elegir las ¢ mas sencillas.

Ej. Tiene un sentido preciso hablar de la integral de f(x,y)=(y,0) alo largo
de la circunferencia unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

Eligiendo ¢(r)=(cost,—sent),1€[0,27] (o [-7,7],0...),
Jot-ds= Ozn(fsent,O)~(fsent,fcost)dt:7r. ¢

Con cualquier otra parametrizacién igualmente orientada se llega a lo mismo.

Las integrales sobre curvas cerradas se representan a veces con el simbolo § .

Ej. Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(x,y,z) = (y—z,z—x,x—y) alo largo de la
curva C interseccion de la esfera x>2+y>+z2=4 yel plano z=y, si C es recorrida de modo
que, vista desde las z positivas, el sentido es contrario a las agujas del reloj.

Yl
< zzy _ 2 92 -
Sobre C, como z=y, es x“+2y-=4 (elipse). 5
» X
é :" c(t)=(2cost, V2 sent, /2 sent) , t€[0,27] .
X o . g T:fOM(O7 V2 sent —2cost,2cost — /2 sent) - (—2sent, /2 cost, /2 cost)dt
: = 02 T 0dt =0 (el campo es perpendicular a la trayectoria).

[Se verd mds adelante que serdn O las integrales sobre un camino cerrado de los campos que sean gradientes
de un campo escalar; pero, a pesar de ser ¢ =0, este campo no lo serd, pues rotf =(—2,—2,—2)#0].
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5.3. Integrales de gradientes y el teorema de Green

Generalizamos el 2° teorema fundamental del cdlculo infinitesimal [’ g'(x)dx = g(b) — g(a) .

Sea U : R"— R un campo escalar C'y c¢: [a,b] — R" trayectoria C' a trozos.
Entonces: / VU-ds =U(c(b)) —U(c(a)) .

Teorema:

Si ceC! (sino, dividimos), ff VU (c(r))-¢(¢)dt = fab (Uo c)(1)dt =U(c(b))—U(c(a)).
Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del b
camino, sélo del punto inicial y final. Si podemos identificar un
campo como un gradiente, la integral es muy sencilla.

Si ¢(a) =c¢(b), ¢ describe una curva cerradae §VU-ds=0.
La integral de linea de un gradiente a lo largo de una curva cerradaes 0.

a

Si un campo vectorial f es gradiente de alguna funcién U, a U se le llama

Def. ‘s . . .
| funcién potencial para f,y f se dice conservativo.

(Como saber si f es conservativo? Resultados generales se verdn tras estudiar el teorema de
Stokes, pero demos ya un resultado parcial sencillo para n=2 y n=3.

Si f(x,y) = (f(x,y),g(x,y)) de C! es conservativo = f, = g..
Si f(x,y,2) = (f(x,%2),8(x,y,2),h(x,y,z)) de C'es conservativo = rotf=0.

Si f=(f,g)=(Uy,Uy)= VU, con UeC? por laigualdad de Schwartz de las derivadas
cruzadas [ Uy, = Uy, | debe ser f, = g, .Y el mismo argumento se aplica si n=3.

Teorema:

Si las derivadas cruzadas no coinciden, no puede f ser gradiente. Si son iguales, muchas veces
es sencillo hallar una U tal que VU =f [aunque la implicacién < no sea cierta en general].

Ej. Sea f(x,y)=(y?,2xy). Hallemos la integral entre (0,0) y (1,1) alo largo de diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x?, c) la circunferencia x>+y?=2x.

Posibles parametrizaciones: a) ea=(t,7), b) ep=(t,1?), c) cc=(, V2t—12), con t€ 0, 1] todas.

Las integrales en cada caso son: y
a) fo (2,20%) - (1,1)dr = [, 3%dr =1, [
b) [y (t*,2%) - (1,20)dt = [y 5e*de=1,

1
_ 42 — 2. 1—t — (g 22 _
C)/O(Zt 2,262 t)(l,m)dt Sl @32 dr=1.

Pero se cumple (% () =2y= %(ny) , lo que nos hace sospechar que f es campo conservativo.

Es fécil en este caso identificar una funcién potencial:

S% U,=y?, debe ser U= xyz;k p(y) para alguna funci(?r} Py ()= 2.
Si Uy=2xy, debe ser U= xy“+¢(x) para alguna funcién ¢
Por tanto, las parametrizaciones y cdlculos de integrales anteriores han sido indtiles, puesto que
la integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1)—-U(0,0)=1—-0=1.

[La forma de calcular una U en el espacio para un campo con rotf =0 es similar].

Ej. Hallemos la integral de f(x,y)= (ﬁ, ﬁ) alo largo de x>+y?>=1 en sentido antihorario.

Si ¢(r)=(cost,sent),t€[0,2n], § fds= 02”(— sent,cost) - (—sent,cost)dt =27 .
2_ 2
[No basta la igualdad de las derivadas cruzadas para ser conservativo. Se vera que si bastara si f

es C! en todo R?, o incluso si lo es en lo que se llamara un ‘conjunto simplemente conexo’].

No puede haber un potencial C' que contenga la curva, pese a ser H=g=
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Veamos teoremas que relacionan integrales dobles e integrales de linea sobre curvas cerradas en
el plano. Se verdn otros sobre integrales de campos vectoriales en el espacio (estos se pueden
ver como casos particulares), tras estudiar las integrales de superficie.

Una curva simple es la imagen de un camino C' a trozos inyectivo. curva simple
Una curva cerrada simple en R? serd la imagen de un ¢ : [¢,b] — R?, ~

. ) urva

inyectivo en [a,b] y tal que ¢(a)= ¢(b). Una curva de estas puede S

recorrerse en dos sentidos diferentes; para indicar que una integral se G .
curva cerrada
recorre en sentido antihorario indicaremos 35

simple

Teorema de Green:

Sea DCR? limitado por dD curva cerrada simple y sean los campos escalares P,Q€C (D).
Entonces: // [Qx — P, ]dxdy = 56 Pdx+Qdy.
D oD

[La prueba se puede ver en el Marsden-Tromba; si (P, Q) es conservativo, se tiene 0=§(P,Q)ds .

Ej. Hallemos %D e*senydx+e* cosydy siendo D el rectdngulo [0,2]x[0,%]. ¥
(t,m/2)

JE0-140)dt + [T (0+e* cost -1)dt — [2 (&' -140)dt — [T/*(0-+cost 1) dt

Con Green: foﬂ/Zfoz(Zé)‘ cosy —e“cosy)dxdy = [seny]g/2 [e¥—e"] 3 =et—e?.

2/3

Ej. Calculemos el drea encerrada por la ‘hipocicloide’ x%/3 +y2/3 =g
A= [[dxdy = %éDxdy—ydx, pues Oy — P, = 2. En este caso:
¢(0)=(acos’0,asen>), 6 €[0,27] es una posible parametrizacion.
A=1[37[(acos’0)(3asen?d cos B) — (asen’8)(—3acos’Bsen )] dO

=3a 02” sen’6 cos’0dO = %az 02”[1—cos49]d6 = %naz.

Del teorema de Green se obtiene facilmente:

Teorema de la divergencia en el plano:

Sean D CR? limitado por D curva cerrada simple, f: D — R?> campo vectorial C',

y n el vector normal unitario exterior a dD . Entonces / / divfdxdy = %a f-nds.
D D

Si 9D viene dada por ¢(r) = (x(¢),y(t)) , la normal es n= W : .y
Si £=(P,Q), fapf-nds =[] [P(x(),y())y'(t) — Q(x(z),y(t) ¥ (1) ] d 80@

n
= 9%0 Pdy—Qdx Gr;enffD(Px—i—Qy) dxdy .

Ej. Comprobemos este teorema para f(x,y)=(7,y>—1) en el semicirculo r<3,0<0<7:
divE=2y, //D 2y dxdy = [F[3 2r*sen0drd® = 36. -
Para C1, si c(x)z(x,O),xe[—3,3],n:(o,—l),/C(l—y2)ds:f33dx=6.
1

Para C,, si ¢(t)=(3cosz,3sent), 1€ [0,7], ||c/(¢)||=3. Como n=(cosz,sent), G
/C.f-nds:fifoﬂ (7cost+9sen’t—sent)dr=30.
2
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