3.1 Funciones implicitas e inversas

En Matematicas se habra derivado implicitamente, pero ;cudndo una expresién F(x,y)=0,con FeC’,
define realmente una funcién derivable y=g(x) cerca de un punto (&, ¢) de la curva? Entonces seria

F(x,9(x))=0,y laregla de la cadena darfa: Fx(x,g(x))+Fy(x,9(x))g’(x)=0 = g'(a)=- I%|(a o -
(Cudndo no definird una funcién? Parece haber problemas cuando sea Fy(a,c)=0. onl
Por ejemplo, para la circunferencia F(x,y)= )(2+y2 -1=0, Fx=2x, Fy=2y,si Y=V

y=0 hay 2 funciones y=+V1-x2, no derivables ademds en los puntos (+1,0).

Cerca de los demads puntos, por ejemplo (0,1), si define una sola g(x) derivable
[aunque en ese mismo punto, con Fy=0, no define una tnica funcién x=h(y) ]

Algo anilogo sucede en R®. La superficie esférica F(x, y, z) =x?+y?+z%2—1=0 define una z=g(x, y)
de C' cuando F,=2z%0. Por ejemplo, cerca de (0, 0,—1), tal funcién es z=—y1-x2—y2.

Cuando una F=0 defina z=z(x, y), dar sus derivadas es de nuevo fécil derivando implicitamente:
Fy

F(x,y,z(x,y))=0 = Fx+F;2zx=0, Fy +F;2,=0 = zX:—F" Zy=—f .

E >
El siguiente teorema particular de la funcién implicita (demostrado en M-T) generaliza estas ideas:

Sean Fé F{’)’Jr1 F_() R )de C', F(a,c)=0 y F(a,c)#0. Entonces existe una tinica z=g(X)
x,z)— F(x,z
cumpliendo F(x,g(x))zO para x cercade a, z cercade ¢,y son g—gz% ,j=1,...,n.
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Ejemplos sobre el teorema

Cambiando los papeles, el teorema también garantiza que F(x,y)=0 define una funcién x(y) si Fx#0,0
precisa cuando F(x,y,z)=0 define seguro unan y=y(x,z) o x=x(y, z) . Que la derivada respecto a lo
que se qiuere despejar sea nula no implica que no defina una funcién (pero probablemente deJa deser C'):

Ej 1. Para F(x,y)=8x+y®eX*1=0 es Fy=8+y% e, F,=3y2e"*'=0 & y=0.
Entonces F=8x=0. El teorema afirma que hay una y(x) de C' salvo en (0, 0) .
Pero podemos despejar: y=—2x1/3¢~+1/3  funcién tnica por (0, 0) [no c' ]

En el minimo de esta funcién (1 ,—26‘2/3), F =0 si define dos funciones x(y) .
[A este punto malo podemos llegar sin despejar: 8=—y% e+ — F=8x-8=0 — 8+¢%y3=0 ]

El teorema dice que hay funcién definida implicitamente, pero no dice cudl. De hecho es mds interesante si
se puede dar. Lo méds complicado entonces suele ser hallar puntos que pertenezcan a la curva o superficie.
Ej2. Sea F(x,y)=x3+y3-3xy=0. F,=3(x2-y), F,=3(y?>-x). \ ?
Si x#y?, F=0 define y=y(x) ysi y#x?,una x=x(y) . Como Fx=Fy,=0
en (1,1), quenoes delacurva, yen (0, 0), salvo aqui la curva es funcién ol
de una de las variables (en casi todos los puntos, de las 2). Hay problemas si:
x=y? = F=y3(y3-2)=0 — y=2'% - (22/3,21/3)~ (159,1.26) ,
punto en que hay dos funciones y(x) [y en el punto simétrico para x(y) ].
Dibujo de la curva con el ‘implicitplot’ de Maple:

En el resto de puntos, aunque la y(x) € C' no sea calculable, podemos saber muchas cosas de ella.
Por ejemplo: y=x — 2x3-3x2=0 — (0, 0) y (3/2,3/2). Hallemos en el segundo la recta tangente:

2 2 _ 3)_x2-y _ 3
302-) 43020y’ =0 =y (§)=5h =1 = =t B)= 0w,
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Un ejemplo en R®

Ej 3. Seala superficie S definida por F(x,y, z) = y?+x3+xz% —-2z% =1 Sus parciales se anulan cuando:
VF=(3x2+22,2y,22(x-32))=(0,0,0) & x=y=x=0.
Como el punto (0,0, 0) no pertenece a S, cerca de todo punto suyo (con una parcial no nula) se
puede ‘despejar’ alguna de las variables, definiendo una funcién C' (y tendra plano tangente).
En concreto, seguro que existe z(x,y) si Z#0 y x#3z. Habra problemas con x(y,z) si x=z=0
(e y==1 por tanto). Y los tiene y(x,z) si y=0 (se puede despejar y=++/" y esto los confirma).
Hallemos el plano tangente en (1,1, 1), que pertenece claramente a la superficie: 1+1+1-2=1.

Lo mds corto esusarel VF=(4,2,-4) quenosda (2,1,-2)-(x—-1,y-1,z-1)=0, z= X+y % .
Ahora nos basamos en las formulas que se deducen de la derivacién implicita:

,’i’;—% y zy= Iiy:%,queenelpumo (1,1,1) pasanavaler 1y %

Zy=—
Asi que, con la otra férmula de 2.1 (para campos despejados): z=1+(x—1 )+l (y—1), como antes.
Mais formas no sencillas. Despejemos ahora y en vez de z y sigamos con formulas de 1mp11c1tas

1,1,1
Ye=— 3x2;z Vo= M( )_2 2. y=1-2(x-2)+2(z-1).

Incluso se puede ahora dar y derivar su expresién y=V1—x3-xz2+223
[Ilustramos los argumentos con otro dibujo de Maple utilizando el ‘implicitplot3d’.

Se obiene esa especie de ‘sillén’, los tres puntos analizados aparecen en rojo y el
plano tangente de arriba en verde].

[El teorema general de la funcién implicita estd en los apuntes].
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Teorema de la funcion inversa

Una f:R—R derivable con f’(a) #0 tenia inversa f~! en un entorno de b=f(a).

Estudiemos cuéndo la tiene f: DcR"— R" .
(Ug5--5Up) = (X1 5.00Xn) ot /0 o /0
_ Uy - U
X1,T,f1,(,L{1,’,',.,.,’,un) x:f(u) M:Jf: 1: 1 1: ! jacobiano a
Xn=Tn (U4 un) | © O, Un) ) y def.
Ofn/BUy - - - Ofn/OUin v f |
020
Sea f: DcR"— R” de C', acintD, f(a)=b y Jf(a)+#0. 24—
(U1 5-+5Un )= (X1,--,Xn)

Entonces x=f(u) es resoluble en forma tinica como u :1‘1(x) ,

[Que exista no significa
con f~1 también C', para u cercade a y x cercade b.

que se pueda dar ' ] .

Ej 6. {x:au+bv

Podemos despejar u e v enfuncionde x e y, a(xy) _
y=cu+dv °

a
es decir, existe la funcién inversa f~1 cuando: a(u,v) —

b
- g|=ad—bc#0.
[En este caso la inversa el global en todo R? y no sélo en el entorno que asegura el teorema] .

. X=u axy) 1o
Ej8. {y:vz ¥ 0X7) _‘0 v

= 2v = existe f~! en un entorno de la imagen de cada (Up,Vp) , Vo #0

(Por qué fallan las cosas en v=07? f lleva cada pareja de
rectas V=x+k alamisma recta y=k? . En ningin entorno de
f(uo, 0) = (Up, 0) es inyectiva y no existe la 1.




3.2 Extremos de funciones escalares

En R, los a interiores con f’(a)=0 (y los puntos sin derivada) eran candidatos a extremo local (aunque
podian no serlo). Si ademds f”’(a) >0 era minimo y maximo si era menor que 0. También muchas veces
los extremos de una f sobre intervalos cerrados se daban en sus extremos. Generalicemos estas ideas a
campos escalares en R". Las definiciones de extremos absolutos y relativos son iguales:

El valor maximo (o mdximo absoluto) de f sobre un conjunto A se toma en un punto a si es
f(a) > f(x) para todo x € A. Tiene un maximo local (o relativo) en a si existe un entorno B, (a)
tal que f(a) >f(x) paratodo x € B;(a)NA. Andlogamente se define minimo (absoluto o local).
Maiximos y minimos se llaman extremos de f.

Veamos la grafica de la derecha de una f en el rectangulo A=[-1,1]x[0, 2].
[En concretoes f(x,y)=(y—1 )e4y’2y2— 3x2 que trataremos en un ejemplo] .

El méximo absoluto parece estar en (0, %) (ahi también habrd maximo local).
El minimo se toma, segtin el dibujo, en dos puntos de JA: (i‘], %) . Se ven
ademds, por ejemplo, un méximo local en (0, 0) y un minimo localen (-1, 2) .

Se observa que en (0, g) las derivadas parciales se anulan. Y lo mismo sucede
en (0, %) aunque en ese punto no hay ningtin extremo (ni siquiera local).

Teor 1. ‘Sif es diferenciable en a€intD y f tiene extremo localen a = Vf(a)=0. ‘

Pues f(ay, ..., X, ...,ap) tendrd un entremo en x=a interior = fx, (a)=0.

A los puntos en los que se anula Vf (todas las parciales) se les llama puntos criticos de f .




Distinguiendo méximos de minimos en R?

Aqui es mds complicado que en R ver lo que pasa en los puntos criticos (por ahora sélo se sabe que el plano
tangente es horizontal). Comencemos viendo que puede ser Vf=0 y no haber ningin extremo

Ej 1. Para h(x, y)=y?—x2 silla de montar) es Vh(0, 0) = (—2x, 2y)|<O 0=(0,0)

pero no tiene extremo local en el origen [h(O, 0) =0 y cerca hay puntos

h(x,0)=-x? de valor negativo y otros h(0,y) =y? con valor positivo] .

En el siguiente ejemplo, el punto critico si nos proporciona un maximo:

. _q1_0y2 _,2 [Lascurvas de nivel de f son elipses giradas
E-] 2. Sea f(X, y) =1-2x >Xy=y©. (hay término Xy ) y no son féciles de pintar].
Los cortes con los ejes son: x=0 — z=1-y?, y=0 — z=1-2x2.

s fy=—4x+y=0
Su punto critico lo da {fx—x 2y};0 — x=0, y=0. Para ver lo que es:

f(x,y)=1- —x -(3 y) = f(0,0)=1 valor mdximo absoluto en todo R?. ’ g

Pueden aparecer infinitos puntos criticos y pueden no ser extremos estrictos (campo de 1.2):

Ej3. g(x,y)=(x—y)?. A la vista de la grifica (o de la propia funcién) es claro que
posee infinitos minimos (locales y absolutos): todos los de y =x . Los detecta Vg:
gx=2(x-y)=0, gy=2(y-x)=0, cuando y=x.

Y, por dltimo, como en R, pueden existir extremos locales en puntos sin derivadas parciales:

Ej4. k(x,y)=+/x2+y? (parte superior de la superficie cénica z2=x2+y?) en (0, 0)

no tenfa derivadas parciales. En los otros puntos si, pero es Vk= (-2 vl \F>

Y claramente k tiene un minimo (local y absoluto) en el origen.
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El Hessiano (para n=2) (n=3 en apuntes)

(Cémo distinguir en R? si en un punto critico a=(a, b) de una f(x,y) € C? hay un mdximo, un minimo
o ninguno de los dos? (se dice en este caso que hay un punto silla). En los apuntes se deduce este teorema:

fox
Sea Hf =fyxfyy —12, = [* % ] i
WYX " iy fy Hf>0, fi>0 = f tiene minimo local en a.

Sienel punto a es fy=f, =0 y ademdses Hf>0, fxx <0 = f tiene maximo local en a.
Hf <0 = f tiene un punto sillaen a.

hessiano de f .

[Cuando Hf=0, el teorema no dice nada y puede pasar de todo en un entorno del punto].
Ej 5. Aplicamos el teorema a los ejemplos 1,2y 3: Hh(0)=-4 = punto silla, como vimos.
Hf(0)=7, fxx <0 = maximo. Hg(x,x)=0, y el teorema no dice nada de los minimos.

[En un a con Hf=0 puede haber extremos estrictos. Como f(x, y)=x*+y* con claro ml'nimo].
fi=3x2-3=0, x=x+1
fy=2y—4=0, y=2

En (1,2), Hf, fxx >0, miimo [f(1,2)=0]. Hf(-1,2)<0,silla [f(-1,2)=4].
A lo mismo se llegaria desarrollando por Taylor en torno a ambos puntos:
fOGY)=8(x=1)2+(y=2)%+ -+, f(x,y)=4-3(x+1)%+(y-2)%+- -
[El minimo local 0 no es absoluto, pues f toma valores negativos:
por ejemplo, f(x,0)=x%—-3x+6,y en particular f(-3,0)=-12 ] 2
Ei7. 100y)=y = (e-y)?. (P70 0  0.0). HIO)=[F
Pero f(x,x)=x%y es punto silla [cerca del origen toma valores mayores y menores que f(0)=0 ]

Ej6. Sea f(x,y)=x3+y?—3x—4y+6. { . fx=6x, £y =0,f,=2= Hf=12x.

;
’ =0, no nos informa.




Extremos absolutos en un conjunto A

Teorema famoso: ‘ f continuaen A compacto = f alcanza su mdximo y su minimo en A. ‘

Ejl1l. f(x,y)=5— 2+ 5 ,(0,0) =7 (discontinua), no tiene maximo en [0, 1]x[0,1].

No tiene ni maximo ni minimo en todo R%. En [1,2]x[0, 1] (en ese compacto
si es continua) los alcanza seguro [claramente el maximo 1 sedaen (1, 0), punto
mas proximo al origen, y el minimo % en (2, 1), punto mas lejano].

La estrategia para hallar extremos sobre compactos A es similar a la que se utilizabaen R:
e Encontrar en intA los puntos criticos y los puntos en que no existan las parciales.
e Localizar los extremos de la funcion sobre dA (quizds con ‘multiplicadores de Lagrange’).
o Comparar los valores en todos estos puntos.

Ej 12. Encontremos los extremos de f(x,y)=(y—1) 2% _3x2 en [-1,1]x[0,2] gé";;?;i’ctl‘:f;)

fr=—6x=0 — x=0.
f,=(~ay?+8y—3) e 2?20 — y=1 3 Fnesospuntos: F(0,3)=-3¢¥%1(0.,3)=3¢%2.

Ademads f(x,0)=-1-3x? tiene por valor méximo f(0,0)=—-1 y el minimo es f(+1,0)=-4
f(x,2)=1-3x2 tiene por valor maximo f(0,2)=1 y el minimo es f(+1,2)=-2
f(£1,y)=(y—-1)e¥~ 2/%_3 toman valores entre ——63/2 3 y e3/2-3.

Comparando todos estos valores se deduce que el valor mdximo es 5 es/ 2 y el minimo —% e3/2-3.
e%2].

[En todo R? no alcanza su minimo, pues, por ejemplo, f(X, O)X %, pero si es maximo global %
— oo




Otro ejemplo y los multiplicadores de Lagrange

Ej 1b. Hallemos los extremos de h(x,y)=y?—x2 enel A dado por x2+4y? <4.
h no tenia extremos en el interior y méximo y minimo estardn en 0A.
Nuestra elipse se puede describir como: (2cost,sent), t€[0,2x].
Sobre ella, la h vale h|ga= 4 sen’t—cos?t =g(t), g’ (t)=5sen2t.
Los mdximos de g se dansi =0, 7 y los minimos para t=7, 37” .
O sea, h(0,£1)=1y h(£2,0)=-4 son los extremos de la h en A.

[Viendo las curvas de nivel de h y la elipse, la conclusion era clara].

Una técnica alternativa para buscar extremos condicionados’ (de f sometidas a condiciones g=K) es
mediante el cdlculo de los llamados ‘multiplicadores de Lagrange’:

Sean f,g: DcR"— R de C', Sel ‘conjunto de nivel’ g(x)=K, aeS e
Teor. | interiora D y Vg(a)#0. Si f|g (f restringidaa S’) tiene un maximo o
un minimo en a entonces existe un nimero real A tal que Vf(a)=4Vg(a).

El teorema da n+1 condiciones para hallar 2 y las n coordenadas de a:las n /| WAV
de los gradientes y ademds g(a) =K . No se prueba, pero lo justificamos en R?:
el mayor C parael que es g=K, serd aquel en que las curvas de nivel f=C y la
curva sean tangentes, o sea, para el que los gradientes sean multiplos uno de otro.

Ej 1c. Hallemos los extremos de hlg, h(x,y)=y2—-x2 y S laelipse x°+4y2=4.
2X(A+1)=0 — x=0 6 A=-1
Vh=AVg & (-2x,2y)=1(2x,8y) y ademds g=4 — { 2y(4a-1)=0 | y70

2 2= =+ =+
[En los puntos que da el sistema son tangentes S y las curvas de nivel]. X“+4y==4 y=x1 X=+2
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Dos ejemplos finales de multiplicadores de Lagrange

Los multiplicadores de Lagrange permiten resolver problemas abordables por otros caminos. Algunas

veces acortan los cdlculos y otros los alargan (por ejemplo, si la restriccion es de expresion sencilla):

Ej 14. Hallar los puntos de la curva 3y?2=21+20x—x* situados a mayor y menor distancia del origen.
[Exislen porestar X e y acoladas] . f(X, y) :X2 +y2 con g(X, y) :X4 —20x+3y2 =21.

4ax3 -2x-201=0 x=2
(2x,2y)=(4x>-20,6y) , g=21 = { 2y(31-1)=0 > y=0 6 2=4 T |
3y2=21420x-x* x=-1,3 y=+Vi5 - ’

f(=1,0)=1 (minimo), f(3,0)=9, (2, +V15)=19 (maximos).

[En estos ejemplos no era Vg(a)=0 con a€S. Si lo fuera, viendo el teorema, se incluirfa entre los candidatos].

Hay otra forma de obtener el mismo conjunto de ecuaciones Vf(Xx)=AVg(x) y g(x) =K : pensando en la
funcién L(xq,...,Xn, ) =f(X)—Ag(X)—K, con A como una variable mds, y haciendo VL= 0, pues de
esto salen las mismas ecuaciones. Operamos asi en este ejemplo en R3:

Ej 16. Hallemos los maximos y minimos de f(x, y, z) =x+y?+z sobre la superficie 2x°+y2+2z°=1.
Los extremos existirdn por ser f continua y ser la superficie (un elipsoide) un conjunto compacto.
Consideremos L=f—Ag = x+y?+z — 1(2x®+y?+ 22?2 —1) y hagamos VL=0:

Ly=1-41x=0, x=

L _ 1 1 1 19 1 1 1
4/!} y=0 — Mj+ﬁ_1’ﬂ_i§_)(5’0’5)’(_5’0’_5)
Ly=2y-22y=0, y=0 6 1=1 — 7 5
1 A=1 > x=z=1 1421 (1,f3,1),(1, j,l),
L,=1-41z=0, z=,- 101 4-2°4)- 3721
> 2 .2 4 1 1 1 1 1 V3 1\_5
La=2x4y2+222-1=0 f(3.0,3)=1,1(= 3,0,—3)=-1.1(3.£%.3)=3
Por tanto, el valor minimo absoluto es —1, y el valor maximo es % (que se alcanza en dos puntos).
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