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Integrales dobles. Definicion poco practica como en R.

f(x,y) acotada en rectangulo R = [a,b] x[c,d]. Se divide R en
otros nxn.Sellama My y my al supremo e infimo de f encada Ry y

n n
sumas superior ¢ inferior a: Up=" My AxAy, Lo=" my AxAy.

ik=1 ik=1

Si las sucesiones {Lp} y {Up} tienden al mismo limite, se
dice que f es integrable, al limite se le llama integral de
f en R y se representa por ffo 6 [/H f(x,y)dxdy.

S

plano z=0 en R,y en general (como en R), serd la suma de volimenes
con signos + o — adecuados. Y como sucedia alli:

Teor

Para calcular integrales dobles no se usa la definicion. Basta hacer dos integraciones
sucesivas de funciones de una variable, como dice el siguiente teorema (de Fubini):

if>0, //R f describird el volumen encerrado entre la grifica de f y el

Sila f acotadaen R es continua o discontinua como mucho en un ndmero finito
de puntos y gréficas de funciones continuas, entonces f es integrable en R.

f continuaen R =>//Hf =/cd[/abf(x,y) dx]dy:/ab[/cdf(x,y) dy]dx.

A y=cte/"

Para y constante A(y) = fab f(x,y) dx esel drea de una seccion del sélido acotado por la gréfica

de f. Integrando A(y) se tiene el volumen ffR f= /CdA (y) dy . La otra igualdad es lo simétrico.
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Primer ejemplo e integracion sobre otros recintos D sencillos

Ej1. Sean R=[0, 7] x[0,1] y f(x,y)=ysenx. Calcular esta integral es ficil:
1 2 1 _
//szfon[/o ysenxdy|dx=[[" [L570 ] dx= )7 S0X ax =1 =1

O bien: .//nf:f()1 [/O"ysenxdx]dy:f()1[—ycosx]gdy:fo1 2ydy=1.

[Hay que tener en cuenta en cada paso cual es la variable y cual se mira como constante].
[Dejamos de escribir corchetes entre integrales pues usualmente no se hace].

Otros D mds complicados se dividirdn en varios de esos tipos y se sumardn las integrales]:

i) f continuaen D={(x,y): a<x<b,c(x)<y<d(x)}, con
. brd(x)
c<d continuas en [a, b] :>//D f —/afc(x) f(x,y)dydx.
ii) f continuaen D={(x,y): c<y<d,a(y)<x<b(y)},con
. drbly)
a<b continuas en [c,d] =>//D f _./c/am f(x,y)dxdy.

Cuando x varfaentre @ y b, y varfaentre ¢(x) y d(x) . Similar para ii).

Sif>0, //D f describe el volumen del sélido encerrado entre la gréficade f y el plano
xy sobre laregién D. Si f(x,y) fuera la densidad variable de una placa D, la integral
doble representaria la masa de la placa. f/b 1 proporcionara el area de D .
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Mas ejemplos

Ej 3. Integremos f(x, y)=x cos(x+y) sobreel D del dibujo: T P
X T
//D f :fo /0 x cos(x+y) dy dx :fo X [sen2x—senx] dx )= / o
=[x(cosx—F cos2x) |+ ;" [ 3 cos 2x —cos x| dx =— 3 . D
O, mds largo en este caso, integrando primero respecto a X : 0 =0 7

[/ f :/n/nx cos(x+y) dx dy pages ”[—7r seny —cosy —y sen 2y —cos 2y | dy:—?’T’r .
D o 0
pré6. Hallemos ffD(y 2X)3 dx dy, siendo D el cuadrildtero de vértices (0,0), (1,2), (0,2), (-1 0)

Mis corto: // (y—2x)%dxdy= / Huy- 2x)4]§g Jdy= /0 2dy=4.

[Integral de una constante = constante X longitud del intervalo]
Peor: /Oj2X+2(y—2x)3dydx+// (y-2x)%dydx=---=4.
-1Jo 0J2x
Ej 4. Para integrar sobre D limitado por y=|x|—-1 e y =x?/2 se debe dividir:
Mejor ast: [, =%/ /Zf(x y)dydx+ [ 214 £(x, y) dy dx .
Primero integramos f =1 y obtendremos el drea de D:
A= f/D1_L +x+1 dx+/O T—x+1)dx_—+g—5

3737 38"
[Igud]es pues f 1 paren x y D simétrico respecto a X =0. Bastaba hacer 2/(']21

Ahora f(x,y)=3xy2: [J,f= f [xy2]")" i dx+f0 [xy2]% /4dx=~~~=—i &=

[Se anula por ser f impar en X y D simétrico respecto a x=0. El ‘volumen negativo’ de X <0 se cancela con el positivo de x >0 ]
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Cambios de variable. Cambio lineal.

. b ’ _ r9(b) 1
Generalicemos fa f(g(u)) g’ (u)du —fg(a) f(x)dx, geC'(la,b]). > \
Si g inyectiva (creciente o decreciente) en [a, b] se puede escribir: \

Jlam o) g @] du = (g, 00 dx. S
En el plano para hallar [[, f(x.y) dxdy se hace 9 AT I : ’
plano p pf(X.y)axady (W)= (x(uv), y () "

buscando que el nuevo recinto D* o la nueva funcion a integrar sean mas
sencillas. Se demuestra el teorema:

Si g:(u,v)— (x(u,v),y(u,v)) es C', inyectivaen D*, g(D*)=D y f es integrable,
— 9(x.y)
entonces //L; f(x,y) dx dy—//D*f(x(u, v),y(u,v)) |W| dudv.
[El jacobiano viene a medir como se deforman las dreas al pasar a la nuevas variables].

cambio lineal: {;zg‘:’:‘g“’/ . Si gEZ};; :‘é g‘:AD—BC;&O define biyeccién de R? en R?,

— //D f(x,y)dxdy = |AD-BC| //D* f(Au+Bv, Cu+Dv)dudv |.

Ej 6. Hallemos // (x-y)2e*dxdy, con D el cuadrado de la figura.
D
La forma de f y el recinto sugieren: {it{/it‘jl = {ﬁfﬁivv)//zz .
Las rectas que definen los lados pasan aser: u=0,1, v=0,1.

172 1/2|_ 4 _1 (' 2 et
12 42~ E.Luego//D—E/O/ovedudv—T.

El jacobiano es
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Cambio a polares (el que mds aparece)

X=rcos 6 . . LAy _
{y:rsen FRE El jacobiano es: o) =

cos @ —rsen @
=r(cos?@+sen@)=r.

sen @ rcos @

Y el cambio adopta la forma: // f(x,y)dxdy :// rf(rcos@,rsen@)drdo
D D*

(Qué conjuntos D son D* sencillos del plano r@ ? Un rectdangulo
[ri,r2] X[, B] pasa a ser un sector de corona circular limitado
por circunferencias de radios rq , o y rectas de pendientes «, 3.

Ej 8. Hallemos ffD\/4—X2 —y2dxdy, con D el sector circular del dibujo: y
/202 _2,3/2
// rNa—r2drdo :/ / r(4—r2)1/2drd0 ?%[7(4 )% ]2 = 4n
D* o Jo

-3 0 3
2 o
la /0 no depende de 6 octante de esfera

El cambio no es inyectivo en el lado izquierdo del rectdngulo D* (todos los puntos con r=0 van /2,
al origen), pero los cambios son vilidos aunque falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas. D

Aunque el integrando es sencillo en cartesianas, el recinto pide usar polares: 2

Ej 9. Calcular la integral doble //D (x—y)2dxdy,con D semicirculo dado por x2+y?2<4,x>0.

En polares, (rcos —rsen6)2=r2(cos?6+sen?6—2send cosd)=r2(1-sen 29).
L (1= sen26)drde =4 ["/2 (1- sen26) d6 = 47

/2 Tpor el jacobiano (es impar)

2 pofa-y2 2
Largo: [2/0 (x®—2xy+y?) dxdyz[z(y3—4y+§(y2+2)\/4_y2)dy: e
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Mas integrales con cambios

El recinto no parece adecuado, al no estar limitado por curvas r=cte, pero la f las pide:

Ej 11. Integremos f(x,y) === 2 y2 ,sobre x2+(y—1)2<1,y>1 (semicirculo).

y=rsen@=1— r=1/sen 0, x2+y2=2y,r®=2rsen — r=2sen 6.
37/4 p2sen O 2 3r/4
f / Esend gr g = / ‘(2sen?0- 1)d9_—/ cos26d6=1.

1/sen 6 /4

Pequefias modificaciones del cambio a polares:

Ej 14. Hallemos [J, y dxdy, D regién dada por (x—1)2+y2<1, y>0.

x=1+ucosv, con 200 _
y=usenv, A(U,v) " |senv wcosv|

(x=1)2+y°=1 5 u= Te 2
Como >0 para ve [0, 7] //y //u senvdudv_
Aunque la integral no es complicada en cartesianas (de las dos formas) y en las polares habituales:

Vo 2
/2/ # Xydydx=1/ (2x-x2)dx=2. //11/114 ydxdy=/012y(1—y2)1/2dy=§.

2cos 9

/2 /2 2
xX24y?=2x - r= 2cos€—>/ / sen@drd9:§/ c05395en9d9:§.
0

cosV —UsenV

Polares centradas en (1,0) :

Ej 15. Hallemos el drea A de la elipse % z + _1 Modificamos el cambio a polares:

{x:arcosé)

y=brsen " J=abr. Laelipse pasaaser r=1— A:/ / abrdrd@ = nab.
= o Jo
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Mas aplicaciones de las integrales dobles

Ademds del area de D [A= ffD ax dy] y volumen en D bajo la grafica de f positiva [ V= /fD f]
es V= /fD (g—f) dx dy el volumen sobre D entre las grificasde f y g acotadas, si f<g.
El promedio de una magitud f sobre D es f= % f fo
Si o (x,y) esladensidad de una placa D, su masa es M:f/D o(x,y)dxdy.
El centro de masa de la D es el punto ()_(, ¥) de coordenadas X= %/fD Xo,y= %/ny(r
[se llama centroide si o =cte, y serd X= %ffD X, y= %/ny (el promedio de sus x e y )].

Ej 18. Calculemos el centro de masas de la region del primer cuadrante dada por X

x?+y? >4, x+y <3 ycuyadensidad es o (x,y)=xy.

Lamasaes M= '//ﬂ xydydx+/27037xxydydx:-~-:F‘.

La X yla y seran iguales por simetria de la regioén y de la densidad.

M Xx //nydydx+// xydydx———>x =y= ﬁqw

Ej 19. Hallemos la distancia media de los puntos de un circulo de radio 3 a su centro.

2m p3
97 es el drea del circulo y la distancia r. Luego Omedia = 91—”'/ / rPdrdo=2.
o Jo

Hallamos ahora la media para otra distancia: d*((x,y), (a,b))=|x—-al+|y—b|.
(caminando paralelos a los ejes)
La distancia al origen aqui es r(|cos 6|+|sen 8]) y por tanto:

. 1 2n r3 > 4 /2,3 > 8
dmedia:ﬁfo /0 ré(] cos @]+| sen t‘)l)drdt‘):ﬁ/0 /0 r#(cos f+sen 0) drd@= 2 (>2,claro).
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4.2. Integrales triples

Como para n=2 se define ffP f para f(x,y,z) acotada en un paralelepipedo P=[a, b]x[c,d]|x[p,q].
Serd un ‘volumen’ de un ‘sélido’ en 4 dimensiones de ‘base’ P y ‘altura’ dada por f (o lamasade V si f
es su densidad). La integral se calcula como alli:

[0 las otras 5 iteradas

d b
f continuaen P 2/// f=/q// f(x,y,z)dxdy dz intercambiando los
P p Jc Ja papelesde x, y, z].

Ejl. Si f(x,y,z)=2yz—x y P=[0,1]x[0,2] %[0, 3] es:
1723 1,2 1
Met=f o Jo Qrz=x)dzdydx = [ [;"(9y—3x) dy dx = [ (18—6x) dx = 15.
O podemos hacerlo, por ejemplo, con este otro orden de integracion:

[t :/03f02f01 (2yz—x) dx dy dz :foajoz (2y. —%)dydz:fos(4z—1)dz =15.

También se puede integrar en recintos V c R® mds generales.

SiV={(x.y.z):a<x<b, c(x) <y <d(x), p(x.y) <z2<q(x.y)},
con f continuaen V, c,d continuas en [a,b] y p,q continuas en
D={(x,y):a<x<b,c(x)<y<d(x)}, serd:

/[/v f :/ab/C:()X)/pi(:)y)f(x,y,z) dzdydx.

Andlogas férmulas se obtienen variando los papeles de x,y, Z.

Cuando f=1,1la f/ v dx dy dz describe el volumen de V. be
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Ejemplos de integrales triples en cartesianas

Lo més dificil es dibujar las graficas o al menos hacerse una idea de ellas para saber cudles de las funciones
que definen los recintos son mayores 0 menores.
2

Ej 2. Calculemos ffvx dx dy dz, con V regién acotada por los planos:
x=0, y=0, z=0, x=1, y=1, x+y+z=2.

En [0,1]%[0,1] estd z=2—x—-y por encima de z=0.

[//dex dy dz =/7y2_X_yx dz dy dx =/1/1 (2x—x2—xy) dy dx

:/ (2x-x2-x|% ] ) dx / (B -x¥)dx=3.
0
O un poquito mds corto cambiando el orden de dx y dy . El primer paso es igual, y luego
f/ (2x—x%—xy) dx dy / 1————y dy = ———:%
Ej 4. Hallar ffv e? dxdy dz, con V sélido limitado por x=0, x=1, :
y=0, y=1, z=0 y la superficie z=2-x2. =2y
En [0,1]1x[0,1] es z=2—x2>0=z (ni se precisa el dibujo). !
101 p2-x2 101 5 L
= Zdlz dy dx = 2°_1] dyd 1
///v/o/o/o xezyx//x[e | dy dx 5
:/01[xe2’(—x]dx— 1e? x +x2] =1(e2-e-1). y

[Si fuese e la densidad del s6lido V habriamos calculado su masa con el cdlculo anterlor]

10/12
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Cambios de variable e integrales en cilindricas

Parecidos a los del plano son los cambios de variable en el espacio:

Si g: (u,v,w) — (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) es C', inyectivaen V*, g(V*=V
y f integrable = //j f(x,y,z) dx dy dz —/[/ (a(u,v,w)) |g((55 j/))ldudvdw.

Los mads interesantes son los cambios a cilindricas y esféricas.

Cilindricas: X=rcos @ Polares del plano xy mds la coordenada z.
) =rsené |.
r=0,0<6<2n {}zlzz Se cumple r=+/x2+y2, tan =%
. . a(xy.z) _rcos 0 rsenf 0O
El jacobiano es Brigz) =|rsen@ reoso 0 =[r],y, por tanto:
o 0 0

/// f(x,y,z)dxdydz :/// rf(rcos@,rsen6,z)drd6dz
v v+

[Util para integrar sobre cilindros y més superficies de revolucién].

Ej 7. Integremos la funcién f(x, y, z) =zeX-# sobre el cilindro x2+y2 <4, 2<z<3.
3p2np2
[ ze axayaz=[ [ rzedardoaz=252n ] s o= 55 (e*-1). 2
4 2J0 J0 Tjacobiano i
Es lo mismo que integrar en z y hacer luego el cambio a polares.
En cartesianas salen primitivas no calculables: / %0 o f Xy 2oly.
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Integrales en esféricas

Esféricas: { x=psengcosO | p=4/x2 +y 2+72=Nr2+22,

r>0,0<¢<n y=psen ¢sen 6§ tang=%, tan ¢=1
0<6<2rm Z=pcos ¢ [con notacién de libros de matematicas].
sen ¢ cos @ —psen ¢psen O p cos ¢ cos O
aa((xigf;)—sen¢sen9 psen¢cos@ pcos@senf|= -:—pzsen(ﬁ.
£ cos ¢ 0 —psen ¢

Luego: ///f(x,y,z)dxdydz:ﬁ p2seng f(p,0,¢)dpdpdo
v v

En esféricas, 6 =C esun plano, p=C describe una superficie
esféricay ¢=C una cénica. El recinto mas sencillo de todos,
desde luego, es la propia esfera que tantas veces aparece.

Ej 8. Hallemos el volumen de la esfera unidad de varias formas. Dificil en cartesianas.

En esféricas: vol :/bj/j/npz sen pdpdpdl = 27r[—cos ¢]g[%p3];:%r . "
o JoJo )
z En cilindricas hay dos caminOS' M—
VA vol /2"/ / o dzd = 2m / 122 gpm "
vol=/02"/0/ 17 rdzdrdo =2z [['2rVT—r2dr = 4% .
1 ‘1—y/\ -

1-x2-y2
En cartesianas sélo planteamos la integral: vol =8 / / dzdxdy =---
0Jo 0
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