5. Integrales de linea. 5.1. De campos escalares

Una funcién vectorial (que también llamaremos trayectoria o camino)
erauna c:[a,b] —>R", c(t)=(x1(t), ..., Xxn(t)), cuya grifica era una
curva orientada C en R"y ¢/(t)= (X7 (1), ..., xp(t)) dabael vector
tangente a la curva. Se dice ¢ € C' si es continuay ¢’ existe y es continua
Vte (a,b).Serd C' atrozossi C es continua y se puede dividir [a, b]
en un niimero finito de subintervalos siendo C' en cada uno.

Ejl. c: [0, 5] — R? con ¢(t)=(2cost,2sent) es trayectoria C'
pues ¢’ (t)=(-2sent,2cost) existe Vte (0,%).
c.:[0,2] = R2 con c.(t)=(t,V4-12), ¢/ (t)=(1,-t(4~12)""/?)

es otro camino C', que describe esa misma curva (en sentido opuesto).
Se dice que ¢ y c. son dos parametrizaciones de la misma curva C.

Hay dos tipos de integrales de linea: de campos escalares y de vectoriales. Comencemos con las
integrales de campos escalares a lo largo de curvas:

Sea ¢(1): [a,b] = R" camino C'ysea f uncampo escalaren R" tal que f(c(t))
es continua en [a, b]. La integral de f sobre ¢ (o0 alo largo de ¢) se define:

[ fas E/abf(c(t))||c’(t)|| at.

Si ¢ es C! atrozos o f(c(t)) continua a trozos, se se divide [a,b] en intervalos
sobre los que f(c(t))|| ¢’ (t)| sea continuay serd fc f ds la suma de las integrales.
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No dependen de la parametrizacién

Ej 1%. Si f(x,y)=xy? y ¢, c. son los de antes, las integrales a lo largo de los dos caminos son:
e’ || = V4 sen?t+4 cos?t =2, /C fds :/On/z 16 costsen?tdt = ﬁ senst] /2_ ? .
2l — 2 (24 42y_ 2 2 2\3/2 16
||c*||—,/1+4 2= Jo fds=Jt(4 t)m 2(4-12)32]2= 15
No es casualidad que ambas integrales coincidan. Se prueba que:

Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces fc fds =fc fds E/C fds. ‘

Teor

La integral de linea de una f escalar no depende de la parametrizacién, sélo de la
curva y es licita la notacién fC fds (integral de f sobre C) donde ¢ no aparece.

Laraiz de lanorma hace que el cdlculo de estas integrales sea complicado (salvo para curvas sencillas)
y no es raro que aparecezcan integrales no calculables. [Con los campos vectoriales no ocurrird esto].
Ademds de las circunferencias, también suelen ser ficiles sobre segmentos:

Ej 2. Calculemos la integral de la f(x, y) =xy? ahora sobre el segmento que une (0,2) y (2,0).
Podemos parametrizarlo utilizando que pertenece a larecta y=2—-x:
c(x)=(x,2-x), x€[0,2]. ||’ )I=]I(1,-1)[|=V2 —
f.fds :f02 V2x(2-x)2dx =V2 [2x2 - %x3+%x4]§: iv2.
O también con la expresion para los segmentos que conocemos desde 1.1:
c.(t)=(0,2)+t(2,-2)=(2t,2—-2t), te[0,1] [doble velocidad].
el (Dll=2vV2 - [, fds= 16(/0 t(1-1)2dt=16V2[} - £+ 1] =% V2 [debe salir lo mismo].
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Interpretaciones de estas integrales

Sea primero f=1. Si c(t) describe una particula, al ser ||¢’(t)]| la velocidad escalar, ds=||c’(t)|| dt
dard la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo dt’ y por tanto:

L= fc ds = fab ||e’(t)]| dt representa la longitud de la curva C definida por c.

Veamos como queda la férmula para la gréfica de una funcion y=f(x) enun
intervalo [a, b] . Una parametrizacién claraes ¢(x)=(x,f(x)), x € [a, b] .
Y como ¢’(x)=(1,f'(x)), lalongitud pasa a ser

b 6 4 =
L :/ T+ 1700 2 ox . [Formula ana.loga para X. /f.(y) .
a

En general, integrales d1f1c1les].

Ej 3. Hallemos la longitud de la curva dada por la funcion vectorial ¢(t)= (21‘2 t3) te[-1,1].

v

y ¢ (t) = (4t,312), L= 2/ tV16+92 dit = 2 (16+912)°/°| = 122 ~ 452,

« O con la parametrizacion (2x, x3/ 2) , x€[0,1] (y utilizando la simetria):

= L:z/o1 4+97de:%(16+9x)3/2] 2 [125-64].

-1

Si f es un campo con f(c(t)) >0 Vte[a,b], /c fds : ‘ Se020)
representa si n=2 el drea de la valla de altura f(x, y) @ y
encada (x,y) delacurva C, pues un ‘diferencial de !

valla’ tiene por drea f(c(t)) ds = f(c(t))||c’ ()| dt. =07 (0) —

Pepe Aranda integrales de linea - 3/12



Mas ejemplos

0,1-1), te[0,1]

Ej 5. Integremos f(x,y)=x—-y sobre la curva C' a trozos c(t):{(t—1 0). te[1.2] -

Integramos sobre cada segmento y sumamos el resultado.
Sobre el vertical, f(cq(t))=t-1, ||c; MN=1O,-NHj=1 —
i fds=fl(t-1ydt=3-1=-1. 10
Sobre el otro, f(ca(t))=t-1, [lc;(D)II=1, fcz fds :/12“_1) at :%' !
La integral total es, por tanto: fcfds :fc1 tey= —% + % =0. -

[El 4rea de la valla positiva sobre el eje de las x se cancela —
con el drea de la valla negativa sobre el eje de las y ]. X

Otro significado de las integrales de linea de campos escalares: si ¢(t)
describe un alambre (en el plano o el espacio) de densidad variable
dada por o (x), la masa del alambre serd M= fC ods.
Un ejemplo de longitud y masa calculables exactamente en el espacio:
Ej 6. Sea el alambre en forma de hélice ¢(t)=(cost,sent,t), te[0,2x],
y de densidad variable o (x,y,z)= x2+y2422 .
Como || ¢’||=V2, sulongitud es L :/Ozn\@ dt=27V2~89.
Su masa: M:\/5f027r (cost+sen?t+12) di=V2(2n+8 n%) ~ 1258
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5.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Sea c(t): [a,b] = R" de C' y sea f: R" — R" campo vectorial continuo sobre la
gréfica de c. Entonces la integral de linea del campo f alo largo de ¢ se define

[1-ds =/abf(c(t))-c’(t) ot

Si f(c(t))-c’(t) es continua a trozos, se divide el intervalo y se suman las integrales.

Sic'(t)#0Vty T(t)= ‘c/
A f-ds_[a [fe(t)-T®]lle’ () llat =], f-Tds, g

que se puede mirar como la integral del campo escalar f-T,
componente tangencial de f en la direccién de ¢ . Por tanto:

/c f-ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre c.

(t) 7 es el vector tangente unitario: f((e(®))

Ej 1. Calculemos varias integrales del linea de f(x,y) = <X2, 2y+x) sobre distintos caminos:

ci()=(t,1), te[0,1], ea(t)=(412,46%), te[0,5], es()=(1-t,1-1), t€[0,1]

[describen la misma curva, la tercera en sentido contrario]. v
[ fds= SR8 (1) at= [ (P43t dt = F+3 = 1T e/
1/2 4 ~4 2 1/2 1045 | ~i3y 4 _ 11 < |o
fczf-ds = o C(16t4,1212) - (8t,8t) dt =16 [ '~ (8°+6t3) dt = Y, vl \

/03f~ds:f0 ((1—t)2,3(1—t))~(—1,—1)dt:f0 (—4+5t+2) dt = — L.

c4(t):{“’°)’ tefo. 1] L4f~ds:fo1 (2,0)-(1,0) dt + [ (12, 2t-1)-(0,1) dt = +2=1 .

(1,t-1), te[1,2]”
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Mas ejemplos y dependencia del sentido de la curva

La integral parece depender s6lo de la curva y del sentido en que se recorre. Incluso para algunos
campos no dependerd siquiera de la curva, s6lo del punto inicial y del punto final.

Ej 2. Hallemos la integrales para los mismos € , pero ahora para el campo g(x,y)=(y,x—4y):
ki, g:ds =t =30)-(1, 1) dt = — [ 2tdt = -1,
f, 9:ds =[P (a2, —1262) - (8t, 8ty ot = - [2 1610 ot = 1,
f,9-ds = ((1=1), =3(1-1))- (=1, =1) dt = ;' 2(1~t) ot = 1 [dnica distinta].
e, 9-ds =) (0.0)-(1,0)dr + [ (t-1,5-4t)-(0, 1) dt = ¥ (5-4t) ot = —1.

Veamos qué sucede en general con las integrales de campos vectoriales al parametrizarlas de un
modo distinto. Se prueba que no cambia el valor absoluto, pero si el signo:

Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces segiin ¢ y € lo hagan
en el mismo sentido o en el opuesto se tiene, respectivamente:

Teor
/f-ds:/ f.ds. 0bien/f~ds=—/ f.ds.
Cc Cx Cc Cx

[Eso nos pasaba en los ejemplos 1 y 2 con ¢4, €2, €3 ].

Ej 3. Todo es andlogo en R3. Si h(x,y,z)=(2x?,xy,y%) y c(t)=(t,t?,1), t€[0,1] es:
foh-ds= [ (2,63,68).(1,2t,0) dt = [} (2+2t*) ct

)
2 11
g .
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Dos ejemplos mas

Como la integral de linea de un campo vectorial sélo depende de la curva C y el sentido en
que se recorre (y la uno escalar s6lo de C ), podemos elegir las ¢ mds sencillas para calcularlas.

Ej 5. Tiene sentido preciso hablar de la integral de f(x,y)=(y,0) alo largo
de la circunferencia unidad recorrida en sentido de las agujas del reloj.

[Las integrales sobre curvas cerradas suelen representarse de la forma yg ]
Podemos elegir ¢(t)=(cost,—sent),te[0,2x] (o [-n, x],0..), ¢
fcf -ds = 02”(— sent,0)-(—sent,—cost) dt = % 02”(1 —cos2t)dt=m.

Cualquier parametrizacién que proporcionase el mismo sentido nos darfa a lo mismo.
[En cartesianas habrfa dos caminos: (X,V1-x2),xe[-1,1] y (x,-V1-x2),x€e[1,-1] ]

Ej 6. Calculemos la integral de linea del campo g(x,y,z)=(z, ¢, xy) desde (1,0,0) hasta (1,2,3)
a lo largo del segmento que une los puntos.
Hay muchas formas de parametrizar un segmento en el espacio. Para este,
con x=1 constante, una ¢ salta a la vista: ¢(t)=(1,2t,3t), te[0,1].
Esta misma parametrizacién es la que nos darfa la expresion dada en 1.1:
c(t)=p+(q-p)t, te[0,1] [si t=0 estamosen p ysi t=1en q].
Del dibujo de la derecha sale una distinta: ¢. (y)=(1,y,3y), y€[0,2].

Calculemos ya la integral pedida con ambas parametrizaciones (debe salir lo mismo):
fg-ds=[ (3¢, 2t)-(0,2,3)at = [, (2% +6t) ct = 2+ 2.
2 2
Log-ds=["(3y.¢.y)-(0,1. ) dy = [y (+3y)dy =e?+2.
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5.3. Integrales de gradientes

Generalizamos la sencilla formula de R: fab g (x)dx=g(b) —g(a) .

Sea U:R"— R un campo escalar C'y ¢:[a, b] »R" camino C' a trozos.

Teor 1. Entonces: [, VU-ds = U(c(b))- U(c(a)) .

Si ceC! (si no, dividimos), /;’ VU(c(t))- ¢/ (t) dt :/ab(Uo c)’(t)dt =U(c(b))-U(c(a)).
Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del camino, sélo del
punto inicial y final. Si vemos que un campo es un gradiente, la integral es muy
sencilla. Cuando c(a)=c(b), ¢ define una curva cerrada e fc VU-ds=0:1la
integral de linea de un gradiente sobre cualquier curva cerradaes 0. a

b

Si un campo vectorial f es gradiente de alguna funcién U, a U se le llama
funcién potencial para f,y el campo f se dice conservativo.

(Cémo saber si f es conservativo? Condiciones necesarias sencillas para n=2 y n=3 son:

Teor 2. Si f(X,y):(f(X,y),g(X,y)) de C' es conservativo = fy=9x -
“1Si f(x,y, z)=(f(x,y,z),g(x,y,z),h(x,y,z)) de C' es conservativo = rotf=0.

Si (f,g)=(Ux,Uy)=VU, con Ue C2, debe ser fy =9x , pues, como sabemos, Uyy =Uyy .
Y lo mismo para n=3. Ya vimos en 1.2 que el rotacional de un gradiente siempre era 0.

Pidiendo muy poco mds las implicaciones opuestas se cumplen (aunque es dificil de demostrar):

Teor 3. ’Si fes ClentodoR? [R%]y f, = gx [rotf=0] = f es conservativo. ‘
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Ejemplos sobre campos conservativos

Cuando f es conservativo, muchas veces es sencillo hallar una U tal que VU= f como aqui:

Ej 1. Sea f(x,y)=(y2, 2xy) . Hallemos la integral entre (0, 0) y (1, 1) sobre diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x2, c) la circunferencia x°+y2=2x .

Posibles parametrizaciones: a) ca=(t,t), b) ep=(t,?), ¢) cc = (t,v2t—t2),con te[0,1].
Las integrales en cada caso son, respectivamente:

Jl22e)-(1,1)dt= [ 3dt=1, [ (t21)-(1,21) = [ 5tdt=1,
1
—2 —2). 1-t — [V ar_32) gt =
/0(2t £,20V2(=2) 1, \/T)dt i @4t-32) dt=1.

Como oy I (y2y=2y= o 9 (2xy) y feC! existe potencial U.Y es facil en este caso hdlla.rlo:
Si Uy=y?, debe ser U= xy?+p(y) para alguna funcién p o
Si Uy =2xy, debe ser U= xy2+q(x) para alguna funcién q = Uy =xy.
Por tanto, las parametrizaciones y cédlculos de integrales anteriores han sido intitiles, puesto
que la integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1)-U(0,0)=1-0=1.

[El campo (y,0) del ejemplo 5 de 5.2 no era conservativo. No podia serlo desde que vimos que
su integral sobre un camino cerrado era no nula. Pero también lo asegura f, =1#0=gy ] .

Ej 2. Integremos f(x,y)= (2% X2+y2 , X2+y2) alo largo de x?+y?=1 en sentido antihorario.

Si e(t)=(cost,sent), te[0,2x], §, f-ds =" (=s,c)-(~s.0C) dt =
No hay ningiin potencial C' que contenga la curva, aunque fy=9gx= —x?

(x2+y2)2
Ademas de coincidir sus derivadas, las f y g han de ser c.
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Ejemplo con campo conservativo en el espacio

Ej 3. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(4x,3z-2y,3y) desde
(1,0,0) hasta (1,2, 3) alo largo del segmento que une los puntos.

En la seccién anterior ya parametrizamos el segmento y podemos hallar la integral directamente:

e(t)=(1,2,30), te[0,1] — [, f-ds=[ (1,5t,6t)-(0,2,3)dt = [, 28tdt = 14.

i ik
Pero para este campo es rotf =|9/0x 9y 8/0z|= (3—-3)i+(0-0)j+ (0-0)k=0.
4x 3z-2y 3y

y ademds f es C' en R3. Existe, por tanto, una funcién potencial U(x,y,z) para el campo f.
Ug=4x — U=2x?+p(y,2)
Debeser Uy =3z-2y — U=3yz-y?+q(x,z) , U=2x%+3yz-y? =
Uz=38y = U=8yz4r(xy) [ t.ds=U(1,2,8)-U(1,0,0)=16-2 = 14.
Este es el valor de la integral sobre cualquier camino que una los puntos, por complicado que sea.
Por ejemplo, hallemos la integral a lo largo de ¢*(t) = (et”z, 2t3, 3t2) , te[0,1]:
/*f ~ds = [ (4c!~%, 012 - 413, 63) - (1 - 2t) !, 612, 61) ot

c

= )| (2(2-41) 227 19014 — 2415) dlt = 2227 4 1815 — 418]] = 14.

[El campo g del ejemplo 6 no era conservativo, por ser rotg=(x,1-y,0)#0,
y era necesario utilizar la definicién para calcular la integral pedida] .
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Teorema de Green (relaciona una integral doble y una de linea)

Una curva simple serd la imagen de una c:[a, b] — R2, C' atrozos e curya simple
inyectiva. Si ademds es c(a) = ¢(b), se llama curva cerrada simple. ( EC;%?){;"

Una curva de estas puede recorrerse en dos sentidos opuestos; para

indicar que se recorre en sentido antihorario indicaremos f . GC

urva cerrada
simple

Teorema de Green:

Sea D c R? limitado por dD curva cerrada simple y el campo f = (f,g) e C\(D) .
Entonces // [gx—fyldxdy = % f-ds.
D )

[Obsérvese que si f es conservativo, el teorema de Green dice 0= f f-ds como debia ser].

Ej 7. Hallemos, usando Green, el valor z de la integral de f(x,y)=(y,0)
sobre la circunferencia unidad calculado ya en el ejemplo 5 de 5.2.

Como el sentido es el opuesto al que pide Greeny gx—f,=—1 es: ¢
Fopt-ds=—[[(~1)dxdy = [J, dx dy=4dreade D=n1%=7.

Ej 8. Comprobémoslo ahora para f(x, y)=(y, 2x) en la regién acotada por y=-x2 ¢ y=—1.

gx—f,=1 (luego //D medird el drea de la region y debe ser positiva). —
: 1 p—x? 1
La integral doble: f/D [gx—fy]dxdy :L1L1X dydx:ﬁ1(1—x2)dx:%. 2 N
La frontera 0D estd formada por dos curvas: ‘
¢1(0)=(x,~x?), xe[1,-1], e2(x)=(x,-1), xe[-1,1] — e

f f-ds=[""(-x%,2x)-(1,-2x) dx + [ (~1,20)-(1,0) dx = [ 5x2ax - [ dx = 4.
oD
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Otro ejemplo de Green y teorema de la divergencia

Ej 10. Si f(x,y)=(c"seny,e®cosy) y D=[0,2]x[0,%] hallemos ¢, f-ds.
La AD la forman ahora 4 curvas (segmentos sencillos) distintas:
2 /2 4 2 4 /2
/0 0dl‘+f0 e"costdt — | e dt—/o
= 64[—sen t]g/z— [e’]é— [sen t]g/z =ect—e?.
Utilizando Green es bastante mds corto: gy —f, =2 e cosy—eX cosy ,

fon/zfoz(ZeZ"— e¥) cosydxdy= [seny]g/2 [e2 - ex]iz et—e?.

|y
wnl )

costadt
©0.0) 2,1

y

)~ 2

Del teorema de Green se deduce el teorema de la divergencia en el plano:

Sean D c R? limitado por @D curva cerrada simple, f : D — R® campo vectorial C',
y n el vector normal unitario exterior a D . Entonces [/ divf dx dy :?i f-nds.
D oD

Ej 12. Comprobemos este teorema para f(x,y)=(7,y>—1) en el semicirculo r<3, 0< 0 < x:
divi=2y, [[,2yaxdy =[]} 2r2sen 6 drdo =36.
3
Para Cq, c(x)=(x, 0),xe[—3,3],n:(O,—1),fC1(1—y2)ds:f73dx:6.
Para C,, c(t)=(3cost,3sent),te[0,x], ||’ ()] =8.
w
Como n=(cost,sent), /Cz f-nds:S/O (7 cost+9sen3t—sent)dt=30.

G
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