Integrales de superficie. 6.1 Definici6n y calculo

Generalizamos las integrales de linea (de campos escalares y vectoriales). Una superficie a veces viene
dada por F(x,y,z)=0. Si se puede despejar la z, por z=f(x, y) . Pero lo mas general es que se puede
describir paramétricamente (aqui en funcién de 2 pardmetros) mediante:

‘r: DCcR2— R3, con r(u,v)=(x(u.v),y(u.v),z(u.v)), (u,v)eD‘

or/ov
Suponemos que la superficie S=r(D) es C' [que lo es r]. Entonces:

L

or _ 0x : 0z K

_Ox or _ Ox 0z
u au'+au'+ k

m_m'+6vl+

y

serdn vectores tangentes a las curvas contenidas en S que se obtienen
tomando, respectivamente, v=k y u=K . Su producto vectorial

duct i j k r
producto E dy oz| esvectornormala S.
vectorial ouXov du ou Y al pl Pes #0] 5
al ano tangente, si es .
fundamental ox I oz P s
ov  dv  ov m

Cuando la superfice estd escrita en la forma z=f(x, y) una parametrizacién
posible de S es r(x,y)=(x,y,f(x,y)),con (x,y) €D proyeccién de S
sobre z=0. El producto vectorial fundamental queda en este caso:




Tres superficies parametrizadas

Ej 1a. Parametricemos la semisuperficie esférica unidad superior. Una posibilidad: 2, pvf

x(u,v)=senu cosv €[0,%] ry=cosucosvi+cosusenvj-senuk

u,v)=senusenVv . .
ggu’v;—cosu vel0,2n]° r,=—senusenvi+senucosv j
V)=

i J ok
= ryXry=|cc cs -s|=sen?ucosv i+senusenv j+senucosuk
=55 8¢ 0] _gen u(senucosVv,senusenv,cosu)=senur(u,v).
O podemos parametrizarla: (x,y, V1-x2-y?), con (x,y) € B circulo unidad,
. 3 X . y .
que nos proporciona este otro pvf: ryx r, = i+ i+k.
y Vi-x2-y2 Vi-x2-y2
j2. X=ucosv L z
Ej2 Y=usenv u€[0,2]  Porser x2+y?=2z2, nos da la superficie cénica
Z=u ve[0,2x] deladerecha, comprendida entre z=0y z=2.
[v=K sigue unarectay i j ok N s ;Y
u=kK una circunferencia]. Elpfves ryxr,=| ¢ s 1|=(-ucosv,—usenv,u). /I
us uc 0 sentido opuesto 3 4 2
[Para u=0 el pvf=0 y en ese punto no hay plano tangente]. al del dibujo — 7 >

De otra forma: r(x,y)=(x,y, Vx2+y?),con (x,y) €B circulo de radio 2.
Ahora el producto vectorial fundamental ryx ry, = (— ﬁ , - ﬁ s 1) .

Ej3. ngcos U ye [0,27] Superficie cilindrica de radio R
g_: Vsen Y velo,n (pues x2+y?=R?) y altura h.
ry,=(-Rsenu,Rcosu,0), r,=(0,0,1) - ryxr,=R(cosu,senu,0).
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Integrales de superficie de campos escalares

Sea S la superficie C' dada por r: Dc R?>—R® inyectivay sea f: R® — R tal que
: . - or .,
f(r(u, v)) es continua. Entonces: //s fds =//D fr(u,v)) || 5 x S| duav.

La notacién ffs fdS es inequivoca pues también se prueba que s6lo depende de la superficie y no de la
parametrizacién la integral de una f escalar. Si S la forman varias superficies C' se suman las integrales.

Si f=1 laintegral es el area de la superficie S: A:/fs das :[/ ||[ruxry | dudv|.
D

[Pues un rectangulo dudv de D dalugar a un diferencial de superficie dS igual
aproximadamente al rectdngulo dado por los vectores r,du y r, dv, cuyo drea
es el médulo de su producto vectorial].

Para una superficie z=f(x,y) queda A:// (h)2+(f,)%+1 dx dy .
D

Ej 1b. Hallemos la integral de f(x, y, z) =z sobre la semisuperficie esférica S del ejemplo la.

Con r(u,v)=(senucosv,senusenv,cosu). | ryxr,|=]|senul|r||=senu [yrszzﬁ“gaéi]"

Por tanto, //z ds // cos?u senu dudv =—2E [cos® u]g/2=%’r.

2 1/2
Con (x,y,Y1-x2-y?) resultaser: |ryx ry||=[W+1;’27y2+1] / =ﬁ =
//des //\/1 —x2—y2dx dy //r‘ﬂ—r drdo =2%[-(1- r2)3/2] =2z,

polares T </0
[el de toda la superficie

La integral da bien el drea de S: A:f/s 1dS :/0 /0 senududv=2m . 12,
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Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S la superficie de C' dada por r: Dc R? — R® inyectivay sea f: R®— R®
: . = fel fol
continua sobre S . Entonces: .//s f-ds =//L; f(r(u,v))- (5 x 9c)dudy.

Esta integral, si n es el vector unitario normal a la S con el mismo sentido que el producto vectorial
fundamental, se puede poner de otra forma que a veces simplifica cdlculos y ademds clarifica el significado
fisico de este tipo de integrales, el flujo del campo vectorial f a través de la superficie S:

/fsf-ds ://Df(r(u,v))-n(u,v) lIfux ry |l du dv ://Sf-nds. ]

Se prueba que, salvo el signo, esta integral es independiente de la parametrizacion.

Hay dos unitarios normales a una superficie orientada n y —n (que conste que las hay
no orientadas como la banda de Moebius). Parametrizaciones distintas dan pvf con el -y
sentido de uno u otro. Si son el mismo, las integrales serdn iguales. Si no, tendrdn el signo opuesto.

f, S y el sentido de la normal si determinan la integral. Mds preciso seria pues escribir ffr f-ds.
Ej 1c. Integremos f(x,y,z)=(x,y,z) sobre la semisuperficie esférica S del lab, con los r de siempre.
27 pn)2
// f.ds ://r(u, v)-[senur(u,v)] dudv :/ ”/7[ senu dudv= 27r[—cosu]g/2: 2n.
S b r unitariol Y0 70

Con la otra parametrizacion: f-(ryx ry)=(x,y, y1-x2-y?

)(# Yy 1) =
i Vi N
JRREE ://B% - "/0 r(1=r2)"V2ardg = 25 [~ (1-r2)'/2]} = 2.

Las integrales coinciden porque el pvf apuntaba en ambos casos hacia el exterior de la esfera.
Y el valor es positivo porque el campo f tiene también esa direccion (y asi el flujo debe serlo).
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Mas ejemplos (sobre cono y de campo escalar y vectorial sobre nueva superficie)

Ej 2*. Integremos la f(x,y,z)=(x,y,z) de antes, ahora sobre la superficie cénica S del ejemplo 2.
Teniamos: r=(ucosv,usenv,u), ryxr,=(-ucosv,—-usenv, u), uel0,2x], vel0,2].

24,2 0.

Por lo tanto: f(r(u,v))-(ryx r,)=(ucosv,usenv,u)-(-ucosv,—usenv,u)=—u?+u?=

Asi pues: /fs f-dS=0. [Este campo era tangente a nuestro cono y el flujo debia ser nulo].

Ej4. Sea S la porcién de la superficie z=x+y? sobre el tridngulo D dado

por 0<y <1y 0<x<y. Primero hallamos su drea e //s (z—x)dS.
rOGY) = (XY, X4y8) = toxry=(=f,—fy, 1) =(=1,-2y,1) —

- = [ ["Nay2+2 axdy= [ yJay2+2 dy=2V6-"2
A_//Dllrxx ry||dxdy_‘/0/0 4y +2dxdy_/0y 4y2+2 dy= 5

~0.9

[La presencia de la raiz muchas veces, no aqui, lleva a integrales complicadas o no calculables].

/fs(z—x)ds ://D y2 |lrx ry || dx dy :/01y2y\/4y2+2 dy

4y2+2=uq (6 172,5/2_4,3/216 _1 1
= 33]2 (u-2)Vudu = 35 [2u52- 4132 = 1B + 35 V2 ~054.

Calculamos ahora // f - dS parael campo f(x,y,z)=(2z,y,1) . La integral resulta ser:
s

> g _ 1py _ _ 1 2 _1
JL@2ry n)-ct-zy axay = [ ["(1-20) dxay = [ y-y?) oy = §.

[Integrando campos vectoriales no aparecen las raices que pueden dar problemas con los escalares].
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6.2 Teoremas de la divergencia y Stokes

Teorema de la divergencia en el espacio (o de Gauss-Ostrogradsky)

Sea V region acotada del espacio cuya frontera AV es una superficie conexa,
n el vector normal unitario exteriora V y sea f de C' en V. Entonces:

//Vdivfdxdydz://avf-nds.

[La segunda integral es ffav f-dS si el producto vectorial fundamental apunta hacia el exterior].

Ej 1. Comprobemos el teorema para f(x,y,z)=(x,y,z) y V lafamosa semiesfera de la seccién 6.1.
Por una parte: ffvdivf dxdydz = 3//dedydz =3 X volumen de V= 3><%%7r~13: 2r.
Por otra, la 9V se compone de dos partes, la S superior y el circulo B de la base.
En S es n=f=r [> f-n=1] yen B es n=—-k [—> f-n=(x,y,0)-(0, O,—1):0] .
Por tanto, ([, f-ndS=[[;1dS+[[;0dS =dreade S=2r.

Esto resulté demasiado sencillo. Sea ahora g(x, y,z)=(xy,z,1) enla misma V.
2rpn/2 p1
divg=y, // y:/ / p° sen QSen2¢dpd¢d0:— cose]zn/
v o Jo Jo
Si r(¢,0)=(sen ¢pcos O,sen ¢psend,cos p), 0€[0,2n], p€[0,5], rgXrg=sen ¢ r($,0).

2rpm/2
/]g-dS :/ / ! sen ¢(sen2¢cosé)sen9 cos ¢, 1)-(sen ¢ cos @, sen ¢ sen 0, cos ¢) dpd6
S
7r/2

Ty impar en V simétrico

2 /2
/ ”/n sen ¢cos 6 sen O-+sen? ¢ cos ¢ sen B+sen ¢ cos ¢)dq§d9 7r[sen ¢]
En Bes g-n=(xy,0,1)-(0,0,-1)=-1, luego f/Bg-ndS——areadeS:—n —>f/av—
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Mas ejemplos de comprobaciones del teorema de Gauss

Ej 2. Para el campo f(x,y,z)=(-x,0, 23) y V el cilindro del ejemplo 3 de 6.1 de superficie lateral S:

r=(Rcosu,Rsenu,Vv), ryxr,=(Rcosu,Rsenu,0), ue[0,2x], ve[0,h]. —s\
hp2n e
Sumamos [/ f-dS :// (-Rcosu,0, v3)~(Rcosu, Rsenu,0)dudv : A
s 0Jo -
= —szohfozn cos?udu =— RTZ”fOz” (1+cos2u) du =-nR?h - v"?""'-» R
|7
y las integrales sobre las tapas. Abajo es: f-n=(-x,0,0)-(0,0,—1)=0. Arriba: D

f-n=(-x,0,h%)-(0,0,1)= h3—>/j h3=7R2h3. Asi pues, / f-dS=rR2(h3=h).
I
Por otra parte es divf=3z2—1, ffvdlvf /// r(3822-1) dzdrdg = 22 & (W3 —h).

Ej 5. Ahora f(x,y,z)=(0,xy,—1) y V limitado por el plano que pasa por los
puntos (1,0,0), (0,2,0) y (0,0,1) y por los planos coordenados.
No es dificil dar el plano: 2x+y+2z=2.Y como divf=x la integral triple:

[//vX:/01/02(17x)/01+y/2xdzdydx = :/0 x(1-x)2dx = lz

Habria que calcular el flujo sobre los 4 tridngulos que forman AV en la direccion de sus n exteriores.
Peroen x=0 e y=0 es f-n=0 pues f=(0,0,—1) ylas n son (-1,0,0) y (0,—1,0).Elflujoes 0.
Sobre T es f-n=(0,0,-1)-(0,0,—-1)=1, con lo que //T 1 =dreade T=1 (base | y altura 2)

S6lo usamos integrales para el S dado por: r(x,y) oy 1=x=%), (x,y) eT. rexry=(1, 2, 1).

//(0 xy,—1)-(1, 5, 1) dxdy /fzm - ) dy dx /0[x(1—x)2_2(1 -x)]dx=7-1.

El flujo total sobre 9V, sumando las dos mtegrales no nulas, es 1+ -1= 1—2 como debfa.
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Teorema de Stokes

Teorema de Stokes

Sean S una superficie en el espacio limitada por la curva S y feC'en S. n

Entonces: // rotf-ndS = 7{ f-ds, con n vector unitario normal a S y los
s 0S

sentidos de n y de recorrido de S indicados en el dibujo. oS

[Caminando por la S, la superficie quedara a nuestra izquierda y la normal apunta de los pies a la cabeza.
Estamos suponiendo con esto que nuestra superficie es orientable para poderlo afirmar].

[Podriamos alternativamente escribir //S rotf - dS sila r que utilizamos da el sentido de n adecuado].

[Cuando S es una regién del plano xy es n=(0,0,1), conlo que rotf-n=gy—f,,y f-ds sereduce a
fdx +gdy . El teorema de Stokes pasa a convertirse en el de Green. Y como sucedia alli, para un campo
conservativo las dos integrales son nulas, por anularse el rotacional y por ser S un camino cerrado].

Ej 1*. Comprobamos Stokes para g(x,y,z)=(0,0,y),y la semiesfera S habitual.
Es rotg =i [= rotg-n=(1,0,0)-(x,y,z)=x | . Entonces:
2n /2
// rotg - ndS :// x dS :/ cosvdv/ senudu =0 [la primera integral lo es].
s s 0 0

2,1
La integral también se puede hacer: /f _xoxdy :/ / r2(1=r2)~12 cos @ drd6 = 0.
¢ P BV1-x2-y2  Jo Jo ( )

Una parametrizacion de dS es ¢(t)=(cost,sent,0), te[0,27] = g(c(t))=(0,0,sent).
2
Asi pues, 7{ g-ds =/ ”(O, 0,sent)-(—sent,cost,0)dt = 0271 0 dt = 0, como debia ser.
as 0

[La integral de linea sobre la circunferencia se anul6, a pesar de no ser g conservativo, por ser g y ¢’ ortogonales. Sobre otras curvas
cerradas, la integral serd no nula. Dijimos que para ser conservativo, su integral a lo largo de todo camino cerrado debia ser cero].
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Ejemplo verificando Stokes

Ej 7. Lo hacemos para g(X, y,z) = (x+y, 2x, z) y el hiperboloide z2=1+x2+y?,con 1<z<2.

i ik
rotg =|dx dy 067|=(0,0,1). Parametrizamos la superficie.
x+y 2x z
o 6e[0,2x],
La més simple: r(r,0)=(rcos @,rsen 6, V1+r2), refona).
i i k
Paraellaes: r-xrg= frs rSC r/\éf = (— % I’z,—% I’2, r) [apunta hacia arriba].

27, V3
El flujo en el sentido del teorema sera: / / (0,0,1)-(rrxrg)drdo =n [r2]3/§:37r
o Jo

Trabajando en cartesianas también salen calculos cortos:
r(x,y)=(x,y,\1+x2+y2), (x,y) €B circulo centrado de radio V3. ryxr,=(-%,-

Y ahora serd: // f-ds :// (0,0,1)-(rex ry)dxdy:[/ 1=é4reade B=3m.
s B B
Para comprobar Stokes parametrizamos la S en el sentido adecuado:
c(t)=(V3cost,V3sent,2),con te[0,2x].

2n
Y es entonces: ﬁsg-ds :/ (\r3 (c+s), 2V3c, 2)-(7‘/53, V3c, 0) at
0

= 3/027r (2c2-s2-sc)dt =3 0271'(3 cos2t+1) dt = 3x, como debia.
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Ultimo ejemplo

Ej 9. Comprobemos Stokes para la superficie z=4-4x2—y2 con z>0 y f(x,y,2)=(y, 2x, 1+yz) .

La mejor parametrizacién de la elipse que limita S es: ¢(t)=(cost,2sent,0).
2 2
ﬁsf -ds =/ " (2s,2¢,1)-(=s,2¢,0) dt :/ "(1+3cos2t) dt =
0 0

Una posible parametrizacion de la superficie S es
r(x,y)=(x,y, 4=4x2—y?)  ryxr,=(8x,2y,1), (x,y) €D eliptica.
[El pvf apunta en el sentido adecuado al recorrido de dD que pide Stokes].
i j k
o O o
y 2 1+yz
// rotf - dS /f [8x(4-4x2-y?)+1] dx dy // 1=27 [=dreade D =rab].
impary D 51melr1c0

Para hallar el drea integrando hacemos x=cos 8, y=2sen 6, con J=2r —

Ahora calculamos la integral de superficie de rotf= =(z,0,1).

. 2np1
Area de D=/ / 2rdrd@=2n. [Sin usar la imparidad, sale /027701 16r2(;(4—4r2) drd@=0 ] .
N1-x2
[En cartesianas (tras simplificar) aparece: / /r 1dydx = 8/01 V1-x2dx :/0”/2 cos?tdt =27 ] .
1-x2

También podiamos parametrizar S usando las polares anteriores tipicas de las elipses:
i

c 2s -2r
-rs 2rc 0

21
Con ellas: //rotf-dS :/ / 2r(474r2,0,1)-(8rcos 0,4rsen 6,1)drd@=2n como antes.
s o Jo

r=(rcos 8,2rsen 0,4-4r), gf‘;f; AN TE

o =2r(8rcos 0,4rsen6,1).
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