2. Calculo diferencial en R"

2.1 Derivadas de campos escalares

Derivadas direcionales, derivadas parciales y gradiente

Sean f: DcR" — Ry acint D paraque f esté definida en un entorno de a. Para hallar la derivada en R
se usan los valores de f en a y en puntos cercanos a+h . En R" hay puntos en cualquier direccién. Miremos
cémo varfa f alo largo de una recta que pase por a (dada por un vector v), es decir, en R?, la variacién de

la funcién de una variable obtenida al cortar su grafica con un plano
vertical que pase por a. Definimos entonces: 74
/ -~
La derivada segiin el vector v de f en un punto a es: / /(/,(/a) 7
hv)— .. '
Dy f(a)=fy(a) :Ai%w (si existe). ,u(ﬁw v) v
Cuando v es unitario se le llama derivada direccional v /
. .. V'
(de f en la direccién del vector v en el punto a). / 0
at+hv
[Es la derivada de la funcion de una variable f(a+tv) en =0 ] . “ =

Veremos pronto formas cortas de hallar estas derivadas, pero por ahora sélo utilizamos la definicion:

Ej 1a. Hallemos la derivada de | f(x, y)=4-x>—4y? ‘ en (1,0) segin el vector (v,v):

4=(1+hv)?—4(hv)?-3 —2hv—5h02 _
h h =

Duf(1,0)=Jin, =im

[O bien, si h(t)=f(1+tv,1v)=3-2tv=5t2v* es h'(0)=-2v .

V.

En particular, en ese punto son: D1 1)=-2, D2 =—4, D_,-1)=2, ...

Las dos derivadas direccionales son D(% %)f(l,O)z—\ﬁ y D(_L i)f(l,O)z\/E.
2°\2

(v.v)
V2TV

El caso mds importante aparece al tomar como v algin vector de la base candnica:

A laderivadade f en la direccion de e se le llama derivada parcial de f respecto a x :
af (a) Eka (a) EDkf(a) = Dekf(a) _ Aﬁ% flay,..., ag+h,..., a,,})l—f(al ..... ay ,..., a,) .

Oxk
Es decir, %(a) es la derivada en el punto x=a; delafuncién g(x)=f(ay,...,x,...,a,)
de una sola variable que se obtiene mirando todas las x; constantes menos la x .

En R? usaremos las notaciones % =fx, % =fy |, yen R? ademds g—]; =f,

Por tanto, para R?, fy(a,b) esladerivadade f(x,b) en x=a y fy(a,b) lade f(a,y) en y=b.
Y el significado geométrico de las derivadas parciales en R? es claro: representan las pendientes
de las tangentes a las curvas corte con planos x=a o y=»b.

. . . d i)
Si las parciales existen para cada uno de los xe D las 6—){1 N % son otros n campos escalares.
n

Se dice que un campo f € C'! en un abierto D si sus parciales con continuas en ese conjunto.
[Se lee ‘f es cuno’ o ‘f es de clase uno’ en D y se abrevia feC!(D) ]

. d o [4) 2]
Se llama gradiente de f al vector Vf= (6_){1’ . %) yes Vf(a)= (a—){l(a), . %(a)) )
Ej1b. Si f(x,y)=4-x2-4y? es fy,=-2x (4 y —4y? son constantes en este paso) y
yes fy=—8y.La f es, pues, C' entodo R%. Y el gradiente es Vf=(-2x, -8y). /

En particular, son f,(1,0)=-2, f,(1,0)=0, pendientes de las tangentes a las
pardbolas corte con y=0, x=1 [g(x) =4-x> y g(y)=3-4y? ] en x=1, y=0,
respectivamente. [ fx <0 por decrecer f al crecer x y f, =0 por el méximo].
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Una vez calculado el Vf es muy ficil, casi siempre, hallar las derivadas segtin cualquier vector
[la definicién inicial, al igual que en R, s6lo se necesitard para funciones raras y en algunos puntos]:

Teor 1. | Si f€C! en un entorno de a, la derivada segtin el vector v es Dy f(a)=Vf(a)-v.

En R2: V= (M,V) i f(a+hu,b+Zv)—f(a,b) — f(u+hu,b+h\;1)—f(a,b+hv) +f(a,b+h;\))—f(a,b) thofx (a,b)u+fy(a,b)v

[aplicando el TVM a g(x)=f(x,b+hv) en [a,a+hu], c con g(a+hu)—g(a)=g’(c)hu, o sea:
fla+hu,b+hv)—f(a,b+hv)=fi(c,b+hv)hu y fi(c,b+hv) p—”y fx(a, b) porser fy continua].

Significado del gradiente: Sea Vf(a)# 0 y sea u unitario. Segtn el teorema es
Dyf(a)=Vf(a)-u=||Vf(a)| cos¢. Asi que la D, direccional es la componente
del gradiente en la direccién de u.La D, serd mixima cuando cos ¢=1 [si ambos
vectores tienen la misma direccion y sentido, y su valores || Vf||(a) ] . La direccion
y sentido de Vf son aquellos en los que f crece mas deprisa. Si cos¢ =0, serd Dyf(a)=0:
en la direccién perpendicular a Vf el campo no varia. Asi, en R?, serd Vf perpendicular a las
curvas de nivel de f (a sus tangentes). [Y en R® serd perpendicular a las superficies de nivel].

Vf(a

Ej 1c. Parala f(x,y)=4—x>—4y?, yaes muy ficil hallar las Dy del Ej 1a: Vf=(-2x,-8y) =
Danf(L.0=(-2.0-(LD=-2. Dy 1) F(L.O=(-2.0-(3 35)=-V2. ..

Dibujemos ahora algunos vectores gradientes y algunas curvas de nivel (las elipses x2+4y*=4-C )

Se dibuja Vf en los puntos (1,0), (2,0), (0,1) y (2,1)

[Vectores, a escala, (—4,0), (-8,0), (0,—8) y (-4,-8) ]

y las curvas para C=4,0,—-4, -8, -12.
Viendo la grificade f comounamontafa, Vf indicala maxima
pendiente. Entre las derivadas direccionalesen (2, 1) es maxima
la fijada por Vf, es decir, en la direccién de

u:(—% , —‘% ) [y el valor mdximo es Dy f(2,1)=Vf(2,1)-u=4V5=||Vf(2,1)]| ]
Es minima en la direccién opuesta al gradiente: u= (‘/L5 %) [su valor serd —4V5 ]

Serd nula en la direccion de los vectores perpendiculares a Vf [ (2,-1) o (-2,1) ], vectores que son
tangentes a la elipse de nivel x?>+4y?=8 que pasa por el punto (2, 1).

Ej 2. Hacemos célculos similares a los del Ej 1¢ para el campo del Ej 3 de 1.2: g(x,y)=(x—y)>.
Aquies Vg(x,y) = (2x—2y,2y-2x) = 2(x-y)(1,-1). y G4 §1 c=0
[Vector perpenticular a las rectas de nivel que apunta hacia donde crece g -

con médulo 2V2 |x— y| mayor segtin nos alejemos de la recta y=x ]
En el punto (0,—1) el vector Vg es (2,—2) . El vector unitario u para el

que es, por ejemplo, minima la derivada direccional en el punto es:

u= (—% , %) [pues (-1, 1), de médulo V2, es opuesto al Vg].

Vg=0
[La derivada minima serd Dy g(0,—1)=(2,-2) - u =—2V2 =—||Vg||=||Vg]| |lu]| cos = ]

[Obsérvese que Vg=0 sobre y=x: los cortes con x=a e y=> son pardbolas con minimos ahi].

Ej 3. Los célculos y significados son analogos en R>. Para f(x,y, z)=x2y — cos(yz) es:
VE(x,¥,2)=(fr> fys f2) = (2xy, x>+ zsen(yz), y sen(yz)) . En particular es V£ (1,1,0)=(2,1,0).
La derivada de f enel punto a=(1,1,0) segin el vector v=(1,-1,2) es (2,1,0)-(1,-1,2)=1.

Si buscamos la derivada direccional debemos dividir por el médulo: u = \/Lgv — Dyf(a)= % .
La D, méxima es en la direccién y sentido de Vf y su valor es su médulo V5 . 2

Es Dyf(a)=0 en ladireccion de todo v=(a, b, c) perpendiculara Vf,
que ahora no forman una recta, sino un plano. Si es perpendicular:

(2,1,0)-(a, b,c)=2a+b=0 — v=(a,—2a,c), ||v|]|=V5a%2+c? —

_ 1 . 122
u—m(a,—Za,c).Unparde u son: (0,0,1) y (3.-%.%)-
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Diferencial de campos escalares y plano tangente

En R se tenia ‘derivable = continua’. En R" la existencia de las parciales no implica la continuidad:

3 _J1six=00y=0 p _ _
Ej4. Para f(x,y)= {0 en el resto se tiene quf.: fx(0,0)=f, (Q, 0)=0, 4/ .
(son derivadas de la funcién constante 1) —-—7_4;-'-’ ——————
pero la funcién es claramente discontinua en el origen. e

Ni siquiera la existencia de todas las derivadas direccionales en un punto implica que sea continua [se precisa
una definicidn, la diferencial, que recoja informacién globlal de todos los puntos cercanos a a|:

2
Ej5. f(x,y)==2=, f(0,0)=0 del Ej 4 de 1.3, que era discontinua en (0, 0) [se vio usando pardbolas],

2
Xty
tiene, sin embargo, derivadas segtin cualquier vector v=(u,v) en ese punto, ya que:

2 . P .
f(tu,tv)= u2“+"vflz es derivable para todo u,v en =0 [tambiénloessi u o v son 0].

Una funcién en R era derivable si tenia recta tangente. En R sera diferenciable si
posee plano tangente. Reescribimos la definicion de derivada:

f derivableen a & }l@oﬂﬁh*f}f)‘f'(“)h =0 o f(a+h)=f(a)+f (a) h+o(h).
si el numerador es o(h)

(@)

En R" ser diferenciable sera casi lo mismo, con el gradiente ocupando el lugar de la
derivada. Como en R, la notacién g(x)=o(||x||) significa que lin})% =0.

fO-f@-Vf(@)(x-a)

f es diferenciable en a si existe Vf(a) y =]

X—a

O sea, llamando v=x-a,loessi | f(a+v)=f(a)+Vf(a)-v+o(||v])|.

Cuando n=2,sison a=(a,b) y v=(u,v), f serd diferenciable si
cercade (a,b) es f(x,y)=f(a)+fx(a)u+fy(a)v+o(||v]]), es decir,
cuando su gréafica se parece ala de un plano z=k+c(x—a)+c2(y-b) .

X,

En idioma algebraico, f es diferenciable en a si una ‘aplicacién lineal’ = kB

dfy: R" — R, llamada diferencial de f, la aproxima cerca del punto a: f(a+v)=f(a)+ dfa(v)+o(||Vv]]).
Los n nimeros que dan una aplicacién lineal son aqui las parciales en a, es decir, el gradiente. Abusando
algo del lenguaje dirfamos que, si f es diferenciable ‘su diferencial es Vf~ .

Si f es diferenciable parece que existirdn todas las derivadas direccionales y que va a ser continua.

Teor 2.

’ f diferenciable en a = existe Dy f(a) Vv,es Dyf(a)=Vf(a)-v y f escontinuaen a. ‘

. . . hv)— \4 -h h h h
Si f diferenciable, £W)=/(8) - W@ Ivto(h) _ gy g,y oD VIV, 97 (a).y.

|f(a+V)—f(a)|SIIVf(a)II||V||+|0(||V||)I:)0 © f(x) f(a) & f continuaen a.

(Como saber en la practica si un campo f es diferenciable? Con la siguiente condicion suficiente
(demostrada en los libros de cédlculo en R™) es inmediato en la mayoria de los casos:

Teor 3. | feC! enunentornode a = f diferenciable en a.

Ej1d. La f(x,y)=4—x>—4y? de siempre, que es C' en R?, es diferenciable, pues, en cada punto.
En particular, en (2,1), con f(2,1)=-4 y Vf(2,1)=(-4,-8) se tiene entonces que
fQ+u,1+w)=—4—4u-8v+o(Vu?+?) & f(x,y)=—-4-4(x-2)-8(y—1)+o(Y(x-2)2+(y-1)?) .

Ej 3b. Para f(x,y,z)=x’y—cos(yz),como fy=2xy, fy=x>+zsen(yz) y f,=ysen(yz) son continuas
V(x,y,z),serd f diferenciable en todos los puntos de R® y todo es facil de calcular.
Por ejemplo, cerca de (1, 1,0) tenemos esta buena aproximacion para f :
f(+u, 1+v,w) = f(1,1,0) + Vf(1,1,0)- (u,v,w) = 0+(2,1,0)- (u, v, w) = 2u+v.
[Con una calculadora: f(1.01,1.01,0.01) ~ 0.0303, f(1.1,1.1,0.1)~0.337, parecidos a 0.03 y 0.3 ]
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Analizar la diferenciabilidad en puntos probleméticos normalmente, como pasaba con la continuidad, no es
sencillo. Al igual que en continuidad, es muchas veces facil ver que una f no es diferenciable (viendo que no
se cumple algo que implica la diferenciabilidad) y méds complicado es probar que si lo es.

Por ejemplo, es inmediato afirmar que las funciones de los ejemplos 4 y 5 no son diferenciables en el origen,
porque no son continuas en dicho punto, y deben serlo segtin el teorema 2.

Una f diferenciable debe tener todas las derivadas direccionales en el punto, con lo que tampoco lo puede
ser, por ejemplo, una f para la que alguna derivada parcial no exista:

Ej 6. (Es diferenciable f(x,y)=+/x2+y2 ? (mitad superior del cono z2=x2+y?). —
Lo es claramente en cualquier punto distinto del (0, 0) por ser continuas sus i
derivadas parciales f, =

x y . Oné :
—=— = ué ocurre en el origen?
=y h== g

Sobre los ejes son f(x,0)=|x| y f(0,y)=|y|, funciones no derivables en 0.
No existen ni f,(0,0) ni f,(0,0) (ni ninguna direccional). No es diferenciable. x/(

~

(Claramente no hay plano tangente en el origen y si lo hay en cualquier otro punto).

Solo en contadas ocasiones y en algunos puntos habrd que acudir a la definicién de diferencial:

Ej7. (Es f(x,y)= 2+y2 , £(0,0)=0 (Ej 5 de 1.3) diferenciable en (0, 0) ? (en cualquier otro punto sf).
Vimos que era continua. Ademds: f(x,0)=x = f;(0,0)=1, f(0,y)=0 = £,(0,0)=0.
Para ser diferenciable, debe tener limite cuando (x, y) — (0, 0) :
f(xy) = £(0,0) ~V£(0,0)-(x,y) _x*(P+y>) ' —x_ —xy?

e G Py

L. . 2 ..
ero el limite no existe, ya que sobre las rectas y=mx su valor —2—— es distinto para cada m .
(Tem?) P2

Ej8. f(x,y)= 2+y2 , £(0,0)=0 si es diferenciable en (0, 0) . El polares la continuidad es facil:

|f(r 0)— O| r?cos*9<r’— 0 = f continuaen 0.

r—0

Y tambien existen las parciales (una vez mds tenemos que acudir a la definicién):
f(x,0)=x% = £,(0,0) =2x| =0, f(O y) =0= £,(0,0)=0. Es decir, Vf(0,0)=0.
S (x) - f(0) -

X
m
Il B = (x2+y2)3/2

Sélo falta comprobar que: h’n}) =0 (que es facil en polares).
X—

Ej9. f(x,y)=(x*+y?) senxz+y2 , £(0,0)=0. Ya vimos (Ej 2 de 1.3) que era continua en el origen.
Para ver si es diferenciable comenzamos hallando sus parciales en el origen:

F(x,0)=x2sent = £.(0,0) = Afmow = lim sen 5 =0 (0 X acotado).

7 _ f)-0-0_ . /2 = i i
Andlogamente, f,(0,0)=0. Como ;lf}) T = iﬂ) x2+y?2 sen)(2+y2 =0 es diferenciable.

Hagamos un resumen de todas las implicaciones que hemos ido viendo anteriormente:

C' en un entorno 2 diferenciable 2 existen todas las DD

1
UTs 708 U14

continua | & | existen las parciales
6

Todas las flechas son falsas si 7> 1 (para n=1 son 2 y 4 trivialmente ciertas). Demos contraejemplos para
cada una de ellas (la mayoria ya se han analizado):
1. f(x,y)=x>+y%) senx2+y2 , £(0,0)=0 (E;j9) es diferenciable pero no C!, pues, por ejemplo,

— 1 _2x
fr=2x SeN 757~ Thy

5 cosxziy2 no tiene limite en (0, 0) .
4,6. f(x,y)= {(1) Zln)élz r?:s?oy =0 (Ej 4), con parciales en el origen, discontinua y sin mds DD.
2,6,8. f(x,y)=

3,5,7. f(x,y)=+x2+y2 (cono), es continua pero sin ninguna DD (y no es diferenciable).

£(0,0)=0 (Ej 5) tiene todas las DD, es discontinua y no es diferenciable.

x2+y4 D
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Volvamos al plano tangente. De la discusi6n sobre diferenciabilidad se deduce para R® que si f es
diferenciable, el plano tangente a la grifica de f en el punto (a, b) es:

|2=f(a.b) + fx(a.b) (x—a) + fy(a.b) (y=D) |.

Ej 1e. Calculemos el plano tangente en (2, 1) a la superficie descrita por lamuy . RN
analizada funcién f(x,y)=4-x>—4y? : N 5
f2,1)=-4, Vf(2,1)=(-4,-8) —» z=-4-4(x-2)-8(y-1).

Es decir: ‘ z=12—-4x -8y ‘ (bastaba quitar el o del ejemplo 1d).

[Dibujamos con Maple, para comprobar la tangencia, la superficie (en gris)
para —6<x<6,-1.8<y<1.8,-8<z7<4,y el plano tangente (en Verde)].

Como en R3 es VF perpendicular a las superficies de nivel, esto nos da un modo de hallar el plano
tangente en un punto (a, b, c) de una superficie S dada en la forma F(x,y,z)=K:

’VF(a,b,c) -(x—a,y-b,z—c) = 0‘ [si VF#0]

Ej 10. Por ejemplo, hallemos el plano tangente en (1,2, 3) a la superficie esférica x2+y?+z2=14:

VF(1,-2,3) = (2x,2y,22)| | 5 5,= (2-4,6) —

2(x—1)—4(y+2)+6(z—3)= 0, o bien, |z =1(14-x+2y)|.

Mis largo es hallar el plano tangente a z=-+/14—x%—y?2 usando
\/__i » Ly = \/__L P
zx(1,-2)=—1%,2y(1,-2)=3 — z=3-(x-1)+3(y+2)'

la formula de mas arriba: z, =

La segunda expresion del plano tangente permite hallarlo incluso en los casos en que, a diferencia del ejemplo
anterior, no se pueda despejar la z (lo dificil en esos casos no suele ser hallar el plano tangente, sino encontrar
puntos de la superficie):

Ej 11. Sea F(x,y,z)=x2¢?*2+ 4 sen(x+2z)+2z>. Hallemos el plano tangente y la recta normal a la
superficie F(x,y,z)=6 en el punto (2,—1,-1).
VF(x,y,2)=(2xe? 2 +4 cos(x+2z) , 2x2e>*? |8 cos(x+22) +4z) .

VF(2,-1,-1)=(8,8,4)=4(2,2, 1) [usamos el vector normal mds sencillo].

El plano tangente es, pues: 2(x—2)+2(y+1)+(z+1)=0, o mds compacto, |2x+2y+z=1|.

Y la recta normal serd: ‘ x = (2t+2,2t—1,1-1) ‘ (conocemos un punto y el vector director).

Hagamos ahora unos pequefios comentarios sobre la ‘diferencial de los fisicos’, empezando con

las f derivables de R en R. Con la notacién de la seccién podemos poner:
dfx(h)=f"(x) h o df(Ax)=f"(x)Ax, yes Ay=f"(x)Ax+o(Ax).

O, llamando dy= f’(x)Ax al incremento de la parte lineal: Ay = dy + o(Ax),

y cuando Ax es pequefio se comete poco error tomando dy en lugar de Ay.

No es raro ver escrito simplemente dy= f’(x) dx, interpretando dy como un
‘incremento infinitesimal’ de la y para otro dx de la x. Se estd sustituyendo entonces sin decirlo
Ay por dy, el incremento correspondiente a la funcién por el correspondiente a la tangente.

En R?, parauna z= f(x,y) diferenciable (si no, carece de sentido), no es impreciso escribir:
Az = f(x+Ax, y+Ay)—f(x,y) = af((;;,y) Ax + 6fg;’w Ay + o (Y(8x)2+(ay)?)

y se parecen, para Ax, Ay pequefios, Az y el incremento de la parte lineal dz=df ,)(Ax,Ay).
(O, lo que es lo mismo, se parecen la funcién y su plano tangente).

. . . . . _ & & _ 6_f 0_f
Pero si vuelve a ser impreciso escribir simplemente dz = Fdx + ay dy o df = dx+ 3y dy,

tipico de los fisicos, suponiendo que los incrementos son ‘infinitesimales’. dz no es simplemente
un nimero pequeflo, es el incremento correspondiente a una aplicacion lineal (la diferencial).
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Derivadas de orden superior y desarrollos de Taylor

. ad .
Silas 2L - existen para todos los x € D obtenemos n nuevos campos escalares ar s Sf que
0x x| Oxp

podemos volver a derivar consiguiendo las derivadas parciales de orden 2,3, ... :
af 02
e |0 = L0 = f (0 = D (),

Oxp L Ox; Oxp0x;

Ej12. Si f(x,y)=x?e"%, sus derivadas primeras 2L = f,=2xe > y % =fy=-2x*¢">Y vuelven a

tener derivadas parciales V(x, y) con lo que tiene sentido calcular:
62f —2y of _ _ _ 2y f _ —A+2n—2y
= =26 2, E o= axay =foy=—dxe >, 6y6x =fyx=—4xe 7, a—yz—fyy—4x e .

Y podriamos seguir calculando derivadas: W = frxx=0 =fyyy= —8x%e 72, ...

s W

Ej 13. Probemos que u(x, t)=L e~*/4 es solucién de U;—uxx=0 (‘ecuacién del calor en la recta’).
U =——t‘3/2 —x2/4t+t 1/2—x 2e —x2 /4t _ 4t_/2e—x2/4t uxz—%xt‘me"‘z/“’,
Upy=—h 132X 44 Ly 1732 L gy 2R 4 o Zzg/zf e /4 Por tanto, u; 1y =0.

Ej3c. Si f(x,y,z)=x’y—cos(yz) ya vimos que fy=2xy, fy=x>+zsen(yz), f;=ysen(yz) =
Fex=2y, Foy=2%, frz =05 fyx=2x, fyy=2>cos(yz), fyz=sen(yz)+yzcos(yz);
fex=0, fzy=sen(yz)+yzcos(yz), fez =y?cos(yz). Algunas derivadas coinciden (no es casual).

Se dice que fe€C"™ en D abierto si sus derivadas parciales hasta orden n son continuas en D .

Igualdad de Schwarz . 2 . -N. F L —
o de Clairant: Si feC”enunentornode a = Dy;f(a)=Djrf(a), j.k=1,...,n

[La demostracion (ver libros), utiliza, como en otros casos, el teorema del valor medio en una variable].

Al igual que muchas funciones f(x) se pueden aproximar por polinomios y desarrollar en serie
de Taylor en torno a un punto, se ve en los libros de varias variables que los campos escalares f
admiten también estos desarrollos. La diferencial representa el desarrollo de Taylor de orden 1. Sélo
escribimos el polinomio de orden 2 de una f de dos variables, sin expresiones del resto:

Si feC?enunentornode a=(a,b) y x=(a+h, b+k) estd préximo a a, entonces:
FX)=f(a)+ fr(a) h+fy(a) k+5[ fox(a) B2 +2fcy () hk +fyy (a) K| +0(h>+k?) .

En ocasiones convendri escribir el polinomio P,(x,y) anterior en la forma mas desarrollada:

fa,b)+fe(a, b)(x=a)+fy(a, b) (y=b)+3 frx(a, b) (x=a)*+ fry (@, b) (x=a) (y=b)+3 fyy(a, b) (y=b)?
y en muchas, mds que calcular derivadas, serdn mds ttiles los desarrollos conocidos de una variable.

Teor 4.

Ej 12*. Hallemos el desarrollo de orden 2 de f(x, y)=x?¢">> en torno a los puntos (0,0) y (=1, 1):
El primero es casi inmediato: f(x,y) = x>(1-2y+2y%+---) = x2 + 0(x2+y?)
[coherente con el hecho de que la tinica derivada no nula es fy,(0,0)=2 ] .
FLD=e72, fi(-1, D) =f(-1, ) =—frx(-1,1)=-2¢72, fo,(-1,1)=frp (-1, 1)=4e™> —
flx,y)~ e 2 [1 —2(x+1)=2(y=1)+(x+ 1)2+4(x+1)(y— +2(y— 1)2] .
)2 e 2e2

[A lo mismo llegariamos desarrollando (1-s entorno a (0,0), s=x+1, t=y—1 ] .

Ademads de dar valores aproximados de campos los desarrollos de Taylor permiten tratar limites complicados.

1— cos(2x2+2y?)

Ej 14. Estudiemos la continuidad y diferencibilidad en (0, 0) de f(x,y)= ERTEE £(0,0)=2.
+
cos(2t)=1-212+3t4— .. = 1—-cos(2x?+2y%) =2(x?+y 2)2_ 2(x2+y 2ty
fl,y)=2- %()c2+yz)2 T 2. Es f continua. El desarrollo da también fécil las parciales.
X—!

f(x,o)zl—f");#:z-%th = £¢(0,0)=0 [f"(0) vacon x |. Andlogamente f£,(0,0)=0.

d: f(x)-2-0 —%(x2+y2)3/2+

Para la diferenciabilida ]

-—> 0 = también es diferenciable.
x—0
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2.2 Campos vectoriales. Regla de la cadena

Tratamos funciones cuyos valores no son escalares, sino vectores. Primero el caso mads sencillo:

¢c:R— R"

Funciones vectoriales: | = ™ (D= (c1 (s en(0))

. Sus graficas son curvas en R" .

Bastantes veces nos ocuparemos de ¢ para ¢ en un intervalo finito: 7 € [a, b] . Entonces la imagen
de ¢ esuna curva finita que une (en ese sentido) el punto ¢(a) con el ¢(b) [extremos de la curva].
A esa curva orientada la llamaremos también a veces trayectoria o camino.

Casi siempre trabajaremos en R* o R* y serd ¢(1) = (x(1), y(1)) o e(t)=(x(1), (1), z(t)) .

Se dice que ¢ es continua en un punto o intervalo si 1o son sus n componentes c¢(¢), ..., ¢, () .

Y es derivable si las n lo son y su derivada es el vector | ¢/ (1) =(c/(?), ..., c;, (1)) |.

t+h)—c(t
Interpretemos ¢’(t) para n=2 (o n=3). Alser ¢’(t)= Ill/mo w , Y
.
la pendiente de la secante tenderd a la pendiente de la recta tangente a la
curva C descrita por c(t) . Fisicamente, si ¢(¢) describe el movimiento
de una particula a lo largo del tiempo [es decir, si es su vector posicion,
que se suele llamar r(z) ], ¢/(¢) representa el vector velocidad v(r). ! x

[El escalar ||¢/(7)|| describe la rapidez (velocidad escalar) con la que la particula avanza por la curva] .

Por tanto, ecuaciones de la recta tangente a C en un punto ¢(z,) (si ¢’(¢,) #0) pueden ser:

[esta toca ¢(zo)

[ X=clto)+1€(to) | 0 | x=e(to)+(1=10) €/ (o) | 'coande 1ot

[Cuando ¢’(#,) =0 no hay tangente definida y no es extrafio que aparezcan picos en la curva] .

Si las ¢} vuelven a ser derivables se puede hallar su derivada segunda ¢”(z) = (c’l’(t), e (1))
[que representa el vector aceleracion a(r) ] Y se pueden definir ¢”’(t), ¢V (t), ...

Ej 1. Sea c(t)=(cost?,senr?), con t€ [0,V2r|. e(0)=c(V2r)=(1,0).
Por ser ||e(?)||=Vcos?t2+sen?t2 =1, recorrerd ¢ la circunferencia unidad.

1=0,\2n
¢’ ()= (- 2¢sent?,2t cos ) serd un vector tangente, y es ||¢/(¢)||=2¢

[con lo que este mddulo (la velocidad escalar) crece con el tiempo].
[Obsérvese que llega a (0, 1) para r= \/m ~1.25, y que tarda el doble de tiempo en dar la vuelta entera].
¢ (Vr/2)=(-V27,0) —» x=(-V2xt,1) recta tangente en (0,1) [més sencilla x=(¢, 1) ]

El vector aceleracion serd ¢”(f)=-2(—sent?, cost?) — 4t%(cos 1>, sent?) .
[Tiene una componente en la direccién de la velocidad y otra en direccién normal al movimiento,
que es algo que se ve que ocurre en general para cualquier c].
[La misma curva se podria describir (de forma mds simple) con ¢.(¢)=(cost,sent), t€[0,2x] .
siendo recorrida en este caso con velocidad ||c.(7)]|=1 constante].

Ej2. Sea c(#)= (t3, 2t2) . Dibujemos la curva descrita por ¢ para t€[—1, 1], hallemos su recta tangente
en el punto (—1,2) y el punto en que esta recta tangente vuelve a cortar la curva.
2/3

v

Dando valores a ¢, o viendo que se puede escribir y=2x~/" sale el dibujo. 5

[Cuando ¢’ =0 (en el origen) podian aparecer picos y eso fue lo que ocurrié].
Elpuntosedasi t=—1: ¢(-1)=(-1,2) yes ¢/(-1)=(3r2,41)|__,=(3,-4).
La recta tangente es: X(s)=(3s—1,2-4s) [toca (3,0) cuando s=1/2].

1.5

t=—1

Corta la curva para ¢ y s que cumplan: 3=3s—1,22=2—4s —
(3s=1)2=(1-25)%, 85s°-35=0, s=3 — (1, 1) [y s=0—> (-1,2)]. s 1

=il -0.5
23 ylarecta y= 2_34" se cortan si 27x%=(1-2x)3 que lleva a lo mismo] .

[O bien, la curva y=2x
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Mis dificil es, desde luego, dibujar curvas en R®. Tratamos el ejemplo cdsico, la hélice:

Ej 3. Dibujemos la curva descrita por ¢(¢)=(cosz,sent, ), t€[0,3n]. A '\c£3n)

2 2 .
Como es [x(t)] + [y(t)] =1, la proyeccion sobre el plano xy es la
circunferencia unidad, mientras que z crece constantemente con f.

El vector velocidad serd ¢’ (r)=(—sent,cost, 1), yes [[¢/()]|=V2,

independiente de ¢ (se recorre la curva a velocidad escalar constante). I

Por ejemplo, para t=2x [en el punto (1,0, 27r)] es ¢/ (2n)=(0,1,1)

y la recta tangente en ese punto se puede escribir x(¢)=(1,¢,27+1) .

. . NI
El vector aceleracién ¢’ () =(—cost,—sent,0) no tiene componente )%(f
vertical y apunta siempre hacia el eje z.

Primer caso de la regla de la cadena.

Las reglas de la cadena en R" generalizan la férmula de una variable (fog)’(x)=f"(g(x))g’(x).
Empezamos con el caso mas sencillo, que une funciones vectoriales y campos escalares:

Sean ¢c:R—> R"y f:R"— R de Clysea h(t)=f(c(?)). t/‘-s < -&
Teor 1. | Entonces £ es derivable y es h'(t)= Vf(c(2))- ¢’(r),0sea: | — j: ety
W ()= 2L (e)) x] (1) + -+ 2L (e() x4 (1) . h:R— R

df _df dx , 0f dy

La ultima igualdad (por ejemplo cuando n=2) se suele escribir en la forma | =+ = -7 aydr |’

expresion imprecisa que no deja claro dénde estd evaluada cada término [las parciales en (x(z), y())
y las derivadas ordinarias en ¢ ] y que mantiene el nombre f para / (puesesla f sobre una curva).

De hecho, & describe la variacién del campo f a lo largo de la curva dada por c, y de esto se
deduce el resultado: en un ¢, dado, h’(¢,) mide la variacién de f segtin el vector tangente a la curva
en el punto ¢(7,), y esta derivada segin el vector viene dada, como sabemos, por Vf(¢(z,))- ¢’ (t,) -

El resultado se podria escribir asi: 7’ (¢)= Vf (c(z)) c’(;) = ((‘;—){1 . %)C(Z)(XI g(t)) [eZEOTI::gi g;ré
producto de matrices x;, (1)
Ej4. Si c(t)=(£3,21%), f(x,y)= (y+x2)2 y h=foc,hallemos h’(—1) mediante la regla de la cadena.
e(=1)=(=1.2), ¢(=1)=(3.~4), Vf = (dx(y+x7),2(y+:2)) =3 (=12,6).

Y por tanto: A'(—1) = Vf(e(=1))- ¢/(-=1) = (3,-4)-(~12,6) = —60.
Podemos comprobar el resultado obtenido componiendo y derivando:
h(t)= (2024+15)° — R (1)=2(22+1%) (41+61%) , I’ (~1)=—60.

[Que la derivada sea negativa implica que la f decrece al avanzar sobre la curva, como

se puede comprobar dibujdndola junto a varias curvas de nivel f=C, que son pardbolas

de la forma y= +VC-x? (u observando simplemente el gradiente en el punto)].

Si las funciones son mas derivables, la regla anterior nos permite hacer derivadas segundas y sucesivas.

Por ejemplo, para n=2, de la férmula que dala 4’(f)=fyx" + fy ¥, deducimos la derivada segunda:
h"(t)=(fx)'X'+fx x”+(fy)ly’+fy yu — fxx (x/)Z + foy X/y, +fyy (y,)z +fx )CN +fy yu .
Ej5. Sea f:R*— R de C?ysea h(t)=f(t,~t,1*) . Hallemos A" en funcién de las derivadas de f,
y comprobemos la férmula obtenida en el caso de que sea f(x,y,z) =x+y+z>.

W(t)=fx= fy+2tfz, B () = (fx) = (/) +2t(f2) +2f;
= fxx_fxy+2tfxz - fyx+fyy_2tfyz + 2tfzx_21fzy+4t2fzz + 2fz
= fxx+fyy+4t2fzz_2fxy+4tfxz_4tfyz + 2fz
En concreto, parala f dadaes h(r)=t*, h’’(t)=12¢>. Con la férmula: h”(t)=8t2+4z|2=t2=12t2.
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Pasemos ya al caso general, con valores vectoriales dependientes de varias variables:

f: DcR" — R™

Campos vectoriales. Son funciones de R" en R™ : K= (X1 oo m) = £ = (1 (s oo fin (X))

[O funciones vectoriales de varias variables reales sobre un dominio D . Uno que ya ha aparecido,
con n=m,es Vf;otro, para n=m =3, serd rotf; otros serdn los cambios de variable que iremos
haciendo; y caso particular importante ya tratado son las funciones vectoriales, con n=1].

‘ f(x) =(f1(x), ..., fm(X)) serd continuo si lo son sus m componentes fx(X). ‘

[Esto equivale a una definicién £—4§: si Ve 39 tal que ||x—al|<d = |[f(x)-f(a)| <& ]
En la diferencial de f escalares cumplia un papel importante el vector Vf . Aqui lo cumple una matriz:
df1/dxy -+ Of1/0xn

Ofm/0x1 -+ Ofm/0xn

Se llama matriz diferencial o jacobiana de f en a a Df(a) = (
[Las m filas de Df son los gradientes de las m componentes].

f es diferenciable en a si existe Df(a) yes f(a+v)=f(a)+ Df(a) v+o(]|v]]).
con v vector columna y escribiendo el resultado como filaT

lIf (a+v) — f(a) - Df(a) v||
vl

[Es decir, si — 0 cuando ||v]|— 0].

Y se tiene un resultado similar al de los campos escalares:

Teor 2. | Si todas las f; €C' en un entorno de a entonces f es diferenciable en a.

f es diferenciable en a si existe una aplicacién lineal df,: R" — R™, llamada diferencial de f en el
punto a, dada por df,(v)=Df(a) v, tal que: f(a+v)=1f(a)+dfy(v)+o(||v|]]).

Una aplicacion lineal viene dada por una matriz, incluso, abusando algo del lenguaje, se puede decir
que df, esla matriz Df(a) [ f’(a) eslamatriz mas simple y Vf(a) es una matriz 1xn ]

Si n=1, la matriz Df pasa a ser una matriz mx 1, el vector derivada de una funcién vectorial, y
la diferencial es una aplicacion lineal de R en R™ (cuya gréfica es una recta en R™: la tangente).
Para seguir la notacién de aqui deberiamos escribir De(z) =¢’(#) como un vector columna (con m
elementos), pero seguiremos con vectores fila y llamando a las ¢ derivables mds que diferenciables.

Ej6. f(x,y)= (e, y,2x+y?)=(f(x,y),g(x,¥), h(x,y)) es campo vectorial diferenciable en el punto
(1,0) [lo es en todo R?] porque las 6 parciales existen y son continuas en un entorno del punto.

fx Iy yeXY xeX¥ 01 v

Su matriz diferencial es: Df =| g, gy |=| 0 1 |= Df(1,0)v=|0 1 (z = ( v ) )
hy hy 2 2y 20 2u

Laf:R2>Rse parecerd, por tanto, cerca de (1, 0) a la funcién lineal de R%Zen R® que al vector

v=(u,v) le asigna el nuevo vector (1+v,v,2+2u)=£(1,0)+Df(1,0) v~ f (1+u,v).

O, escrito de otra forma, f(x,y)=(e*,y,2x+y?)~(1+y,y,2x) cercade (1,0).

[Las diferenciales de los campos escalares f, g y & llevarian a las mismas expresiones].

En caso de que sea m=n, tipico de los cambios de variable, cumplird un papel importante (por ejemplo en
la integracién) el determinante de la matriz diferencial nxn , llamado jacobiano del cambio:

0f1/0xy -+ Of1/0xn

............ , el determinante jacobiano es =2rc = Jf= |Df | =

Si y1=f1(x15--5 Xn) OWiseensyn) —
Yn=fu (X150 Xn) IR Xn)

fn)Ox1 -+ D fpnOxn

[Jf (a) #0 implicard, por ejemplo, que el cambio es inyectivo en un entorno del punto, con lo
que habré funcién inversa f~! en un entorno, que era lo que sucedia en R cuando f’(a) #0 ]

Ej7. Sea f : R — R?, f(r,0)=(rcos 6, rsen)=(x,y), que habitualmente escribiremos ;C)Z; (s:grslz .
cosf —rsend

send rcosd

El determinante jacobiano (del cambio a polares): Jf= 9(xy) —

20 = = r(cos?f+sen’0) =r .

Ni siquiera en el caso més simple de las funciones de R? en R? como la anterior es posible dibujar graficas de
campos vectoriales. Habra que limitarse a dibujar flechas entre dos planos (en este caso).
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Caso general de la regla de la cadena.

Consideremos ahora el caso general de composicion de campos vectoriales:

g f
Sean R'— R"™— RP , g diferenciableen a, f diferenciableen b=g(a) =
Teor 3. a— g(a)=b — f(b)

f o g diferenciable en a y D(f o g)(a)= Df(b) Dg(a) [producto de matrices].

[La demostracién para f, g€ C! se basa en aplicar el Teor 1. en cada ﬁla].

Ej 8. Sean g(x,y)=(x—y,y?), f(u,v)=(u+v,uv,v). Hallemos D(f o g) en (2,1). Con el Teor 3:

Df(u,v):(g L}),Dg(x,y)z(é ;yl) g2, 1)=(1,1) = D(fog)(2, 1):(3 i)(é ‘zl)z(% %).

Comprobemos componiendo y calculando luego la diferencial:

I 2y-1 11
(fog)(x,y)=f(x—y,y?)=(x—y+y%xy*=y>,y?), D(f o g)(2, 1)=(y2 2xy—3y2) =(1 1).
0 2y Ja

Veamos la forma que adopta el teorema general en otros diferentes casos particulares. El primero
muestra el efecto de un cambio de variable sobre una curva:

%
Sean ¢:R— R?, g:R*— R2, r(1)=g(c(r)). ey vg.t:
(X, )’) - (M7 V) ~.___::__: _____ g o] - l‘(t)
[r eslacurvaimagen de ¢ a través del cambio g]. | X | 7]
, _ ’ _[ux uy x’ I g transforma puntos y
r (t) - Dg(c(t)) ¢ (t) ‘ - (Vx Vy) (y') - Es decir: Dg transforma vectores.
W= uxx +uyy - | du_dudc  dudy| | dv_dvdx  ovdy
Vi=vex +vyy o si se prefiere: dt — Oxdt  Odydt |’ | dt ~ dxdt ' Oy dt

La matriz diferencial Dg tansforma el vector tangente a una curva en el vector tangente a la curva imagen.

Otro caso mds (que usaremos mds a menudo): los cambios de variable para funciones de 2 variables.

f:R2—>R,g:R2—>R2,h:fog:R2—>R /\g‘y’ ,_\f‘
(r,s) = (x,y) (r,5) = f(&(r,5))=f(x(r,5),y(r,s)) — - | ~

N

dr Bs ay dy ar ~oxor tayar || ads " axas T 3y os fenvezdeh]
or Os

[Conviene memorizar estas férmulas. No se olvide que fy y fy estdn evaluadas en (x(r,s),y(r,s)) ] .

ox 0 o
(ah ah):(g_f z;_f)(a_f 6_;;) - Oh _0f ox , 0f 0y dh _90f dx , f 9y | [oescribiendo
x dy

Jr=fx+sfy
fs=2sfx +rfy ’

Si feC? podemos hallar también las derivadas segundas. f; y fy son también funciones de r y s
que se derivardn respecto a r y s de la misma forma que se derivabala f:

Srr= (fr)r = (fx),"’ S(fy)r = [fxx+5fxy] + S[fyx+5fyy] = fxx +25fxy + Szfyy
frs= (fr)s = (fx)s‘" S(fy)s"'fy = [Zsfxx+rfxy] + S[2Sfyx+rfyy] +fy =25 fxx +(r+252)fxy +78 fyy+fy
Fss=(fs)g =25 (fx)s+ 7 (Fy)g+2fx = 2528 frx+7 fuy] + 728 fyx+r fyyl+2fx = 452 frx+ars fry+12 fyy +2fx

[Para escribir, por ejemplo, (fy), simplemente se ha utilizado que, segtn las expresiones para las
derivadas primeras, habia que derivarla respecto a x y sumarle s por su derivada respecto a y ]

a2
Ej9. Si {)y:::s , las derivadas de f(r+s2,rs) respecto a las variables (r,s) son {

[ frs se podia haber calculado también asi, pues sabemos que las derivadas cruzadas coinciden:
Frs=(fs)y =25 fex+sfyx) + 1 fay+sfyy)+fy = 2 fax+(r+25%) fuy+rsfyy+fy |.

Similares son las férmulas en R®. Para una (r, s, t) — f(g(r,s,0))=Ff(x(r,s,1),y(r,s,1),z(r, s,1))

fv:fxxs"'fyys'i'fzzs ﬁ:fxxl+fyyt+fzzt ‘

[Una vez que ‘se le pilla el truco’ a los cambios de variable, es facil dar la expresion desarrollada de cualquier
derivada de una funcién de varias variables m que, a su vez, dependen de otras n. En la derivada de la
funcién compuesta final respecto a, por ejemplo, una r estardn sumadas las m derivadas respecto a la variables
intermedias multiplicadas por las derivadas de éstas respecto a r ].

las derivadas son: ’ fr=fxr+ fyyr+ fozr

bl b}
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Divergencia, laplaciano, rotacional

: . . . — (.0 d
Si f=(fi,..., fo): R"— R" es campo vectorial C!, la divergencia | V= (6x1 EERE axn)
afi 4ot Ofn [s6lo notacidn, eso
F dx, inet

X1 Xn no es ningun vector].

En particular, cuando f=(f, g) es ,ypara f=(f,g, h) es ’ divf =fi+gy+h; ‘

. on ) . _ _vw2p_ O O*f
Si f:R"—> R esde C-, ellaplacianode f es Af=V-(Vf)=Vf= Sot oS
1 n

de f es el campo escalar: divf=V-f=

Af:fxx"'fyy‘ o ’Afzfxx+fyy+fzz ‘

Es otro campo escalar. En particular,

Para n=3 hay otro importante campo vectorial que se obtiene a partir de uno dado:

Si f=(f,g,h):R*> R esde C!, el rotacional de f es el campo vectorial:

i j Kk
rotf = Vxf=(h,—g,)i+ (fo—hy)j+ (gx—fy) k= |gox g0y aoz-
f g h

interpretando adecuadamente los ‘productos’ —

Algunas propiedades y relaciones (para n=3 y campos c? ) facilmente comprobables son:

’rot(Vf):O, div (rotf)=0, div(gf)=gdivf+Vg-f, rot(gf):grotf+Vg><f.‘
Por ejemplo, la primera: rot (fxs fy, fz) =(fzy_fyz) i+ (fez—fox)i+ (fyx_fxy) k=0.

[No sélo el rotacional de un gradiente es 0. En 5.3 se verd que si el rotacional de un campo
feC! se anula, este campo serd el gradiente de un campo escalar que sabremos calcular].
Igual de fécil se ve la segunda igualdad: div (rotf)=hy—g v+ foy—hxy+8xz—fyz=0,
pues las derivadas cruzadas coinciden por ser todas las funciones C2.
Las mds largas (y mecdnicas) comprobaciones de las otras igualdades (vienen ser generalizaciones
de la derivada de un producto) se dejan para problemas.

i j k
9/ox 9oy 0)oz
2

Ej10. Sea f=(xyz, €%, y?). divf=yz+ze’*. rotf = = (2y-ye¥?, xy, —xz).

xyz e¥% y

div (rotf ) =x—x=0 (S;]f(‘;*;. V(divf)=(0,z+z%€’%, y+e¥?+yze¥?). A(divl)=(+y?z+2y) €.

[No tiene sentido hablar del gradiente o laplaciano de f, ni de divergencia o rotacional de escalares.
Estos cuatro ‘operadores’ (reglas que convierten funciones en otras, como también hace la derivada)
son ‘lineales’ (porque lo es la derivada): V(af+bg)=aVf+bVg,a,beR, e igual los otros].

Otro ejemplo de operadores diferenciales y también de repaso de la regla de la cadena:

Ej11. Sean f(x,y,2)=(y.xy,2z) y ¢(1)=(1,2cos?,sent), t€[-m, n].
a) Calcular divf, rotf, div(rotf), V(f-f), A(f-f),la matriz Df y el jacobiano J:\Df|.
b) Si r(t)=(foc)(r), hallar r’(7/6) componiendo y derivando y con la regla de la cadena.

i j Kk
a) divf=x+2. rotf=|gox gy 9oz|=0i+0j+(y—1)k = (0,0,y—1). div(rotf)=0 (siempre).
y xy 2z
010
V(£-£) =V (y2+x2y?+42%) = (2xy2, 2x%y+2y, 82) . A(f-f) =2x2+2y?+10. Df:(y x 0). J==2y.
002

b) r(r)=(foc)(r)=(2cosz,2cost,2sent) = r’(%)=(-2s, —2s,20)t:ﬂ/6 =(-1,-1,v3).
Con la forma matricial de la regla de la cadena:

c(%)=(1,‘/§,%)’ c’(;):(O,—Zsent,cost), c’(%)=(
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Calculos en polares

. .. . x=rcosf r=vx2+y?
Para analizar la continuidad ya utilizamos las coordenadas polares: B , y
y=rsen6 tan@:;

Escribamos ahora Vf y Af en polares. Por la regla de la cadena:

{frzfxx, + fyyr =cosffc+send f _ {frcose—%fg send= fy -
Jo=Jxxo+fyyo=—rsendfi+rcosbf frsen0+1 fycoso=f,

Vf =fre + %fg ey, definiendo e, =(cosd,senf), eg=(—senb,cosb).

[Esta pareja de vectores son unitarios y perpendiculares entre si y se tiene que %er =ey ] .

frr= 0820 fex+2sen @ cos 6 fry, + sen’0 f,
{ rr XX Xy yy Af frr + _ LA f920

=
foo=r*sen’d fr,—2r*sen d cos «9fxy+r2 (:0529]‘yy —rcosffc—rsenff, r

[Basta escribir la suma del segundo miembro y usar que cos’>@+sen’d=1 para obtener fy,+ fyy ]

Ej12. Sea f(x,y)=+ +y2 , £(0,0)=0. [Ejemplo de f continua de 1.3]. En polares: f(r,0)=rcos’6.

Hallemos aqui Vf y Af enel punto (x,y)=(1,1), 0lo que es lo mismo, en (r,0)= (\/5 %)
Vf=c0s30er—3c0s2956n9e0|(\f ”):g(L L)_3‘_5(

NARY-L
Af =0+ cof() + 6cosé)senr0 3 cos? 0 _ COS 0(3 4C0$29) que e

Mais largos serfan los cdculos trabajando en cartesianas:

Vf= (x4+3x2y2 -2x3y ) Af= 4x3+6xy2-2x3  8x3y2—dx(x*+3x2y?) _ 2x(3y2-x2)
(Zy2)2 * (x24y2)2 (x2+y2)? (x24+y2)3 (x21+y2)2

-4 )1,
en (V2, %) vale 1.

Otro ejemplo de la utilidad de las polares en el que repasamos ademds otros conceptos de la seccién:

Ej 13. Sea g(x, y) =arctanyx2+y2 . a) Dibujar la gréfica de g . ;Es diferenciable en (0, 0) ?
b) Calcular Vg(0,-2) y Ag(0,—2) en cartesianas y polares.
) Si h(u,v,w)=g(ue",4v+6w), hallar, utilizando la regla de la cadena, 2 - k0, 1,—1)

a) De revolucién. g(0,y)=arctan |y|, par, arctany, y>0. = =
No existe g,(0,0) y no es diferenciable en el origen.

T Ty

X Y
x= . = — _ — _l
g (14x2+y2) \x2+y? 8y (1+x2+yz)\/x2+y2 Vg(O, D (0 > 5 ) )

b) En cartesianas:

En polares: g(r,0)=arctanr. Vg=g, e,=— 1+ > (cos 6, sen 9) /2 o 1(0,- 1)
Laplaciano mucho mejor en polares: Ag :g,r+;gr =— (13:2)2 + r(lirz) = r(ll;:2)2 = —% .
Mis largo: Gxx = y +y —x y —2xt x2+x47x2y2—2y4 _ 1_x2_y2 1(0~2)

, CAg=——"X7Y
(gt (2ay?) P * 879 = (L2 (aayay? * 8 (1+x24y2)2\[x24y2

C) hy=gxXwt+gyyw=ue"gy+6g, — hy,(0,1,-1)=0-g,(0,-2) +6g,(0,-2) =| -

ylle)

También es ttil, en ocasiones, usar polares con funciones vectoriales. El vector tangente a una
c(t)= (x(t), y(1))=(r(z) cos (1), r(t) sen6(r)) = r(t) e, (1)

’ de, dg _ | dr [componentes radial
serd: ¢'(1)= dz Ter+r gy a6 dr — | ar &rtr dt €o y transversal de ¢’ ].

Ej 14. Seala curva ¢ (una espiral) definida en polares mediante r(z)=1, 0(t)=1¢.

L7 )

Con la férmula de arriba: ¢’(f)=e,+teg=(cost,sent) + ¢ (—sent,cost) .

En este caso es facil comprobar con cartesianas: ¢(f)=(tcost,tsent)

[También puede ayudar en los cdlculos en R? la utilizacién de coordenadas cilindricas
y esféricas, pero no presentaremos estas coordenadas hasta el capitulo 4].
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