3. Funciones implicitas. Maximos y minimos.

3.1 Funciones implicitas e inversas

En Matematicas se ha derivado implicitamente, pero ;cudndo una expresién F(x,y)=0,con FeC 1 define
realmente una funcién derivable y=g(x) cerca de un punto (a, ¢) de la curva? Entonces serfa F(x, g(x)) =0,
y laregla de la cadena nos darfa: Fy(x, g(x))+Fy(x,g(x))g’(x)=0 = g’(a)= —Ii—’f

(a.c)”

(Cudndo no definird una funcién? Parece haber problemas cuando sea F(a,c)=0. y

(0,1)
Por ejemplo, para la circunferencia F(x,y)=x?+y>~1=0, Fy=2x, F,=2y,si /“\YV—
y=0 define 2 funciones y==+V1-x2, no derivables ademads en los puntos (*1,0). (1,0
N

X
Cerca de cualquier otro punto, por ejemplo (0,1), si define una sola g(x) derivable

. L. .. F= ==V
[aunque en ese mismo punto, con Fy =0, no define una tnica funcién x=nh(y) ] Y

Algo andlogo sucede en R*. La superficie esférica F(x, y, z) =x?+y>+z>—1= 0 define una funcién z=g(x, y)
de C! cuando F,=2z#0. Por ejemplo, cerca de (0,0,—1), tal funcién es z=—+/1-x2-y2.

Cuando una F =0 defina z=z(x, y), dar sus derivadas es de nuevo facil derivando implicitamente:

F,
F(x,y,2(x,9))=0 = Fx+F,2,=0, Fy + F, z2,=0 = zxz—f,—;‘, zyz—F—)_.

El siguiente teorema particular de la funciéon implicita (demostrado en M-T) generaliza estas ideas:

Sea F: R"™"!' SR de C', F(a,c)=0y F,(a,c)#0.Entonces existe una tinica z=g(x) de C'

(x,2) > F(x,z) P 9F)
. _ g _ Xi .
que satisface F(X,g(x))—O para x cercade a, z cercade ¢,y son o W(‘)zj’ j=1,...,n.

Cambiando los papeles de las variables, el teorema también garantiza que F(x,y) =0 define una
funcién x(y) cuando F, #0, o precisa cudando F(x,y,z)=0 define seguro una y=y(x,z) o una
x=x(y, z) : cuando la derivada respecto a lo que queremos despejar no se anule en el punto. Si
es 0, esto no implica que no defina una funcién (pero, si lo hace, probablemente deje de ser C'):

Ej1. Para F(x,y)=8x+y’e"*1=0 es F,=8+y3e**!, F,=3y’e"*1=0 & y=0.
Entonces F=8x=0. El teorema afirma que hay una y(x) de C' salvo en (0,0).

1/3g-(x+1)/3

Pero podemos despejar: y=—2x , funcién tnica por (0, 0) [no C! ]

En el minimo de esta funcién (1,—26_2/ 3), F =0 si define dos funciones x(y) .

[A este punto malo podemos llegar sin despejar: 8=—y3e**! — F=8x—-8=0 — 8+¢?y*=0 ]

El teorema asegura cudndo existe la funcién definida implicitamente, pero no dice cudl es. De hecho
es mds interesante si no podemos calcularla (a diferencia de los ejemplos vistos). Lo mds complicado
entonces para aplicarlo es, usualmente, localizar puntos que pertenezcan a la curva o superficie.

Ej 2. Sea F(x,y)= = +y3 —3xy=0. Dibujo de la curva con el ‘implicitplot’ de Maple:
Fe=3(x*-y), Fy =3(y?—x).Para x#y?, F=0 define y=y(x) de C' y
si y#x?,una x=x(y).Como Fy =Fy,=0en (1, 1), que no es de la curva,
y en (0, 0), salvo en este tltimo punto la curva describe una funcién C! de
una de las variables (en casi todos los puntos, de las 2). Hay problemas si:

x=y? = F=y3(y’-2)=0 — y=2!3 — (2%/3,21/3) ~(1.59,1.26),

punto en que hay dos funciones y(x) [y en el punto simétrico para x(y) ]

En el resto de puntos, aunque la y(x) € C! no sea calculable, podemos saber muchas cosas de ella.

Por ejemplo: y=x — 2x>—3x>=0 — (0,0) y (%, %) Hallemos en el segundo la recta tangente:

2_
3(x*-y) +3(y*-x)y'=0 — y/(%):ify§|(3/2,3/2):_

Y ahora, y"(%): QCx—y)+Qyy -1y +(¥*-x)y”" =0 — y”(%)

1 > y=3-(x-3) =3-x.

_ 2x=2y'+2y ()
=

_32
=

(3/2.3/2)
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Tratemos con el teorema una primera superficie definida por una funcién de 3 variables que no es demasiado
complicada y que ademds permite despejar explicitamente la z y comprobar afirmaciones:

Ej 3. Consideremos la superficie S dada por | F(x, yz) = 3x>—2y*+z2—4yz+2y=0|. F,=2(z-2y).

Cuando sea z#2y el teorema de la funcién implicita garantiza que define una funcién z(x, y) de C'.
Por ejemplo, esto sucede cerca sencillo punto a=(1,1,1)€S. Sus derivadas en él se pueden copiar

del teorema, o volver a obtenerlas aqui derivando impliicitamente:

3
nyz °
En (1, 1, 1) estas parciales pasan a valer: z,(1,1,1)=3, z,(1,1,1)=-3.

1-2y-2z
2y-z

6x+272x—4y2x=0 — zx= —4y+2zz,—4z—4yz,+2=0 — z, =

De ellas podemos deducir, por ejemplo, su plano tangente: z=1+3(x—1)-3(y—1)=3x-3y+1.
1,1,1

Se sabia hallar: VF =2(3x, 1-2y—2z,z-2y) (LLD 2(3,-3,-1). (3,-3,-1)-(x—1,y—-1,z- 1)\: 0.

Aqui se puede despejar z=2y++/6y2—3x2—2y,yel —nosdala S cerca del punto a. Derivando la

expresion calcularfamos las z, y zy Yy el plano tangente de una tercera forma.

(Qué sucede en los puntos del plano z=2y ? Sobre €l tiene el VF la tercera
componente nula, con lo que su plano tangente serd vertical y nunca la posible
z(x,y) que definiese seria C'. Observemos ademds que sobre ese plano estdn
las dos funciones distintas ++/ que han aparecido al despejar la z.
En el dibujo de Maple se ve la superficie, dos puntos ‘buenos’ (1,1,3) y a, el plano
calculado y dos puntos sobre z=2y con plano vertical, el origen y el (0,1/3,2/3).

Derivando implicitamente se pueden calcular mas derivadas. Por ejemplo:

— 3+(Zx)2

3+(2x) 2 +22xx—2Y2xx =0 > Zxx= 5y—2 - Suvaloren el punto a serfa 12.

Para esta segunda, donde no se puede despejar z, hallemos su plano tangente en un ‘punto bueno’ y estudiemos
algo qué sucede en otros puntos con dificultades segtin el teorema de la funcién implicita:

Ej 4. Sea ahora la superficie S dada por F(x,y,z)= y>+x3+xz2—2z3=1. Sus parciales se anulan si:
VF=(3x*+2%,2y,2z(x-32)) =(0,0,0) & x=y=x=0.
Como el punto (0,0, 0) no pertenece a S, cerca de todo punto suyo (con una parcial no nula) se
puede ‘despejar’ alguna de las variables, definiendo una funcién C' (y tendra plano tangente).
En concreto, seguro que existe z(x,y) si z#0 y x#3z. Hay problemas con x(y,z) si x=z=0
(e y==1 portanto). Y los tiene y(x,z) si y=0 (se puede despejar y==+~ y esto los confirma).
Hallemos el plano tangente en (1,1, 1), que pertenece claramente a la superficie: 1+1+1-2=1.

Lo mis corto es utilizarel VF=(4,2,-4) que nosda (2, 1,-2)-(x—1,y—1,z-1)=0, z:x+%—% .
Ahora nos basamos en las férmulas que se deducen de la derivacién implicita:

Fx _ 3x%+7> Fy 2y

X=TE T2206z-x) Y T TFE T 2203z °
Asi que, con la otra férmula de 2.1 (para campos despejados): z=1+(x— 1)+%(y— 1), como antes.

que en el punto (1,1,1) pasanavaler 1y %

Mis formas no sencillas. Despejemos ahora y en vez de z y sigamos con férmulas de implicitas:

yxz—li—;z—%, yzz—i—jz%;‘x) en (1,1,1) son-2,2. y=1-2(x=2)+2(z-1).

Incluso podriamos ahora dar su més complicada expresion y=V1-x3—xz2+2z3 y derivarla.
Estudiemos ahora la S cerca de los puntos (1,0,0) y (0,1,0).
[Tlustramos ya los argumentos con otro dibujo de Maple utilizando
el ‘implicitplot3d’. Se obiene esa especie de ‘sillén’, los tres puntos
analizados aparecen en rojo y el plano tangente de arriba en verde].
2 En (1,0,0) puede haber problemas tratando de
0s definir z=z(x, y), pero el teorema es s6lo = .

El dibujo del corte de S con y=0 los confirma
[y erafacil observar que también (1,0,1/2)€ S ].
" Vemos ahora qué sucede en (0, 1,0) conla x en funcién de y,z.
A la derecha estd el sencillo dibujo de y?+x>=1 (corte con z=0).
Y el corte con y=1: x> +x72-273=(x—z) (x?+xz+27%) =0 es larecta z=x.
Todo sugiere que F =1 si define una tnica funcién x=x(y, z) cerca del punto,
a pesar de ser F,(0,1,0)=0. Esta funcién no serd C! (xy seirda —oo).
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Veamos ahora el caso general de funciones implicitas. Queremos ahora resolver m ecuaciones con
m variables (despejar las u; en funcién de las x; ):

OF\/duy - OF/Oum
El papel que cumplia F, lo cumplird aqui este determinante: A= : :

OF,,/0uy -+ OF,/0upn
El teorema general de la funcién implicita asegura:

FeC', F(a,c)=0, A(a,c) #0 = el sistema, cerca de (a,c), define m tnicas funciones C':
ur=gx(x1,...,xn), k=1...m, cuyas derivadas se pueden hallar derivando implicitamente.

Ej 5. La curva interseccién de las superficies x”+y?—2x=0 y x’>+y?>+z2=3
(superficie esférica y cilindro que pasa por el origen) se podria escribir
paramétricamente en la forma ¢(x) = (x, y(x), z(x)) cuando:

OF/dy OF,/0z 2y 0

OF,/dy OF,/dz| |2y 2z

=4yz+0. Por ejemplo, cercade (1,1,1).

Para hallar el ¢’ tangente, como siempre, podemos derivar implicitamente:
2x+2yy’ -2=0 ¥ =(1-x)/y
2x+2yy’ +2z7' =0 7’=-1/z

= ¢(1)=(1,0,-1).

También se puede dar un vector tangente de otro modo. VF;, VF, son ortogonales a cada superficie
y, por tanto, VF1 XVF,=2(x—1,y,0)X2(x, y, ) =4(yz, (1 —x)z,—y) serd tangente a la curva.

U+v=x+y
Xu+yv=2

definen u(x,y) y v(x,y). {Fl:u+v_x_y = A=

Ej 6. Veamos dénde { Fymxutyv—2 =y-x.

11
o
Por ejemplo, estan bien definidas cercade x=1, y=2,u=4,v=—1.Hallemos u,(1,2) y v,(1,2):

Mx+Vx=1 u+y

_ uty _ utx 1) - — —_
e =D = Ux=y=, Uy Evaluando en (1,2,4,—1): u,(1,2)=6, v,(1,2)=-5.

=
Andlogamente se calcularfan u,(1,2)=1, v,(1,2)=0.

[ (1,1,1,1) también cumple el sistema, pero probablemente u y v no estén definidas cerca del punto].

:R— R derivable con f’(a)#0 teniainversa f~! en un entorno de b= f(a).
b

Un caso particular del dltimo teorema nos da condiciones que aseguran cuando la

tiene un campo de R" en R": f: DcR"— R"
(U1,eesttn) = (X15005X0)

f
xi=fi(up, ... upn) Ofi/Ouy - Ofi[Oun| Vo~
. O(X1,0Xn) _ 7o . . acobiano ~
{ ............... , x=f(u). EICTRT) =Jf= : : J de £ O f-! O
Xn=faur, ... un) O fn/Our -+ O fn /Oy u

=

Sea f: DcR"— R" de C!, acintD, f(a)=b y Jf(a)#0.
Teorema de (U15eesttn) = (X15.0X0)

l?ﬂg‘;‘:_:;f“ Entonces x=f(u) es resoluble en forma tinica como u=f"(x),
con f~! también C!, para u cercade a y x cercade b.

[Que exista la inversa no significa, como ya sucedia en R, que su expresion explicita se pueda dar] .
[El teorema (y todos los de la seccion) sélo da resultados ‘locales’ (la existencia de
funciones implicitas e inversas solo estd garantizada en un entorno de los puntos)].

Como primer ejemplo consideramos los cambios de variable lineales:

x=au+bv Podemos despejar u e v en funciénde x e y, d(x,y)

Ej7. { : 0s det Ve -
J y=cu+dv " es decir, existe la funcién inversa f~! cuando: 9(u.v) | ¢

[En este caso la inversa es global en todo R? y no sélo en el entorno que asegura el teorema. Cuando
el determinante es nulo, la aplicacién lineal lleva todo R? a una recta o un punto y no hay inversa] .
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x=¢e“cosv  d(x,y) _|e“cosv —eHsenv

— a2u H -1
y=elseny = Ouw) - =e™ #0 = existe £~ en un entorno de cada punto.

EjS. {

esenv e“cosv
[A pesar de que hay inversa local en cada punto, no hay inversa global, ya que f no es inyectiva en R”:
cada (x, y) de la imagen (que es Rz—{O}) proviene de infinitos (u,v) distintos: f(u, v+2knr) = f(u,v) ]

Aunque no se pudiese despejar u y v podriamos hallar sus derivadas derivando implicitamente.

l=e“cosvuy—e“senvvy 1aXL£XS

—_ u p— —u A
0= e sen v i, + e cos v vy cosv=e"uy, uy=e *“cosv,y andlogas las otras.

[Podemos despejar u= % log(x>+y?), v=arctan )y_c , y llegamos a lo mismo: u, = ﬁyl = e“ecZ# ]
5 X=u o(x,y) _[1 0]|_ c 1 c
Ej9. {y=v2 S Ba) <o 2v =2v = existe f~' en un entorno de la imagen de cada (u,,v,), v, #0.

(Por qué fallan las cosasen v=07? f lleva cada pareja de
rectas v=x+k alamismarecta y=k?>.En ningiin entorno
de f(u,,0)=(u,,0) es inyectiva y no existe la 1.

En los otros puntos, f~! viene dada por x=u ¢ y=+v 6 y=—+/v, dependiendo del semiplano.

Y= u? X, = 2uv? X, = —2u?y
. w22 U= 24v2)2 > V= (2+v2)2 ° . . 9 2,2 vV —u
Ej 10. A (u*+v%) v " B jacobiano es 2C:2) = _4itv:_ =0.
2 _ _—2uv — _2u’y o(u,v) = (uP+v2)* |, 4
VE i Yu (u2+v2)2 > Yv (u2+v2)2 *
. .. 2
Nunca hay inversa local. f lleva cada recta a un dnico punto: f(u, mu)= L, ).
1+m?2° 14+m?

Ej 11. Sea ;C:ibf-e‘;j +ew . Comprobemos que posee una inversa local cercade (u, v, w)= (0,0, 0)

2= Myt y calculemos u,, v, y v, en el punto imagen (1,1,1).

2 1 eV
El jacobianoes J=| 1 2e* 1 =—1. El sistema define u,v,w como funciones de (x,y,z).
3w 11
(0.0.0) 0=2u,+v,+w,
Derivando las tres ecuaciones respecto a z y sustituyendo u=v=w=0: < O=u,+2v,+w,
1=3u,+v,+w,

u (L1, )=1, v,(1,1,1)=1,

[con las parciales evaluadas en (1,1,1)]. Resolviendo el sistema: wy(l, 1, 1)=—3.
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3.2 Extremos de funciones escalares

En R, los puntos interiores a con f’(a)=0 eran (junto a puntos sin derivada) candidatos a extremo local
(aunque podian no serlo). Y si ademds f’’(a) era mayor o menor que O se conclufa, respectivamente, que
era minimo o maximo. También muchas veces, sobre intervalos cerrados, los extremos de una f se daban
en los extremos del intervalo. Generalicemos estas ideas a campos escalares en R" (y en particular, en R?
donde trabajaremos casi siempre). Las definiciones de extremos absolutos y relativos son iguales:

El valor maximo (o maximo absoluto) de f sobre un conjunto A se toma en un punto a
sies f(a)> f(x) paratodo x € A. Tiene un maximo local (o relativo) en a si existe un
entorno B, (a) talque f(a)> f(x) paratodo x € B,(a)NA . Andlogamente se define minimo
(absoluto o local). Mdximos y minimos se llaman extremos de f .

Miremos la grifica de la derecha de una f en el rectingulo A=[-1, 1]x[0,2].
[En concretoes f(x,y)=(y—1)e*2> ?_3x2 que trataremos en un ejemplo].
El médximo absoluto parece estar en (0, %) (y ahi también habrd méaximo local).

El minimo se tomar4, segin el dibujo, en dos puntos de A : (i 1, %) . Se ven
ademds, por ejemplo, un maximo local en (0, 0) y un minimo local en (—1,2).
Se observa que en (0, 3) las derivadas parciales se anulan. Y lo mismo sucede
en (0, %) aunque en ese punto no hay ningtn extremo (ni siquiera local).

Teor 1. ’ Si f es diferenciable en a€intD y f tiene extremo localen a = Vf(a)=0. ‘

Pues f(ai,...,x,...,a,) tendrd un entremo en x=ay interior = f, (a)=0.
A los puntos en los que se anula Vf (todas las parciales) se les llama puntos criticos de f .

Pero aqui es més complicado discutir lo que pasa en los puntos criticos (en R? esto s6lo nos dice que el plano
tangente es horizontal). Comencemos viendo que puede ser Vf =0 y no haber ningin extremo:

Ej 1. Para h(x,y)=y*-x? (silla de montar) es Vi(0,0)=(-2x,2y)| 0.0=(0.0)

pero no tiene extremo local en el origen [ h(0,0)=0 y cerca hay puntos

h(x,0)=—x? de valor negativo y otros %(0, y)=y?* con valor positivo] .

[Lo mismo le pasa a h(x,y)=xy, cuya grafica es la misma, girada en torno al eje z].

En el siguiente ejemplo, el punto critico si nos proporciona un maximo:

3 152 _ 2 [Lascurvas denivel de f son elipses giradas
Ej2. Sea f(x,y)=1-2x"+xy-y". (hay término xy ) y no son faciles de pintar].
Los cortes con los ejes son: x=0 — z=1-y?, y=0 — z=1-2x7.
fr=—4x+y=0
fy=x-2y=0

Pero atin no hemos probado que haya un maximo. Podemos verlo asi:

Sus puntos criticos se obtienen de: { — x=0,y=0.

flx,y)=1-2x*—(% —y)2 = £(0,0)=1 valor maximo absoluto en todo R? (minimo no hay).

Pueden aparecer infinitos puntos criticos y pueden no ser extremos estrictos (campo dibujado en 1.2):

z=g(x.y)

Ej 3. g(x,y)=(x—y)%. A la vista de la gréfica (o de la propia funcién) es claro
que posee infinitos minimos (locales y absolutos): todos los puntos de y=x

(las definiciones de extremo son con <). Que son detectados por el Vg: AN / )
gx=2(x-y)=0, gy=2(y—x)=0, cuando y=x. N ly
Y, por dltimo, como en R, pueden existir extremos locales en puntos sin derivadas parciales:
Ej4. Sea k(x,y)=+/x2+y? (mitad superior de la superficie cénica z*>=x>+y?). =7

Ya vimos que en (0,0) no existen derivadas parciales y, por tanto, que no es

diferenciable. [En cualquier otro punto siloes &, peroes Vk = (% , \%) #0 .
Y claramente k tiene un minimo (local y absoluto) en el origen.
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(Cbémo distinguir en R’ sien un punto critico a=(a, b) de una funcién f(x,y)e€C? se alcanza un
maximo, un minimo o ninguno de los dos? (se dice en el dltimo caso que hay un punto silla). Como
ocurria en R, de ello nos informaran las derivadas de segundo orden.

Empecemos desarrollando f por Taylor. Como en el punto a se anulan las derivadas primeras, el
desarrollo se reduce a:

fla+h,b+k)=f(a,b) + 1| fex(a,b) K>+ 2fyy(a, b) hk + fyy(a, b) k*|+ o(VhZ+k2) .
Asi, la forma de la grafica cerca de un punto critico a dependera de los términos de orden 2.

Pasamos pues a estudiar cémo ser4 la grafica de los campos cuadriticos Q(x,y)=Ax>+2Bxy+Cy?
con A, B, C constantes no las tres nulas.
Suponemos A #0 y escribimos AQ(x,y)=A%x?>+2ABxy+ACy?>=(Ax+By)*+(AC-B?)y>.
Entonces, si AC<B? tiene Q en (0,0) un punto silla (en x=—% es<0,yen y=0,>0).
Si AC>B?, AQ tiene un minimo. Q también lo tiene si A>0,ysi A<O tiene un maximo.

[Si AC = B? (cuadrados perfectos), 0 si A=0 o C=0 aparecen casos mds faciles de analizar].

Con lo anterior (y probando que los términos de mayor orden no cambian esencialmente la grafica
cerca del punto) se llega a este resultado, en el que aparece el llamado determinante hessiano Hf (a) :

Sea Hf:fxxfyy—ffy: Jx Fry
fxy fyy

Teor 2. Hf >0, fyx>0 = f tiene minimo local en a.
Sien aes fr=f,=0 yademdses Hf >0, fix<0 = f tiene mdximo local en a.
Hf <0 = f tiene un punto sillaen a.

[Cuando Hf =0, el teorema no dice nada y puede pasar de todo en un entorno del punto.
Recordemos que eso mismo pasaba en R siera f”/(a)=0, y bastantes veces, como alli,
la simple inspeccién de la funcion puede permitirnos decidir el tipo de punto que es].

Ej 5. Veamos qué dice este teorema sobre los ejemplos 1, 2 y 3. Respectivamente, los hessianos son:
Hh(0)=2- (-2)— 0>°=—4 = es un punto silla, como habiamos visto.
Hf(0)=(-4)-(-2)=12=7, fx<0 = maximo.

Hg(x,x)=(=2)-(=2)—(-2)>=0, y el teorema no dice nada sobre estos minimos no estrictos.

[En un a con Hf =0 puede haber extremos estrictos. Por ejemplo, f(x,y)=x*+y* tiene un claro ml’nimo].
fr=3x>-3=0 - x==+1
fy=2y-4=0—>y=2
=12x.En (1,2) es >0 (y también fy,), yen (—1,2) es <0.

Ej 6. Clasifiquemos los puntos criticos de f(x,y)=x3+y>—3x—4y+6. {

6x 0
fex=6x, fiy=0, fyy=2, Hf ="

Por tanto, hay un minimo en (1, 2) [con f(l,2)=0] y un punto de sillaen (-1,2) [f(—1,2)=4].

A lo mismo se llegaria desarrollando por Taylor en torno a ambos puntos:

FO,y)=3G=12+(y=2)%+ -+, fx,y)=4=-3(x+1)>+(y=2)*+---
[El minimo local 0 no es absoluto, pues f toma valores negativos:
por ejemplo, f(x,0)=x>-3x+6,y en particular f(-3,0)=-12 ] .

[Una vez mds dibujamos la funcién con Maple para comprobar, aunque

no hubiera sido dificil dibujar algunos cortes y curvas de nivel].

Ej 7. Clasifiquemos ahora los de f(x,y)=y(y—x)e**Y.

fx:y(y_-x_l)ex+y:0 - y:0,y:x+1 l
fy=(2y-x+y(y-x))e**r=0 x=0, 2x+1=0

fex=y(y—x=2) ", fiy=[y(y—x)+y—x—1]e*", fy,=[y(y—x)+4y—-2x+2] ¥ —

0 . _ 1/2 -1/2
H(O,O):'_1 , silla. H(—§ —%):e 4'_1//2 5//2

— (0,0) o (—%,—%) puntos criticos.

2

|>O y %e_2>0, minimo.
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Ej 8. Mis dificil es clasificar el tnico punto de f(x,y)=y>—(x—y)2.
{fx =2(y-x)=0, y=x
fy=3y*+2(x-y)=0
Pero es inmediato observar que si y=x es f(x,x)=x>, para deducir que se trata de un punto silla
[pues en cualquier entorno del origen toma valores mayores y menores que f(0,0)=01].

2 22 =0, con lo que el Teor 2. no decide.

— (0,0) . Pero el Hessiano

fe=4x3-2(x+y)=0
fy=4y3—2(x+y)=0
4x3=4y3, y=x, 4x3-4x=0 — (0,0), (1,1), (=1,=1) puntos criticos.
Fex=1202=2, f,,=12y2=2, foy=—2.

En (+1,%£1) es fxx=10>0, Hf:‘ig _13

En (0,0) es Hf =0 y debemos verlo directamente. Observando que son
f(x,x)=2x*-4x?, f(x,—x)=2x* deducimos que se trata de un punto silla.

Ej 9. Estudiemos ahora f(x,y)=x*+y*—(x+y)?> —

‘ >0 y son minimos locales.

Ej 10. Encontremos en este ejemplo los b para los que f(x,y)=x>—bxy+y>—4x—2y tiene un minimo
local en un punto de larecta y=1.

fx=2x-by—-4=0 x=2 b=-4
Debe ser {fy:Zy—bx—2=0, y=1— blo 6 xlo

—2b _Zb'=4—b2 ,es (2,1) un minimo, si [y (0,1) es punto silla si b=—4].

— (2,1), (0,1) puntos criticos para esos b .

Como Hf =

Paro los extremos de una superficie definida implicitamente, utilizaremos técnicas de la seccién anterior 3.1:

Ej 11. Estudiemos si F(x,y,z) =4x?+2y?+2z%+4xz—z=2 define funciones
implicitas z=z(x,y) y precisemos los extremos de estas funciones.

Y

—

F,=4z+4x—1+#0 = salvoen el plano z= ;11 —x define funcién C*.

3 +4 4
Derivando: 8x+4z+4zz,x+4x2x—2x=0 — z,= 1§XZ_ZX s> 2y = 1_4Zy_4x .

x=—2,y=0-— 2-z=2.(-1,0,2) y (%,O,—l) puntos criticos.

- =()- - _ 8 __8 =4 — -
Y usando que z,=2,=0: zy,= T—de—dx = 1292 ° “yy =193 » 2xy=0. "’ﬁmmw 2 -
- - . (-8/3 0 . 8/3 . T
Las matrices Hessianas son: 0 —4/3 maximo, y (7" 4 ;3 minimo.

Citemos ahora brevemente un resultado para R® para ilustrar lo que sucede en R". Debemos determinar (y
eso serd estudiado en dlgebra) cudndo la ‘forma cuadratica’ Q(x, v, z) = Ax*+By?>+Cz>+2Dxy+2Exz+2Fyz
(0 lo andlogo en R™) es estrictamente positiva o negativa. Para una f(x,y,z) se llega a este resultado (que
con libros de édlgebra se podria refinar més):

f f ) fxx fxy fxz fxx fxy fxz
Sean H| = fyx, Hy= fxx f” , H3=\fxy fyy fyz| |‘menores principales’de | fxy fyy fyz|]|-
Y Sxz fyz Sz Jxz Syvz Sz

Teor 3. | Supongamos que en el punto a es Vf=0 y que ningin Hj; =0. Entonces:
Si H>0,H,>0, H3>0, f tiene un minimo en a.

Si H1<0, H,>0, H3<0, f tiene un maximo en a.

Y f no tiene ni maximo ni minimo en todos los demds casos.

[Basta pensar en los mds claros minimo o maximo f(x,y,z)=x>+y>+z> y f(x,y,2)=—x>—y>-7°

para hacer verosimiles las condiciones sobre los menores Hy ].

Ej 12. Estudiemos el campo escalar f(x, y, z) =sen’x+y?+z>—ysenx+zsenx—yz cerca de (0,0,0) .
fx=cosx(2senx—y+z)=0
fy=2y-senx—z=0 = (0,0, 0) es punto critico. [Hay mds, por ejemplo (%, 1,-1) |.
=2 —y=0
=Ry fex=2cos2x+(y—z)senx, fyy=frz=2, —frxy=fxz=cosx, fy,=—1.
2 -1 1
(—1 2 —1) — H;=2, Hy=3, H3=4. Hay un minimo en el origen. [En el otro, silla].

1 -1 2
[O con Taylor en 3 variables: f(x,y,z)=x*>+y?+z2>—xy+xz—yz + o(x2+y>+7?)

~ 3 [(x=y)*+(x+2)*+(y—2)?], claro minimo)].
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Pasemos a ocuparnos del célculo de extremos absolutos sobre un conjunto A c R". Sabemos que
su existencia estd garantizada cuando f es continuaen A compacto (en otro caso no).

Ej13. f(x,y)= #yz , £(0,0)=7 (discontinua), no tiene maximo en [0, 1]x[0, 1] .

En todo R? no tiene ni méximo ni minimo. En [1,2]x[0, 1] (en ese compacto
si es continua) los alcanza seguro [claramente el mdximo 1 se da en (1,0), p .
punto mas préximo al origen, y el minimo % en (2, 1), punto mas lejano]. e i

La estrategia para hallar extremos sobre compactos A es similar a la que se utilizaba en R:
e Encontrar en int A los puntos criticos y los puntos en que no existan las parciales.
e Localizar los extremos de la funcion sobre dA (quizds con ‘multiplicadores de Lagrange’).
e Comparar los valores en todos estos puntos.

Ej 14. Encontremos los extremos de f(x,y)=(y—1) e® =2~ 3x2 en [-1, 1]x[0, 2] é%ri)r:tgrscel?cli%%)

;j z(_fz;(_)'_;_);):gy'_zyzzo Ly=12, En esos puntos: f(0,5)=-%¢e%2, £(0,3)=3¢¥/%.

Ademis f(x,0)=—1-3x? tiene por valor maximo f(0,0)=—1 y el minimoes f(+1,0)=-4.
f(x,2)=1-3x? tiene por valor maximo f(0,2)=1 yel ml'nimo es f(x1,2)=-2.
f(£1,y)=(y-1)e*~ 2y’_3 toman valores entre =% 1e32_3 y e32-3.

Comparando todos estos valores se deduce que el maximo es 5 1 ¢3/2 y el minimo =5 1e32_3,

[En todo R? no alcanza su minimo, pues, por ejemplo, f(x, 0) =20, pero 3 1 &3/2 §f es maximo global].

Ej 1b. Hallemos los extremos de /(x, y)=y?—x> en el conjunto A acotado por la elipse x>+4y>=4.

Ya vimos que esta silla de montar no tenfa extremos en el interior y S ! /:,,Lh=0
asi el mdximo y minimo han de tomarse en la dA de este compacto. \:::;:\ //,;,’f/’/:
Nuestra elipse se puede describir como: (2cost,sent), r€[0,2n]. \\‘ ;&- ! :”j’.""/ h=4
Sobre ella, la & vale h|ga= 4 sen’t—cos’t =g(t), g’(t)=5sen2t. ] ,: y‘z

Los maximos de g se dansi =0, 7 y los minimos para t=7, 37” . //",;',:;’/_’__ __‘:35;:\-;\“}\
Osea, h(0,+1)=1y h(+2,0)=—4 son los extremos de / en A. 7 BN

[A la vista de las curvas de nivel de & y la elipse, la conclusién obtenida resulta evidente].

Una técnica alternativa para buscar extremos de f sobre curvas suaves o, mas en general, de hallar
‘extremos condicionados’ (de funciones sometidas a condiciones g =K ) es mediante el cdlculo de
los llamados ‘multiplicadores de Lagrange’:

Sean f,g: DcR"— R de C!, S el ‘conjunto de nivel’ g(x)=K, a€S e
Teor 4. | interiora D y Vg(a)#0. Si f|s (‘f restringidaa S’ ) tiene un maximo o
un minimo en a entonces existe un ndimero real A tal que Vf(a)=AVg(a).

¥ Vf=\Vg El teorema proporciona n+1 condiciones para determinar A y las n coordenadas de
a: las n de los gradientes y ademés g(a) =K . No lo demostramos pero damos una
/=C  justificacién geométrica en R?: si buscamos el mayor C para el que es g =K, serd
aquel en que las curvas de nivel f=C y la curva sean tangentes, es decir, para el que
ambos gradientes sean multiplos uno de otro.

Ej 1c. Hallemos con el teorema los extremos de 4ls, si h(x,y)=y>—x> y S eslaelipse x> +4y>=4.
2x(A41)=0 — x=0 6 A=-1
Vh=AVg & (-2x,2y)=1A(2x,8y) y ademds g=4 — { 2y(41-1)=0 \ yl:O
x2+4y? =4 y=x1 x==£2
[En los puntos dados por el sistema (los mismos de 1b) son tangentes S y las curvas de nivel].
Cambiemos ahora la restriccion por esta recta R: y=3x—4. Busquemos los extremos de h|g .
[Como ahora el conjunto R no es compacto podrian no existir ni maximos ni minimos].
y=3x=-4, (-2x,2y)=A(-3,1) > 1=% =2y, x=3y, -8y=—4.Punto (3, ) con h=-2.
Mirando la recta y las curvas de nivel, queda claro que en ese punto hay un minimo.
Directamente: A (x,3x—4)=8(x2>—3x+2) tiene minimo si x = % (de valor —2) y no tiene maximo.
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Dos cilculos de extremos sobre circulos:

Ej 15. Encontremos los valores extremos de g(x, y) =x>+2y?—4x sobre el circulo x?>+y><9.
gx=2(x-2)=0

g, =4y=0 — (2,0). Como Hg= ‘(2) ?;' >0, el punto es un minimo.

[Poniendo g=(x—2)2+2y>—4 queda claro (y que es absoluto)].
Ambos extremos han de existir, por ser g continua en un conjunto compacto.
x—2=7Ax x=-2, y=%\5
Sobre el borde del circulo: 2y=1y — 1=2T,y=0, . 5 candidatos:
x2+y?=9 x=4+3

g(- Z,i\/g)z méximos, g(-3,0)=21, g(3,0)=-3, g(2, 0)= minimo.

[Las curvas de nivel de g son elipses, que, como deben, son tangentes en los puntos hallados a la circunferencia].

Ej 16. Hallemos los valores méximo y minimo de f(x,y) =3y>—x> sobre el circulo x2+y?<4.
Los extremos han de existir por ser f continua en el conjunto compacto (el circulo).
Localizamos los puntos criticos en el interior (claramente no hay ‘picos’, pues f€C>):

fr=-3x2= —6x 0‘
0,0). H=
(om0 = 0.0
[Aunque no se necesita (basta comparar f (0, 0)=0 con el resto), como f(x,0)=—x

36x. H(0,0)=0 y el Hessiano no decide.

3 esuna silla].

Para calular los extremos el borde g(x,y)=x*>+y?>=4 podemos usar mulltliplicadores de Lagrange:

-3x2=21x x=-2,0— y=+2 fert
’ 0,+2)=| 12 | valor maximo.
6y=21y — y=0, 1=3 A )

A24y2=4 N f(2,0)= valor minimo.

O se podria parametrizar la circunferencia (2cost,2sent), t€[-n, ] — f|c =12sen’r—8 cos’t = s(¢)

f(=2,0)=8.

— s'(t)=24sentcost(1+cost)=0 — t=0,+7, 7, que nos vuelve a dar los puntos de arriba.

0, incluso, es sencillo aqui y>?=4—x> — f|c =12—3x%2—x3, hallar sus extremos en [—2,2] y deducir los y.

Los multiplicadores de Lagrange permiten resolver problemas abordables por otros caminos. Algunas veces
acortan los cdlculos y otros los alargan (por ejemplo, si la restriccion es de expresion sencilla):
Ej 17. Hallar los puntos de la curva 3y?>=21+20x—x"* situados a mayor y menor distancia del origen.
[Existen porestar x € y acotadas] . f(x,y)=x2+y? con g(x,y)=x*-20x+3y>=21.
42x3-2x-201=0 x=2
(2x,2y) =A(4x3-20,6y) y g=21 — {2y(31-1)=0 - y=0; 6 =1 T
3y2=21+20x—x* x=-1,3 y=xV15
f(=1,0)=1 (minimo), f(3,0)=9, f(2,+V15)=19 (mdximos).
[En ninguno de los ejemplos vistos se anulaba Vg sobre la curva S. Si fuera Vg(a)=
para algin a€ S, ala vista del teorema, habria que incluir este a entre los candidatos].

Ej 18. Hallemos el punto de la pardbola y=x> mds cercano al punto (% %)
Para ello minimizamos (x— %)2 +(y- %)2 con la restriccién y—x?=0.

2A+2x=1 — 4x3-3x-1=0
A= 2x2—% 7
— x=1 ,—% (doble). El punto (1,1) estd mas cerca (a distancia \/Tg ). Tor e

(2x—1,2y—%)=/1(—2x, 1) e y=x> —>{

1

[Con técnicas de una variable: basta hallar el minimo de (x— 7)2 + (x2 -

5\2 . sz
Z) , que lleva a la misma ecuacién
en x, dindonos ademds la derivada informacion sobre crecimiento y decrecimiento que no da Lagrange] .

Ej19. Sea f(x,y)=x>+2xy+y?. a) Clasifiquemos los puntos criticos de f. ;Posee extremos absolutos?
b) Hallemos sus extremos locales sobre x+y=2 sin utilizar y utilizando multiplicadores de Lagrange.

a) =3x%2+2y=0 6x 2
f =2x+2y=0, y= 2 9|"
Como f(x, 0) =x3 —i> +00, no hay extremos absolutos.

X—*00

— (0,0) silla, (3,—%) minimo, pues H=

) o PP D ey o, (%) TR (5O LSS )
(5.%) minimo (valor 53 ).
3x%+2y=21
Lagrange: 2x+2y=1 —
x+y=2

3x2=2x, x=0,2/3
PN 02y 3.9).
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En los siguientes ejemplos se trabaja con funciones de tres variables.

Ej 20. Sea el elipsoide dado por 2x%+(y—2)%>+z>=1. a) Escribir su plano tangente en el punto (%, %, %) .
b) Calcular utilizando multiplicadores de Lagrange sus puntos mds y menos cercanos al origen.

2,3/2,1/2
a) Si F=2x2+(y=2)2+22 es VF=(4x,2(y=2),22) " 25" 2, -1, 1).

El plano tangente: (2, -1, 1)-(x—%,y—%,z—%) =0 > .
b) Minimizamos D(x, y, z) =x*>+y*+z> con la condicién F=1.
2x=4Ax, x(1-22)=0 - x=0 o /l:% — y=-2, z=0 (imposible la 4)
2y=2(y-2), y(1-2)+22=0~_ L. _
2x=21z, z(1-2)=0 — A=1 (imposible) 0 7=0 (0, 1,0) proximo (d=1),

e . _ [Esfera comprimida en el sentido
2524+ (y-2)2+72=1 xi>0y=l,3 (0,3,0) lejano (d=3). deleje x ycentradaen (0,2,0) ].

Hay otra forma de obtener el conjunto de ecuaciones Vf(x) =AVg(x) y g(x) =K : pensando en la funcién
L(xy,...,xp,)=f(x)-1 [g(x)—K] ,con A como una variable mds, y haciendo VL= 0, pues de esto salen
las mismas ecuaciones. Operamos asi en los siguientes ejemplos en R’ :
Ej 21. Hallemos los maximos y minimos de f(x, y,z) =x+y*+z sobre la superficie 2x>+y?+2z>=1.
Los extremos existirdn por ser f continua y ser la superficie (un elipsoide) un conjunto compacto.
Consideremos L=f—-Ag = x+y>+z — A(2x*+y>+ 2z —1) y hagamos VL= 0:

L.=1-41x = =L _ _ _

B {M*#%—l,z—%e(%,o,a,(—%,o,—%).
y=4y=—24y=U, y=0 0 4A=1 — _ 1 1,2 1 V3 1 1 _V3 1
L,=1-41z=0, z=2; A=1 - x=z=7, z+y*=1 > (3. %.3) . (3.-%5-3)-
Ly=22+y*+2%~1=0 £(3.0.4)=1, f(- 3,0-4)=-1, fG, 2% 1)=1.

Por tanto, el valor minimo absoluto es —1, y el valor mdximo es % (que se alcanza en dos puntos).

[En R’ los multiplicadores abrevian mds. Deberiamos parametrizar el elipsoide para trabajar directamente] .

Ej 22. Una caja rectangular sin tapa tiene una superficie igual a 12. Encontremos las dimensiones que
hacen maximo su volumen.

Si las aristas son x,y,z>0 el volumen es V=xyz.Y se debe cumplir ademds: xy+2xz+2yz=12.

Ly=yz+A(y+22)=0
Ly=xz+A(x+22)=0
L,=xy+2A(x+y)=0

Sistema invariante

Sea L(x,y,2)=xyz + A(xy+2xz+2yz—12) — cambiando x por y

Xy +2xz +2yz=12 = I
xz+A(x+2z2)=0 xz—%(x+2z), 2xz=x?
xX2+4x=0 > 1=-% (x>0)T ! El minimo serd V=4.
X2+ 4xz=12 3x?=12, x=2=y, z=%=1.

Se pueden resolver problemas con varias restricciones, incluyendo mas de un multiplicador de Lagrange.
Si, por ejemplo, queremos hallar los extremos de una f(x,y,z) sujeta a dos condiciones g(x,y,z) =0y
h(x,y,z)=0 basta considerar L= f—Ag—uh,imponer VL= 0 y resolver las 5 ecuaciones resultantes.

[Cada una de las condiciones define una superficie y, en general, tendrdn una curva de interseccién S . En el
punto en que haya un extremo la superficie de nivel f=C y la curva S serdn tangentes. Como Vg y Vi

determinan el plano normal a la curva en el punto 'y Vf estd en ese plano, deben existir escalares 4 y u (los
multiplicadores de Lagrange) tales que Vf=AVg+uVh ]

xX+y+z=3
x+2y+3z=18 °
Minimizamos x%+y?+z> con 2 condiciones: L=x?+y?+z2—A(x+y+z-3)—pu(x+2y+3z—18).

Ej 23. Hallar el punto més cercano al origen de la recta interseccién de los planos

Ly=2x-A-u=0, Ly=2y-A-2u=0, L,=2z-4-3u=0, L,=0, L, =0 dan los planos.
3y=3
8y—-2x=18
Mis largo sin usar multiplicadores. Por ejemplo, parametrizando la recta. El vector direccién lo da
(1,1,1)x(1,2,3)=(1,-2,1) y un punto, por ejemplo, es (-9, 9, 3) [z=3 — x+y=0, x+2y=9].
Sobre la recta: d(t)=(1—9)>+(9-21)>+(t+3)%, d’=12t-48, minimo si =4 — (=5,1,7).

2¢—1% y 39-29% — 2x—2y=pu=2y-2z, 7=2y—-x — — ‘x=—5, y=1, z=7‘.
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