4. Integrales multiples

4.1 Integrales dobles

[Las demostraciones son similares a las de R y hacemos pocas].

Generalizamos la definicion de la integral en una variable. Sea f(x,y) acotada en un rectangulo
R={a, b]x[c,d] cR?. Dividimos R en nxn subrectangulos

iguales R;j=[x;—1,x;|X[yk—1,yk],de drea Ax Ay= b;—“% . /
Llamamos M;; y m; , respectivamente, al supremo e infimo
de f encada R;; y construimos las sumas superior U, e
inferior L, :

n n q - y
Unz ZMiijAy, Ln=ZmiijAy m
ij=1 ij=1 /
(sumas de volimenes de prismas, una mayor y otra menor b
que el volumen que encierra f(x,y) si f>0). * Vet

Si ambas sucesiones {L,} y {U,} tienen un mismo limite, se dice que f es integrable en R,
se representa el limite comtn por ffR fé ffR f(x,y)dxdy y selellama integral de f en R.

/fR f representard (similar a lo que sucedia en R) la suma de los
volimenes encerrados entre la graficade f yelplano z=0 en R,
con signos + o — adecuados. Y al igual que alli:

Teor 1. continuaen R = f integrableen R.
g

También aqui las funciones ‘poco’ discontinuas siguen siendo integrables:

Si el conjunto de puntos de R en que una f acotada es discontinua es como
Teor 2. | mdximo un ndmero finito de puntos y un ndmero finito de graficas de funciones
continuas, entonces f es integrable en R.

Para calcular integrales dobles no necesitaremos la definicidn, el problema se reduce a calcular dos
integraciones sucesivas de funciones de una variable:

d’{e‘eFolrl(;:;:f;: f continuaen R =>//Rf=[d[/abf(x,y)dx]dy =/ab[[df(x,y)dy]dx,

Para cada y constante A(y) = fa b f(x,y) dx representa el drea de la
seccion del sélido determinado por la grifica de f; integrando esta
A(y) entre ¢ y d obtenemos el volumen dado por _//R f= /C 4 A(y)dy.
La segunda igualdad es lo simétrico.

[Hay funciones raras (discontinuas, claro) para las que el teorema falla].

Ej 1. Sean R=[0,7]x[0,1] y f(x,y)=2x—ysenx. Calcular la integral es facil:
i 1 T 2 eanaeT T T
//Rf =/0 [/0 (2x—y sen)c)a'y]d)czf0 [ny—%]odxz'/o (2x %02 ) dx = [x2+%]0 =m2—1.

O también podriamos hacer (los corchetes entre las integrales no se suelen escribir):

1 pm 1 1
//R f :/0/0 (2x—y senx) dx dy :/0 [x2+ycosx]gdy :/0 (72 -2y)dy = 7r2—[y2](1):7r2—1.

[No olvidemos que la integral de una constante es la constante por la longitud del intervalo].

B2 [ [ s dvas= [0 [ 10 dxlav=[ L0 ][ [sr ay] . [Eron sionse
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Generalicemos el recinto de integracién. Sea ahora D regién acotada del plano. Definamos sobre

f(x,y) st (x,y)eD

un rectangulo R que contega a D la funcién f*(x, y)z{ 0 S (xy)eD -

\ Sxy)

Se define entonces //D f= //R f* si f* es integrable.

Describe, si f>0, el volumen limitado por la graficade fen D .
[Y en el caso particular en que f=1, representard el area de D ]. ar )

Si la frontera de D se puede poner como union finita de gréificas de
funciones continuas y f es continua ya sabemos que ffD f existira.

Consideremos dos tipos sencillos de regiones D de integracion (otras mas complicadas se podran
descomponer en varias de esa forma). A la vista del significado de ffR [ estd claro que:

Yy [ X) 1
Q i) Si f continua en D:{(x,y): a<x<b, c(x)SySd(x)} , con
/ b pd(x)
— ) i c(x) <d(x) continuas en [a, b] :>// f :// f(x,y)dydx.
H H D adc(x)

ii) Si f continua en D={(x,y): c<y<d, a(y) stb(y)} , con
a(y)<b(y) continuas en [c, d] :// f =/d/b(y)f(x,y) dx dy.
D cJa(y)

[Cuando x varfaentre a y b,la y varfaentre c(x) y d(x),eigual la otra].

Ej 3. Integremos f(x,y)=xcos(x+y) sobreel D del dibujo: T
wpx n dx)=x,
// f:// xcos(x+y)dydx :/ x [sen2x — senx] dx /
b Uch 0 a(y)=y, b(y)=m
_ 1 T 71 __3
= [x(cosx—5 cos 2x) | +/0 [4 cos2x— cosx|dx = —3% . D
O, con célculos algo mds largos, integrando primero respecto a x : 0 cx)=0 7

// f :/n/nx cos(x+y) dx dy par:les/”[—ﬂ seny—cos y—ysen2y—cos2y| dy = —37” :
D 0Jy 0

A veces, no sélo es preferible integrar primero respecto de una de las variables y luego respecto de
la otra, sino que no tenemos otra opcién. Por ejemplo, si fuese f(x,y)=senx?, no se podria hallar
foﬂ [ fy " senxzdx] dy , por ser la primitiva no calculable, pero si se puede hacer:

w X w
/ [/ sen x2 dy]dx =/ xsenx?dx = -1 cosxz]g: I(1-cosn?).
0 0 0
En recintos mds complicados se dividird D . La integral serd la suma de las integrales sobre cada subconjunto:
. :z —_ —_ x2
Ej 4. Integremos sobre la regién D acotada por y=|x|-1 e y=7-.

0.1 =/j//l4f (x.y) dydx + [ 2/1/4 f(x,y)dydx

O como y=x?/4 © x=+24fy, y=+x—1 © x=+(y+1), se
puede hacer (hallando mas integrales) también de esta forma: y=—x-1

/Of;fff(x,y) dx dy +/01/2;1f(x,y)dxdy +[?[i’jif(x,y) dxdy.

Si en particular integramos f =1 obtendremos el area de D :

Opeor: A= [, 1=2f [y+1-2y5|dy+2/" [y+1]dy =2L+1 =% [1=dreatridgulo].

Tomemos ahora f(xy)=3xy? y calculemos la integral por el primer camino:

0 2 2 2
_ 3]x°/4 31X/ ] 1 _
‘//L)f—fz[xy ]_x_ldx+/0 [xy ]x_ldx— r=—17+t1=0.
[Debl’a anularse por ser f impar en x y D simétrica respecto a x=0. El ‘volumen negativo’
dado por la grificade f enla parte de D con x<0 se cancela con el positivo que da la de x>0 ] .
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Otro ejemplo, y de paso repasamos algo mds de integrales de funciones de una variable. Antes de los ejemplos
en polares repasaremos también como integrar funciones trigonométricas y algunas raices.
Ej 5. Calculemos la integral //1; % dx dy , siendo D laregién acotada por x=0, y=1y x=y>.

Para x#—1 el integrando es continuo y sabemos que la integral va a existir. Y x=y?
Es algo mds corto este orden de integracion: 1 > y=\x

1p1 1 1
y _1 = . 1 1 _ 11 _ 1
/O/ﬁ Py dydx—zfo w1 O —/0 [sr-2ldx =Inlx+1]];-3=In2-3.

o En integrales racionales, si el grado del numerador no es menor primero se divide,
(el paso siguiente, si fuera necesario, seria descomponer en fracciones simples).

Es mads largo con el otro orden de integracion (exige integrar por partes y hacer otra racional):
1py? 1 2 1 1,3
y _ 2 2 2 YAY-Y o] 1,1
‘/0"/0 mdxdy —[) yln(1+y)dy—y71n(1+y )]0—‘/0' Tyzdy—iln2—§+iln2.

o Pide las partes por mejorar los logaritmos al ser derivados, aunque aumente la potenciade la y. En
otras tipicas partes como xe* o x?cosx se derivan las x™ por no estropearse las otras al integrarlas.

Cambios de variable

Generalicemos para integrales dobles la férmula para integrales en R:

4
[ r(e) g’ wydu =[5 f(x)dx, con geC'([a,b]). 50N

g(a) . .
En concreto, el caso de g inyectiva (creciente o decreciente) en [a, b] : a b la b

framy @) @ du=[ 0 f(x)dx.

v y
2 - . 2 2 . g 3
En R“ nuestra situacion serd esta: para calcular //D f(x,y)dxdy g(D’)
u | X

realizaremos un cambio de variable g: D*cR?> — D cR?
(u,v) > (x(, v), y(u,v)) |

con el fin de que el nuevo recinto D* o la nueva funcién a integrar sean mds sencillas. El papel de
la | g’(u)f lo cumplird aqui el valor absoluto del determinante jacobiano.

Sea g:(u,v)— (x(u,v),y(u,v)) de C!, inyectivaen D% g(D*)=D y f integrable.
Teor 3.
eor Entonces: // f(x,y)dxdy =// I (x@uyv), y(u,v)) |3Efti;| dudv .
D D* ’

La demostracion es complicada y no se da. Pero hacemos observaciones sobre hipétesis y resultado.
o El teorema sigue siendo cierto aunque g deje de ser inyectiva en puntos sueltos o curvas continuas.

o(x,y) _

e Si el determinante jacobiano Z=H = X

Yu Yv
que g es inyectiva en un entorno de ese punto, pero sabemos que aunque no se anule en ningtin punto

de D* esto no basta para que sea inyectiva en todo el conjunto D*.

e Encasodeser f=1 queda [/ dx dy =// \gizz; | dudv = dreade D, con lo que el jacobiano viene
5 el Ou,

a ser una medida de como un cambio de variable distorsiona el area.

#0 en un punto, el teorema de la funcién inversa asegura

Si D* es un pequeiio rectangulo del plano uv, al ser g diferenciable una buena aproximacion es

gup+Au,vo+Av) = g(uy,ve)+ Dguy, vo) (Au, Av), N .
AP o s o T e
y asi D=g(D? sera ‘aproximadamente igual’ al paralelogramo [
Dg(D* con vértice g(u,,Vv,) y cuyos lados son () Au  gl,y)
Dg(Au,O):Au(x”) y Dg(0, Av):Av(xv). .
Yu Yy 4 Paiin /‘* y
Este parelelogramo tiene por drea el valor absoluto de ggzz ; Au Av /f::H———ﬁ "’%Ei:}i%
[pues |(a1,a2,0)><(b1,b2,0)|=|a1b2—a2b1| mide éreas]. = ‘%:,::i
u [ X

Si D* es un conjunto mas general, el drea de D =g(D* pasa a [

ser aproximadamente ), |3Ezi ; | Au Av , expresion que en el limite serd la integral sobre D*.
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Como primer ejemplo de cambio de variable consideramos los cambios lineales:

[ Zenth |- i 53 =|2 Pl=AD=BC#0 define biyeceién de R en R

- //Df(x,y)dxdy=|AD—BC|//D*f(Au+Bv,Cu+Dv)dudv

[Las regiones se transforman de forma sencilla porque las aplicaciones lineales llevan rectas a rectas].

Ej 6. Sea D el cuadrado de la figura y hallemos // (x=y)?e**Vdx dy. y
D

La forma de f y el recinto sugieren: {x+y=” {x=(u+v)/2

x—y=v y=-v)/2 "
Las rectas que definen los lados pasan a ser: u=0,1, v=0,1. u
1
o 12 12| _ 1Yo el
El jacobiano es 12 1= 5 - Luego //1;_2/0/0 veedudv==5.

Hacemos otro ejemplo que usa un cambio de variable mds complicado (que tanteando se nos podria ocurrir):

Ej 7. Hallemos el 4rea de la regiéon D limitadaen x>0 por y=x, y=x-6, y=—x>, y=2—(x-2)%,

i) integrando directamente en cartesianas, ii) haciendo el cambio: x=u+v,y=v— u?.

2px 4 p-x2+dx-2 2 4 5
1 = — 2 2 _ ] T W o)
i) A_./o _deydx +/2/x_6 dydx-_/0 (x+x )dx+_/2 (4+3x—x")dx=12. iy y=2—~(x-2)
.y X=u+vy u=0 — y=x, u=2 — y=x-6, 2 AW
11) y=V—M2 lleva =) = y:_x2’ v=2 — (x_2)2:2_y. 0 ';'o 5
DA o'i

Alxy) _| 1
o(u,v) —

o }‘ =14+2u+#0 en D", y el cambio es inyectivo en D* :
pues lleva u=a arectas y=x—a—a? del plano / 2y T/
xy , distintas para cada a>0. v :

[No es inyectiva en R? pues, por ejemplo, u=—1 va tambiéna y=x].

2 p2
Por tanto, A:// (142u) dudv = 2[u+u?]} = 12.
0 Jo

Pero el cambio que mds a menudo aparece y nos serd mds util es el cambio a polares:

cos@ —rsenf
= r(cos>0+sen’d) =r.

x=rcosf . . Loy 9ny)
{y:r senf |’ El jacobiano es ahora: J =75 =

sen6f rcos6

Y la férmula del cambio adopta la forma: // f(x,y)dxdy = // r f(rcos@,rsen®)drdf
D D*

(Qué conjuntos D provienen de otros D* sencillos del plano r6 ? 0 ./
Unrectangulo [r{, r2]x[a, B] pasaa ser un sector de corona circular @ Q
limitado por las circunferencias de radio r; y r, y las rectas que B /\5
pasan por el origen de pendientes a y f3. R S = i

0 y /B Si queremos hallar el drea en polares de una regién D limitada en

=h®)  fela,p] por r=g(8) y r=h(0),con g<h, serd:
W B / o B h(0) B
(D) A rea=["[""rarao = 1 [ [12(0)-2(0)] do.

()
[ (coincidente con lo que se dice en mis apuntes de matemaéticas).

=

=}

Como este cambio lleva a senos y cosenos, repasamos antes de los ejemplos las integrales trigonométricas.

Seintegran sen”@ cos"@, m y n ambas pares, mediante las férmulas sen’a = % , costa= % )

2

Si m o n es impar, son casi inmediatas buscando sen6 df o cos 6 d6 [usando, tal vez, sen®+cos?=1 ]

Los cocientes de trigonométricas, segtin sea su paridad, pasan a racionales con send=¢, o con cosf=t¢,
ocon tanf=t. Y, en cualquier caso, con el cambio mas largo t=tan% .

Las integrales / R(x,Va?—x?)dx se convierten en trigonométricas haciendo x=asent.
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En el primer ejemplo de polares, tanto el recinto como el x?>+y? del integrando las pedian a gritos:

Ej 8. Hallemos // V4-x2—y2dx dy, con D el sector circular del dibujo: y
D

//*r\/mdrcw:/o"/z[/oz )l/zdr]de T%[ 1(4 r2)3/2] = Tﬂ .

el [-] no depende de 6 octante de esfera 2

Obsérvese que el cambio a polares no es inyectivo en el lado izquierdo del 2
rectangulo D* (todos los puntos con r =0 van al origen), pero como ya *
dijimos, no importa que falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas.

y En otros D el cambio a polares complicard normalmente el recinto.

! xty=1 Por ejemplo, el tridngulo del dibujo darfa lugar a la integral:

ffD f :fO”/2 01/(sen O+cos 8) r f(rcos@,rsenf) drdo

1 y no harfamos el cambio salvo que f se simplificase notablemente.

Aunque la f es inofensiva, aqui es el recinto el que pide usar polares:
Ej 9. Calcular la integral doble [/ (x—y)?dx dy, siendo D el semicirculo dado por x> +y><4, x>0.
D

En polares es (r cos @—r sen )= r?(cos’@+sen’—2sen 6 cos §) = r>(1—sen26) .
a simple vista, no se han precisado las férmulas del dngulo doble

Por tanto: / / 1 sen29 dr df = 4f /2(1 sen26) df = 4rn.
-rt/2

por el ]dCObldl’lO Tes i impar y su integral es 0

Debia ser >0 por ser el integrando positivo. Las simetrias simplifican muchas integrales.

En cartesianas los cédlculos serian bastante mdas largos:

// Vi x—2xy+y)dxdy / y -4y + £ (y +2)\/U)dy— /2(y2+2)\/4—_y2dy

~% impares pares

= =] =4 7/ /2
[y 2sent, y=2 > 1 2]—> :%/ (8s2+4)czdt=§/ (3+2cos2r—cos4t) dt = 4r.
0 0

dy=2cost=+/4—y2

Uno en otro recinto igual de sencillo para repasar las integrales con potencias impares:
Ej 10. Calculemos I= // (x*y+3y3) dxdy, D semicirculo x>+y?<1, y>0.

En polares: // r® cos*@ sen 0+3r* sen6) dr db = ./0 Lets+ds(1-c?)] do

Y todas las integrales son ya inmediatas. En concreto es: = [— 31—5 cos’ 0— 3cosh+1 cos30]

| [o)}

Las potencias impares suelen dar cdlculos sencillos también en cartesianas. Comprobémoslo:
1 pV1-x2 1 1
/ / (x4y+3y3)dydx=4—l¥/ [2x*(1-x%) +3(1-x? ]dx——/ (3—6x%+5x*—2x6) dx=$.
1J0 -1

En el siguiente ejemplo, aunque el recinto no pareceria adecuado a las polares, por no estar limitado por
curvas r=cte o O=cte, el aspecto del integrando las pide indudablemente:

Ej 11. Integremos f(x,y)= x2+y2 , sobre el semicirculo x>+ (y—1)>2<1,y>1.
Las curvas que limitan el recinto, escritas en polares quedan: t s

y=rsenf=1 — r =1/sené, x2+y2=2y, r2=2rsenf — r=2sen6 . 1

37 /4 N

37/4 p2sen 6
/ / r’send eené) dr do / Qsen2g_1)d9=_ /4 cos20df =1.

1/sen @
Las cuentas se complican bastante si se intentan hacer de cualquier forma en cartesianas:

1 pl+Vi-x2 1
/ / Ty dydx = %[1[ln2+1n(1+\/1—x2)+1n(1+x2)] dx =

Vay—»? 2 Aov—2 2 v
O peor: -2 dxdy= [par en x] =2/ [arctan 5] 2y yzdy :/ arctan Y2 dy=---
Vo X i ylo . v
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Usemos el cambio a polares para hallar el valor de una famosa integral impropia convergente de una variable
que tiene primitiva no elemental:

Ej 12. Para calcular / / ~**dx consideramos la integral doble: 1._\
N
/2
// ‘(x+y)dxdy /ey/ xdxdy / Ieydy—l2 o]

/2 69
En polares es: / / re " drd@z%[—%e”z]o =2 =1I= —" z/ -y = \r.
0 0

oo es un limite como en toda impropia

integrando par

También pide polares esta impropia (aqui por no estar acotada en el origen), convergente pese a su aspecto:

Ej 13. Calculemos la impropia// %, con R=[-1,1]x[-1,1].

/4 p1/cos 9 Ve @
_dxdy__ r dr a9=8 =
(x2+y2)1/2 t_)OJr CcOoS 0

(en polares de]a de ser 1mprop1a) (se puede hallar por dos caminos)

r=1/cosé
4

Por ser el integrando impar en cos 6 lo buscamos como diferencial:

0 v2/2
I= 8/ 80 9 —[sen=s] 8/ . YZ_4/ L4 L]ds=-. =8log(1+V2)~7.05.
0

[El volumen es finito, pero las secciones con el plano x=0 o con el y=0 tienen drea infinita].
La integral es también calculable (y no larga) con el cambio de dltimo recurso tan g =u

En los libros de célculo en R se puede leer que senf= 13—“2 , cosf= 1+ =, do= 2d“
tan 7r/8
=38 /

tan 7t/ 8 /8
Pequefias modificaciones del cambio a polares son ttiles en los dos siguientes ejemplos:

. Por tanto:

an 7
[+ %]du—810g|1+”] ~7.05.

Ej 14. Hallemos [/ y dxdy, D regién dada por (x—1)>+ y><1, y>0. 1 r=2c0s0
D
Las coordenadas mas adecuadas son las polares centradas en (1,0) : -
d(x,y) _|cosv —usenv| — =0
=l+ucosv, y=usenv, cuyo jacobiano es =5 = ceny ucosy |~ 4 o 1 ;

1)2+y*=1 1
Como (Xy>)0+sy1 vl 0_): // // u senvdudv—[—] [ cosv]ér:%.

Aunque la integral no es complicada en cartesianas (de las dos formas) y en las polares habituales:

// // 2Xxydydx— /(Zx xz)dx— [ ]=§
£ T TR T ot
//Dy ?/On//ozwwrzsenedrdﬁ = %/()n/zcos3ﬂsen9d9 = %[—00540](7;/2: z.

x2+y?=2x, r?=2rcosf, r=2cos0

Mas veces en el curso utilizaremos este cambio para las elipses:

Ej 15. Calculemos el drea A de una elipse de semiejes a y b: % +i3= 1.

. L. j . x=arcos@ 4
El cambio a polares no es ttil, pero si este modificado: { R
y=>brsené

acos @ —arsen @

9(r.6) — sen & brcos 6

2,1
=abr. Laelipse pasaaser r=1 — A=/ / abr dr df = rab .
o Jo

[Con integrales en R : A=4/ Z\laz —x2dx = 4ab/0"/2 cos?t dt = Zabfoﬂ/z(1+cos 2t) dt = nab].
0 x=asent, dx=acost dt
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Veamos mds aplicaciones de las integrales dobles (las férmulas serdn analogas para R’ ). Ademds
del areade D [A = ffD dx dy ] ,y del volumen en D bajo la grificadeuna f positiva [V: ffD f ]
se tiene que el volumen sobre D entre las graficas de dos funciones acotadas f(x,y)<g(x,y),
viene dado por V = ffD (g—f) dx dy, independientemente de los signos de cada una de ellas.

[Basta tomar una constante C tal que f+C sea positiva y pensar en la ffD (g+C— (f+C)) ] .

Ej 16. Hallemos el volumen del s6lido comprendido entre z=x y z=4+2y sobre la elipse x> +4y><4.

Con )g’izrrsce(;sga,’ J=2r,siendo x<2<442y sobre la elipse: /'\
1 p2n1 - i ‘ !
Ve[ [ Erertasenoacosanar=tonfirar=se. N\ |/
0 J0

2 pVa-x2)2 2 2
. _ = _ —x2 = —x2 =... ]
Peor: /_2/_‘/@/2(2)1 x+4)dydx—/_2(4 X)V4—x dx—SfO V4—x? dx =

1 p2v12
0 esto: [1 /Né Qy—x+4) dxdy=8 [ (y+2)V1-y2 dy=32 [ V1-y2 dy= - --

Mis aplicaciones de utilidad fisica: El promedio de una magitud f sobre D es f= % f fD f.
Si o (x,y) esla densidad de una placa D, su masa es M ://D o(x,y)dxdy.
El centro de masa de la D es el punto (%, ) de coordenadas =47 ffD X0, y=4 ffD yo

[se llama centroide si o =cte, y serd x= %//D X, y= %ffD y (el promedio de sus x e y )].

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y son: I, :ffD yio, I, :ffD x’o .

Ej 17. Sea un semicirculo D de radio R de densidad directamente proporcional a la distancia al centro
de D . Hallemos su centroide, su centro de gravedad y sus momentos de inercia.

Se puede probar que si una lamina tiene un eje de simetria, su centroide esta
i |c.masa i en en dicho eje (y si tiene dos, estd en su interseccion). Por tanto, ¥, =0. La otra
D Pcentroide _ 1 5 n R 5 2 31R 4R
yC=Z/nydxdy =m/0 /0 r<sen 6 dr df :m[%]o =3, ~042R.
Para el centro de gravedad hay que incluir la densidad o (r) =kr (simétrica). También serd x=0.

Como la masa es M:fonfoR kr?dr do= ”TkR3 , serd y= %fonfoR r3senfdrdf = g—i ~0.48R.

Los momentos son: I, = kfoﬂfOR r* sen?0 dr do = ’lr—(])‘R5 , 1y = kaK/OR r* cos20 dr do = ’f—(I)‘Rs )

Ej 18. Hallemos el centro de masas de la regién del primer cuadrante dada
por x2+y>>4, x+y<3 y cuya densidad es o (x,y)=xy.

2 p3-x 3 p3-x
LamasaesM:// dex+// v dv di
o ham T S Y
:%/01 (5x—6x2+2x3)dx + %/23(9X—6x2+x3)dx _ %.

La ¥ yla y serdn iguales por simetria de la regién y de la densidad.

2 p3-x 5 3 p3—x 5
Mx 2// x“ydy dx +// x“ydy dx
0 JVa—x2 ya 2 Jo v

= %I()Z(sz—6x3+2x4)dx + %/23 (9x2—6x3+x*)dx = B . Luego ¥=5=22~1.39.

Ej 19. Calculemos la distancia media de los puntos de un circulo de radio 3 al centro de ese circulo.
El drea del circulo es A=nR?>=9x.Y en polares, la distancia es 7.
Por tanto, la distancia media: dpegia = 9%/0213# drdf = %[%rﬂg =2.
Hallamos ahora en ese ciculo la media para una nueva distancia definida por:
d*((x,y), (a, b)) =|x—al+|y—b| (caminando paralelos a los ejes).
La distancia al origen es aqui: |x|+|y|=r(|cos@|+|sené|) . Y entonces:

. 1 27 p3 2 4 /2 p3 2 8
afmediazﬁ/0 /0 r (|cos9|+|sen9|)drd9=g/0 /Or (cos@+send) drdf = - (>2, claro).
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4.2. Integrales triples

Andlogamente a como hicimos para n=2, se define ff » [, parauna f(x,y,z) acotaday continua
(o ‘poco discontinua’), inicialmente sobre un paralelepipedo P =[a, b]X[c, d]X[p, q] . Representara
un ‘volumen’ en un espacio de cuatro dimensiones, es decir, el del ‘s6lido’ de cuatro dimensiones
con ‘base’ P y altura en cada punto la que le asigna f(x,y, z) . Nos serviria también para hallar la
masa de un P . Las integrales triples se podrdn de nuevo calcular mediante integrales iteradas:

qgprdpb [o las otras 5 iteradas
f continuaen P = /// f= / / / f(x,y,2)dxdydz | que salen permutando
P pdcda

papelesde x, y, z].

Ejl. Si f(x,y,2)=2yz—x y P=[0,1]x[0,2] %[0, 3] es:

///P f =/Olf02/03 (2yz—x) dz dy dx :/0‘/02 (9y—3x) dydx = ;| (18—6x) dx = 15.

3p1 p2 3 p1
0, por ejemplo, asf: /0/0/0 (2yz—x)dydxdz:/0/0 (42-2x) dxdz = [} (4z—1) dx = 18-3 = 15.

También podemos integrar sobre recintos V C R® mis generales. i z=q(x,y)
Si V= {(x, v,2):a<x<b, c(x)<y<d(x), p(x,y)<z<(x, y)} , :
. . T 4
con c¢<d continuas en [a,b] y p<gq continuas en 5
D= {(x,y) ra<x<b, c(x) Sysd(x)} ,y f escontinuaenV

d(x) pq(x,y) z=p(x.y)
:>/// // / f(x,y,2)dzdydx.
v (x) Ip(x.y) Y
Andlogas férmulas se obtienen intercambiando los papeles de x, y, z. /A(x) D V=d(x)
b

Muchos recintos que aparecen estdn incluidos en algunos de esos tipos. %

Enel casode que sea f=1, ff v dxdydz| representard el volumen de V.

[Claro que los volimenes se pueden calcular simplemente con integrales dobles, de la misma forma
que para las dreas bastan las integrales de funciones de una variable. Pero con cambios de variable
en la dimensién superior se consiguen abreviar bastantes veces los cdlculos].

Lo mas dificil de las integrales triples es dibujar gréficas, pero al menos debemos hacernos una idea de ellas
para decidir qué funciones limitando los recintos son mayores o menores. En los dos primeros ejemplos, el
volumen estd limitado por planos. La escritura inicicial dx dy dz es sélo alfabética.

Ej 2. Calculemos [// x dx dy dz, siendo V laregion acotada por los planos:
v x=0, y=0, z=0,x=1, y=1, x+y+z=2.

En el cuadrado [0, 1] [0, 1] del plano xy estd z=2—x—y por encima de z=0,
y con ello se podria plantear la integral sin el dibujo (facil cortando con planos).

[//vx dx dy dz :/VYZ—X—yx dz dy dv =/1/1(2x—x2_xy) s
‘/O(Zx x—x[y] dx /(32)c xz)dx:%_%:.

O un poquito mds corto si cambiamos el orden de dx y dy . El primer paso es igual, y luego:

1pl
/o./o (2x—x2—xy)dxdy:/o (1-1-3y)dy=3-1=|3|.

Ej 3. Hallemos /// xyz dx dy dz,con V tetraedro de vértices
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

M-I /'”xyzdzdydx L ey dy

=/0 [Z-3+3](1-%)*dx = (x 4x2+6x3 —dx*+x7)dx = | =15 |.
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El el siguiente la base del recinto (su ‘sombra’) sigue siendo muy sencilla y su ‘tapa’ también se dibuja con
facilidad, por tratarse de una funcién que no depende de una de las variables:

Ej 4. Calcular /[/ xe*dxdydz, siendo V el sélido limitado por x=0, A
x=1, y=0, y=2, z=0 y la superficie z=2-x> z=2-x%
En [0, 1]x[0,2] es z=2-x%>>0 (tampoco necesitarfamos el dibujo). A

Jis =/01/02/027x2x e?dz dy dx =f01/02x [e2--1] dy dx ,

=/l [2x ez’x2—2x] dxz—[eZ”‘2 +x2](1)= e2—e—1]. ]
0

En el siguiente, con recinto un poco mas complicado, debemos tener cuidado ademds con los érdenes de
integracion, pues algunos dan lugar a primitivas no calculables:

EjS. /[/ e ?dx dydz,con V acotadoen x>0, y>0 por x=y, z=0 e y>+z=1.
\%
Leypl-y? 1 y
/// edzdvdy =1 [ y(1-e"") dy 1—
0J0 Jo 0 E :
_ 17,2 2l | 1 P x
=3l =] % |- N —
[Si en vez de dzdx dy, por ejemplo, hubiéramos escogido dz dy dx se tendria:

1pl pl-y? 1p1
/ / / Yoz dzdy dx= %—e_l / / ey’ dy dx , aparentemente no calculable].
0Jx JO 0Jx

[Todas las integrales nos han salido positivas por estar integrando funciones positivas en cada recinto, pero,
desde luego, las integrales triples pueden ser negativas].

Cambios de variable.
Con hipétesis totalmente andlogas a las del plano se tiene la siguiente férmula para los cambios:

Sea g: (u,v,w)— (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) de C!,inyectivaen V*, g(V)=V
y f 1ntegrable:>// f(x,y,2)dxdydz // f(glu,v,w)) !g((lfvyfv“dudvdw.

[Vale aunque g no sea inyectiva un nimero finito de puntos, curvas o superficies].

Hacemos un primer ejemplo en el que algo puede simplificar un sencillo cambio lineal:

Ej6.Si f(x,y,z)=xe*” y V estd acotado por los planos y=0, y=1, x+y=1, x+y=2, z=0y z=y
calculamos ff f con més de orden de integracién y haciendo también un cambio lineal.

2-y 1/2 1/3 >
// / xe*Vdz dx dy = // xyex+ydx dy= / 2) +ey ] dy=|%+5|.
- 1 y. Por partes [ xe**Ydx = (x I)e**>
El habitual dz dy dx exige calcular dos integrales: X
//1 / xe¥ty dzdydx+// / xe*"Y dz dy dx ]
x =2
=/0 ex2dx+/ [(x-x%)e?+xe*|dx = --- =£+€ . :

Tiene una sola integral el orden / / / “xe dx dydz="---
0Jz
. .. leyp2-y lry 2
Muy parecida a la inicial es a la que lleva: /// xe**Vdx dz dy =// [(l—y)e +ey]dz dy="---
0J0 J1- 0J0

La expresion de los planos sugiere claramente el cambio: u=x+y, v=y, w=z (es pues xX=u—v).

10
. . p ) iy 7o O(xy.2) _
Su jacobiano es no nulo (y es por tanto una biyeccién en el espacio): J= Do) = 8 (1) (1) =1.
La integral se transforma, pues, en:
iy u 2 1, u_1.u e, e
/1/0 A (u—v)e*dw dv du =/1 (puet—ze4)dv =--- =S+,
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Pero sobre todo nos van a interesar los cambios a coordenadas cilindricas y esféricas. Definamos
cada una y familiaricémonos con ellas antes de hacer integrales.

s . X=rcos@ O sea, polares del plano xy junto con la coordenada z.
Cilindricas: { y=rsend |. Dar las cilindricas de un (x,y,z) estrivial parala z,
r20,0<6<2r | (7= y ademds es r=+/x2+y?,y se tiene que tan9=)y—c.

cosf —rsend 0 [localmente invertible si >0,
El jacobiano es: % =|[send rcos® O|=r einyectivaen r>0, 0<0<2n
o 0 0 1 (o si elegimos —r<f<n)].

Por tanto la férmula del cambio de variable adopta aqui la forma:

//V f(x,y,z)dxdydz =///V*rf(rcost9,rsen@,z)drd@dz

(,Qué conjuntos del espacio son sencillos en cilindricas? Los puntos r =cte
son una superficie cilindrica, y los 8 =cte y z = cte planos (vertical y
horizontal). Un paralelepipedo V* pasa a ser un V como el de la derecha.
Suelen pedir cilindricas las superficies de revolucién. Y admiten modificaciones como las vistas con polares
si, por ejemplo, tratamos con cilindros elipticos o no centrados en el eje z.

[Utilizando la regla de la cadena, y trabajando como hicimos con las polares, podemos deducir
expresiones para el gradiente y el Laplaciano en coordenadas cilindricas:
e.=(cosf,send,0)
Vi=frectlfpegtfie,, eq=(send,cos6,0) OO Apop v lfalfygrf ]
e, =(0,0,1)

p20,0<p<m |4 y=psen¢send |. Ademds: tanf=2 , tan =L [mirando cuadrantes].

X z
0<0<2nr

Esféricas: {x:p Senqjcosg Es r=psen¢, /)227'2+ZZ7 ,0=\/x2+y2+z2.

Z=pCos ¢

[Los fisicos suelen cambiar los nombres de ¢ y 6].

El jacobiano es de cdlculo mds largo:

sen ¢ cos @ —p sen ¢ sen @ p cos ¢ cos 6

cos 6 sen@

0(x,y,z) —sen @ cos @

90.0.0) sengsenf psen¢gcosf pcos¢gsend| =pcos ¢ send
cos ¢ 0 —psen ¢

—pZsen’e

cos 6 sen@ —sen 6 cos @

= —p2 sen ¢ . [Cambio no inyectivo en todo el eje z].

La integrales en esféricas se calculan, pues, mediante:

[/ f(x,y,2)dxdydz =// prseng f(psendcosb, psendsend, pcosd)dpddde
\%4 v

En esféricas, p=C describe una superficie esférica, 6 =C se
trata de un planoy ¢ =C es una superficie conica. Un recinto
simple V en esféricas es, por tanto, el dibujado a la derecha.
Son adecuadas para integrar en esferas (y quizds en conos).

[Se comprueba que el gradiente y el Laplaciano son aqui:
e, =(sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 6, cos ¢)
Vi=1, ep+mfg e9+/—1)f¢ €y, eg=(-senb,cosh,0)
e =(cos ¢ cos b, cos ¢ sen 6,— sen ¢)

[ortogonales
de nuevo].

cos ¢

_ 2, 1 I
Af=fopt ot i foot sreang fot smeemg foo |

Ej 7. Escribamos el punto dado en cartesianas por (— 1,1, -6 ) en los otros dos sistemas coordenados.
r=VI+1=v2. tanf=-1 y estamos en el 2° cuadrante > §=3%. [Noes f=arctan(-1)].

Escrito en coordenadas cilindricas el punto es, pues: (V2, %, -6 ).

p=V1+1+6 =2V2. tan¢=%:—‘%, ¢=57”. En esféricas es (p,9,¢)=(2\/§,37”,5?).
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En los siguientes ejemplos se ve que muchas veces las cartesianas no son las coordenadas mas adecuadas (si
lo eran en los ejemplos anteriores). Los dos primeros son los tipicos recintos para trabajar en cilindricas (o
polares, que viene a ser lo mismo) y en esféricas: sobre un cilindro y sobre una esfera.

Ej 8. Calcular la integral de la funcién f(x,y,z) = ze* ™" sobre el cilindro x>+y><4, 2<z<3.

x+y _—4‘2'11’22:5_71 4_1.
.[//w dx dydz ///rzj:wbcli:nodedz > n[ze ]0 (e 1) 3.."

)

Lo mismo que integrar en z y hacer luego el cambio a polares. Las cartesianas no nos sirven

o 5,0 Bt )
porque aparecen primitivas no calculables: / e dx o / e dy.

Ej 9. Calculemos de distintas formas el conocido volumen de la esfera unidad.
2nplpn 1
Lo mejor, en esféricas: vol =/ // p’sen dp dp df = 27r/ 20%dp = 47” .
0 JoJo 0

En cilindricas por dos caminos (algo mds largo):

z
VA 2xpl pV1-22 1
vol=/ // rdrdzd6=27r/ -
0 J-1Jo =i
27 pl pV1-12 1
V01:/ // rdzdrdo =2n [ 2rVI=r2dr = 4.
0 JoJ-Vi—2 0
Las cartesianas son las coordenadas menos adecuadas aqui:

1 pVI—y2p\1-x2—y2 1 p\Iy2
V01=8// / dZdXdy=8// V1-x2-y2 dx dy
0Jo 0
=% [cambiox:\/l —y2sent | —8/ (11— yz)dy_%

En este ejemplo lo mds corto resultan ser las cilindricas:

Ej 10. Calculamos /// 7 dx dy dz, siendo V el sélido limitado por x2+y2=1, z=0 y z=x2+y2.
\%4

27 plpr? 1 ‘ -
/ // rzdzdrdf =2n %/ rdr = . T
o JoJo 0

En cartesianas acaba saliendo, pero con cdlculos mucho mas largos:

4r

=3 .

ooooo

Vi-x2
// / Zdzdydx 2// (x*+2x2y2+y*) dy dx i
1 y=ie

/2
= E/ (8x*+4x?+3)VI-x2 dx =& (8 sen*r+4 sen’t+3) cos’t dt = - - -
0 0

x=sent

3-8 . z fotd g n n n
[Las esféricas no son nada adecuadas: habria que distinguir entre 0<¢<7 y T<éd<7

y ni el plano ni la zona parabdlica adoptan una expresion que lleve a cdlculos sencillos].
El cono sugiere también cilindricas (o polares trabajando con n=2), pero las esféricas no funcionan mal:

Ej 11. Calculemos el volumen encerrado entre el cono z=+/x2+y? y el plano
z=0 sobre el cuadrado R=[0, 1]x[0,1].
Podemos hallarlo mediante integrales dobles, pero hacemos /f ydrdydz. -

En cartesianas es fécil el recinto, pero largas las integrales: b y

1ol px2ey2 - y
/// dzdxdy:// \/x2+y2 dxdy:[tablas,ordenadorox/m:eru] X
0JoJo 0Jo

1
Z%/O [\/1+y2—yzlny+y21n(1+\/1+y2)]dy:...

En cilindricas (o polares en la segunda integral): x=1 — r= ﬁ , cono y recinto simétricos,
1N2

/4 p1/cos 6 /4 e IN2
2 _2 dg u=send du l+u|_ 1 1
2‘/0 [; rodrd = 3‘/0 cos’d T 3£ (1_u2)2 [ Ogl Tz lfu]o

= 1[VZ+1n (1+V2)]

En esféricas es sencilla la variacién en ¢ y larecta x=1 pasaaser p= m :

/4

/4 p7c/2 p1/cos O sen ¢ /4 pr)2 .
2 _2 d¢do  _ 2 df  lamisma
2/0 '/7;/4‘/0’ p~seng dp d¢ df = 3‘/0 /7;/4 sen?¢cos’ 3/0' cos3@ de antes
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Ej 12. Calcular /// dxczi—'zydz ,con V sélido dado por x> +y?+z2<4, z>1.
\4

Este casquete esférico pide mads las cilindricas. Para ver la variacién de
las variables, mejor dibujamos la seccidn con un plano vertical. Ambas
formas en las cilindricas parecen las mas adecuadas:

2n 4 z2 ’_2
/ // a’rdzd@—n/ ——1 )dz = n|[- ]1—7'( [7]. /// =
. 27 V3 pVA—r2 V3 // Jpleosd N
O bien: /0 ‘/(; /1 Ldzdrdg = 271/0 (r—ﬁ) dr / - \\
[
=37r+27r[v4—r2]‘f=. 0 T
L. . L, . _ _ . _ 1
En esféricas el dngulo mdximo es ¢= % por ser tu tangente V3 y z=1 se convierte en p= —5c

2n p /3 p2 o 2s s 2 1 17/3
LT St adea=on [ (3-5) do = 2a[2-517" =[]
Ahora planteamos (se usa la simetria de recinto e integrando) y damos algin paso en cartesianas:
V3 pV3-x2 m V3 pV3-x2 V3
4/ / / w=4/ / [1—+]dydx=4/ [V3-x2 - arctanV3-? | dx
o Jo 1 < 0 Jo Va-x2-y? 0
[Maple sabe hacer la dltima integral de arriba, e incluso de hacer la final y devolvernos el r ].

Aplicaciones fisicas similares a las vistas para las integrales dobles son:
Masa de un sélido V es M ://V o(x,y,z)dxdydz,si o(x,y,z) essudensidad.
Centro de masa de V es (X,y,Z) con X:ﬁff‘,x(r, y:ﬁff‘,yo-, Zzﬁff‘,za.

Momento de inercia respecto al eje z: I = [[], (x*+y?) o (andlogos los otros)] .

Ej 13. Hallemos la masa del medio cilindro V dado por x?>+y*><1, x>0, 0<z<2 5
y cuya densidad es o (x,y,z)=x. -~ ]
El sélido sugiere utilizar las coordenadas cilindricas (x=rcosf y J=r):

LERIEIN e L

[”/2/0‘/0 rcos@dzdrd@-[/_ﬂ/ cos@d@][fo 2r dr]
/2

=[send] ™7, [37°], =|4].

Aunque en este caso sale también ficil en cartesianas:

// /xdzdydx 4/ xV1-x2dx = ‘3-‘[_(1_)62)3/2](1):'
O en otro orden: // 'y/ xdzdxdy= /[x \/’_ydy/ [1-y2]dy= 2—-[y] :

Ej 14. Hallemos la posicion del centro de masa de una semiesfera sélida homogénea.

’

Por simetrfa, serd x=y=0. Volumen=27R*. [Masa=3nR%c, o constante]. 9
_ 27 /2R N~ R S
=273T/ / p3sen¢cos¢dpd¢d9:%[%]o[Sen‘/’]ﬂ/z 3—R=0375R
0 0 0

[El recinto pedia a gritos utilizar las coordenadas esféricas].
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