5. Integrales de linea

5.1 Integrales de campos escalares sobre curvas

Una funcién vectorial (que también llamaremos trayectoria o camino)
erauna ¢ :[a,b] CR — R", cuya gréifica c(¢)=(x1(¢),...,x,(t)) es
una curva orientada C en R" y suderivada ¢’ () = (x| (), ..., x,(t))
proporciona el vector tangente a la curva (el vector velocidad, si ¢(¢)
estd describiendo un movimiento en R™).

[La recta tangente a C en c¢(7,) era: x(¢)=c(t,)+1¢'(t,) ]

¢ se dice C! siescontinuay ¢ existe y es continua V¢ € (a,b).Es C! atrozossi C es continuay
[a, b] se puede dividir en un niimero finito de subintervalos en cada uno de los cuales ¢ es C! [su
gréfica seria entonces una curva continua sin recta tangente en un nimero finito de puntos].

Ejl c: [O, 2] — R? con ¢(r)=(2cost,2sent) es una trayectoria C' pues Y
¢/(t)=(-2sent,2cos1) existe Vi€ (0, 5).
c.: [0,2] = R? con eft)=(t, V4=12), ¢/ (1)=(1,~t(4~1*)"1/?)

es otro camino C' describiendo la misma curva C, pero en sentido opuesto. ¢(0) B
Se dice que ¢ y ¢, son dos parametrizaciones del tramo de circunferencia.

Sea ¢: [a,b] — R" un camino C!ysea f uncampo escalaren R" tal que f(c(?))
es continua en [a, b] . La integral de f alo largo de ¢ se define:

[ras=[ e lewlar.

Si ¢(7) es solamente C' atrozos osi f(e(t)) es continua a trozos, definimos fc fds
descomponiendo [a, b] en intervalos sobre los que f(c(¢)) || ¢’(¢)|| sea continua y
sumando las integrales sobre cada uno de ellos.

Ej 1% Si f(x,y)=xy? y ¢, ¢, son los de arriba, las integrales a lo largo de las dos trayectorias son:

||c’||:\/4sen2t+4cos2 =2, /fds :/7r 16cost sen’t dt = L sen t]”ﬂ:%.

0

llcs II— +im=7=" /fds 0 t(4 tZ)F = _2(4- t2)3/2] =16

No es casualidad que ambas integrales coincidan. Probaremos en 5.2 que:

Teor 1. | Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces /c fds= /c fds= /C fds.

Como la integral de linea de una f escalar no depende de la parametrizacion, solo de la curva,
es licita la notacién fc f ds (integral de f sobre C) donde ¢ no aparece por ningtn lado.

La raiz de la norma hace que el cdlculo de estas integrales sea (salvo para curvas sencillas) complicado y no
es extrafio que aparecezcan integrales no calculables. [En las de campos vectoriales no ocurrird esto]. Ademas
de las circunferencias, también suelen ser fciles estas integrales sobre segmentos:

Ej 2. Calculemos la integral de la f(x, y)=xy” ahora sobre el segmento que une (0,2) y (2,0).
Podemos parametrizarlo utilizando que pertenece a la recta y=2—x: y
c(x)=(x,2-x), x€[0,2]. | @II=[I(1,-D]I=V2 — 2N y=2-x
/fds / V2x(2-x)2dx = \/_[sz 4x3+4x4]0 %\/z
O también con la expresion para los segmentos que ya vimos en 1.1:

c.(1)=(0,2)+1(2,-2)=(2t,2-2¢), t€[0,1] . [Mismo sentido, doble velocidad].
1
llcL(1)]|=2V2 —>/de = 16\/5/ 1(1-1)2dt=16V2 [21‘2 21‘3+ t4]0 4\/_ [Debia salir lo mismo].
. 0
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Interpretemos estas integrales. Sea primero f =1. Si pensamos que ¢(z) describe una particula en
movimiento, al ser ||¢’(7)| la velocidad escalar en el instante ¢, parece claro que ds=|| ¢’(¢)|| dt
(‘diferencial de arco’) serd la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo df’ y por tanto:

b
L= ds= ¢’ (1)|| dt representa la longitud de la curva C definida por c.
/ P g p

C a

Antes de los ejemplos, veamos la forma que adopta la férmula para curvas dadas en cartesianas o polares:
b
Si C eslagrificade y=f(x), x€|[a,b], sulongitud es L:/ \/1+[f'(x)]2dx.

B
Cuando C viene dadapor r=f(0), € [a, 8] ,serd L :/ NIFOP+[(6)]2d6 .

La primera es obvia a partir la parametrizacion habitual ¢(x)=(x, f(x)), x€[a,b].

Teor 2.

[La formula, desde luego, es totalmente andloga para curva dada por x = g(y)] .
La segunda: ¢(6)=(f(6)cos@, f(6)send), ¢’ (8)=(f’cosd—fsenf, f’sen6+f cos6)
- || (O)]= \/f2(00526+ sen26)+(f)?(cos26+ sen26) = \/fz+(f’)2 .

El primer ejemplo es otro de los pocos en los que se puede calcular una longitud mediante integrales sencillas.
[En la mayoria de los casos se acaba necesitando una integracion aproximada de algin tipo, como ocurre con
la simple parébola ciibica y=x> o con el cilculo de la longitud de una elipse].

Ej 3. Hallemos la longitud de la curva descrita por ¢(r)=(2¢2, £3), te[-1,1]. y
1
I 1
¢’ (1) || = V162497 , L:/ 1| V164922 di = %(16+9t2)3/2]0: 122 .45,
-1
O con parametrizacion cartesiana de la misma curva (y utilizando su simetria): —

2
y=(2)"?, x€[0.2] = L=2/02 1+3 dx = B+ 3P| - F[125-64].

I

-1

[Lleva a cdlculos mds largos la otra cartesiana basada en x= 2y2/ S ] .

[Cuando ¢’ =0 podian aparecer picos en las curvas, por no tener el vector tangente direccién deﬁnida] .

En este aparece una integral que es larga, pero calculable:

Ej 4. Para la curva en polares r=60, € [0,2n] (espiral de Arquimedes) serd y
su longitud, segtin la férmula segunda del teorema 2: /\

21
L:/ VO2+1 d6 . Integral resoluble con u=6+V62+1, pues:
0

5 2
9—”2_1 d9=(u +)du L:%[G*/02+1+log’9+\/92+1 i]o ~21.3.

o]
S

= 2u 2u?

[También se pueden hacer estas primitivas con cambios que usas funciones hiperbdlicas].

Siahora f escualquier campocon f(c(¢)) >0 Vte[a,b], z SE0,(0)
/c f ds representa para n=2 el area de la valla de altura
f(x,y) encada (x,y) delacurva C, pues un ‘diferencial ‘
de valla’ tiene drea f(c(z)) ds=f(c(z)) || ¢’ ()] dt. .
[Si f no tiene signo definido, serd la diferencia entre las dreas e()=(x(t),¥(t)) —>
de las vallas que queden por encima y por debajo de z=0].

Tiene otra posible interpretacion vélida para n=2 o para n=3:
Si ¢(t) describe un alambre de densidad variable dada por o (X), la masa del alambre sera:

M= / o ds| (tanto en el plano como en el espacio).
C

El centro de gravedad (centroide si o constante) del alambre, tendréd por coordenadas:

- _ 1 - _ 1 C e il 21
X—M/CXO'dS, y—ﬁfcyads ; si n=3, ademas Z—M/CZG'dS

En general, también sirven para hallar el valor medio de cualquier f sobre C: | f= % / fds
C
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Hacemos un sencillo primer ejemplo de integral sobre curva C! sélo a trozos e interpretamos el resultado:

(0,1-¢), t€[0,1]

Ej 5. Integremos f(x,y)=x—y sobre la curva C! a trozos c(t)={(t_1 0. re[1.2] -

Integramos sobre cada segmento y sumamos el resultado.
Sobre el vertical, f(ci(t))=t=1, [[¢|(O)]=[(0,-D||=1 —

1
fo fds=[y t=1)dr=—5.
Sobre el otro, f(ex(r))=1-1, |Icj(1)l|=1, fczfds =f12(t—1)dt =1.
La integral total es, por tanto: /c fds =/c1+./c2 =—% + % =0.

[El 4rea de la valla positiva sobre el eje de las x se cancela
con el drea negativa de la valla bajo el eje de las y ].

Otras de las curvas para las que ||¢’|| lleva a cdlculos sencillos son las hélices:

Ej 6. Sea el alambre en forma de hélice: ¢ : [0,27] > R?, 1 — (cost, sent, 1)
y de densidad o (x, y, z) =x2+y*+z%. Como ||c’||=V2, se tiene que:

Sulongitud es L= [[*"V2 di = 2xV2 ~ 89.

2r
Su masa es M:\/E/ (cos?t+ sen’t+1%) dt =2 (27r+§7r3) ~125.8.
o

[Su densidad media es, por tanto: 1+%7r2 ~ 142 ]

27
Su centro de gravedad: X = %/ cost (1+2)V2 dt = =5 ~0.014,
0

3+472

3+472 3+472

2 2
i:ﬁ/o sent (1+2)V2dt =—-8% . ~—0.44, Z=%/O t(1+t2)\/§dt=3ﬂﬂz4.60.

Y su centroide: )_cz%fozncost\/zdtzo, iz%fohsent\@dtzo, Zz% 02"t\/§dt=7r.

Otra aplicacién de este tipo de integrales de f escalares. Siuna curva C ds_
viene dada por x=x(t), y=y(t) >0, t€[a, b] , el 4rea de la superficie i
de revolucion obtenida al hacer girar C en torno al eje y=0 es:

A= 2njab yds = 27r/by(t) (x'(0)2+(y (1)) dt

[pues el drea de la banda de anchura ds es ~2ny ds ]

b
En el caso particular de que C sea la graficade y=y(x) queda: |A=2n / yyV1+(y")2%dx|.

Ej 7. Hallemos el area de la superficie esférica de radio a .

Se puede ver como el giro de y=Va?—x2 en torno a y=0, y por tanto:

A :271/ Va2—x21/1+a2xsz dx = 27r/_aa adx =4na’.
—a

O poniendo c¢(t)=(acost,asent), t€[0,x],y con la primera férmula:
ds=adt, A= 27rf07r asent adt =4na®.
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5.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Sean ¢(t):[a,b] —>R" de C'y f:R" — R" campo vectorial continuo sobre la grifica de c.
b
La integral de linea del campo f alo largo de ¢ se define /f - ds :/ f(c())- ¢ (r) dr .
(4 a

Si f(e(z))- ¢’(z) es s6lo continua a trozos, dividimos el intervalo y sumamos la integrales.

Si ¢’ (£)#0 Vvt serd T(r)= ”2,8) 7 es el vector tangente unitario, y asf: f((e(n)

fcf-ds:fa [f(c()-T()] I’ ()]l dt = [, £-Tds. \Y

Puede verse la integral de linea de f como la integral del campo escalar
f - T, componente tangencial de f en la direccién de ¢ . Por tanto: |

/ f - ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre c.

Se usa otra notacién (la damos para el plano). Si ¢(r)=(x(2), y(2)), f(x,y)=(f(x,y).8(x,)):
[ £-ds=["[F(s(0.30) (1) + 2lx(0.3(0) ' O] dr =| [ Fx.y) dr+ gy dy .

[La notacién es similar para n>2. jCuidado!, pese a su aspecto sigue siendo integral de linea].

Ej 1. Calculemos varias integrales del linea del campo f(x,y)= (xz, 2y+x) sobre distintos caminos.
Los tres primeros describen el mismo segmento (el tercero en sentido contrario).

c1(t)=(t,1), te[0,1] — / f- ds_/0 (2,31)-(1, 1) dr =4,
ea(n)=(41%,4%), 1€[0,5] — [ f- ds—[o”2 16¢%,12¢%) (8¢, 8t) dr =11,

e3()=(1-1,1-1), 1€[0,1] > [ f-ds=[; ((1-0)2,3(1-1))-(~1,-1) dr=—1L.

ean={{1 " ];601]2 fof-ds= [ (220)-(L0)dr + [ (.20-1)-(0, 1) dr = 1

cs(t)= {g’ fl) 1§€[° U fofds=f 0.20-0. 1) di +f7 ((t=1)2,241)-(1,0) dr =

[La integral parece depender sélo de la curva y del sentido en que se recorre; para algunos campos no va a
depender siquiera de la curva, sélo del punto inicial y del punto final].

Ej 2. Hallemos la integrales para los mismos ck de arriba, pero ahora para el campo g(x, y)=(y,x—4y):
S geds =)' (t.-30)- (1, 1) dr = = [} 2rdr = -1,
fcz g-ds :/01/2 (412,—-12%)- (8¢, 8t) dt = _/01/2 1683 dt = -1,
S g ds = [ ((1=0),=3(1=1))-(=1,=1)di = [} 2(1~t) d = 1 [tnica distinta].
Joogods =) (0.0) (1,0)dr+ [ (1-1,5-41) - (0. 1) dr = [;* (5—4r) dr = —1.
Joogods =) (140 - (0. ) dr + [7 (1,1=5) - (1,0)dr = - [ drdr + 1= 1.

l

ml

Ej 3. Para c(t)=(t,1%,1), es la integral /szzdx +xydy +y3dz =/0] (- 1+83-2t+15-0) dt =
Ej 4. Hallemos el trabajo realizado por una fuerza constante f = d =(d}, d», d3) al recorrer una particula
una trayectoria r(z) = (x(z), y(7), z(t)) que une dos puntos del espacio a=r(a) y b=r(b):
[ deds = [ (a1, ds)- (300, (1.2 (1)) i = (6(5) ~x(@)) +d2 ()~ (@) +d3 (2(5)~2())
=d-(r(b)-r(a))=d-(b-a), independiente del camino r.
Para c(t)=r(a+b-t), t€]a, b], que describe esa curva en sentido opuesto, el

trabajo es /c d-ds =/ab (dy,dy, d3)- (- x'(2),—y'(1),~2' (1)) dt =—d-(b-a).
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Veamos lo que sucede con la integral al hacer un cambio en el pardmetro que describe la curva C.
Sea ¢:[a,b]— R" y h:[ai,bi]— [a, b] unabiyeccién C'. Sillamamos r=coh:[a;,b;]— R",
las trayectorias r(s), s€[ai,b1] y c(t), t€[a,b], describen

b b |-
la misma curva, en el mismo sentido o en el opuesto segin sea, h X
. - a %
respectivamente, h(aj)=a, h(by)=b o h(a))=b, h(b))=a i
[la reparametrizacién conserva o invierte la orientacién de C ]. @ by a by

Si ¢ y r describen la misma curva C, entonces seglin ¢ y r lo hagan en el
mismo sentido o en el opuesto se tiene, respectivamente:

/f-ds=/f-ds, o bien /f-ds:—/f-ds

Si C es C! (sino, dividimos y sumamos las integrales), como r’(s)= ¢’ (h(s)) h’(s) es:

b ’ ’ b ’
[ f-ds :/al‘ f(c(h(s)) ¢ (h(s) h'(s)du e [ f-ds=[] F(c(r)) ¢ (t)dr.
Haciendo en la integral de la izquierda h(s)=t, se tiene + o — la de la derecha, segiin se
conserve o no la orientacién, pues no cambian o si los limites de integracién.

Teor 1.

Si estuviésemos integrando un campo escalar f, se tendria siempre que:
h ’ ’ b ’
S fds=[" fle(hN)IE (RNIE () du = [, f(e)lie (Dl dt = [, fds,
y con esto tenemos probado el teorema de la seccién anterior.

La integral de linea de un campo vectorial solo depende de la curva C Yy el sentido en que se
recorre (la un campo escalar s6lo de C ). Podemos elegir las ¢ m4s sencillas para calcularlas.

Ej 5. Tiene un sentido preciso hablar de la integral de f(x,y)=(y,0) alo largo de
la circunferencia unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

[Las integrales sobre curvas cerradas suelen representarse con el simbolo f ]

Eligiendo ¢(7)=(cost,—sent),t€[0,2n] (o [-m,7],0...), C
ff- ds =/027r(— sent,0)-(—sent,—cost) dt = %/Ozn(l—cosh) dt=rm.

Con cualquier otra parametrizaciéon que proporcionase el mismo sentido se llegaria a lo mismo.

Ej 6. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(z,e”,xy) desde el punto (1,0,0)
hastael (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

Hay muchas formas de parametrizar un segmento en el espacio. Para este,
con x=1 constante, una ¢ casi salta a la vista: c¢(¢)=(1,2¢t,3¢t), t€[0,1].

[O también, con el dibujo de la derecha: ¢(y)=(L,y,3y), ye[0,2]].

En general, vimos en 1.1 que c(f)=a+(b—a)z, t€][0, 1] da el segmento

queune a y b, pues es unarecta, si =0 estamosen a ysi t=1en b.
a+(b-a)r=c(?)

Calculemos ya la integral pedida (con la primera parametrizacion dada):

[£eds=["(3t.%,20)(0.2,3)di = [ (2 +61) dt = >+ 2.
c 0 0

Ej 7. Hallemos el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(x, y,z)=(y—z,z—x,x—y) alo largo de la
curva C interseccion de la esfera x’>+y”>+z>=4 yel plano z=y,si C es recorrida de modo que,

vista desde las z positivas, el sentido es contrario a las agujas del reloj. Yl

Sobre C, como z=y,es x2+2y2=4 (elipse).
c(r)=(2cost, V2 sent, V2 sen 1), te[0,2n].

2
X

2
T:/ (0, V2 sent—2cost,2cost—V2 sent)-(—2sent, V2 cost, V2 cost) dt
0

2
= f() "0dt=0 (el campo es perpendicular a la trayectoria).

[Se verd mds adelante que serdn O las integrales sobre un camino cerrado de los campos que sean gradientes
de un campo escalar; pero, a pesar de ser §£C = 0, este campo no lo serd, pues rotf =(-2,-2,-2)# 0 ]
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5.3. Integrales de gradientes y teorema de Green

Generalizamos el 2° teorema fundamental del cédlculo infinitesimal /a b g (x)dx=g(b)—g(a).

Sea U: R" — R un campo escalar C'y ¢ : [a,b] — R" uncamino C' atrozos.

Teor 1. Entonces: / VU-ds = U(c(b)) - Ulc(a)) .

Si ceC! (sino, dividimos), [ VU(c(1)- ¢/ (1) di = [ (Uoc)' (1) dt =U(e(b))~U(e(a)).
regla de la cadena
Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del camino, s6lo b
del punto inicial y final. Si sabemos que un campo es un gradiente, su integral
pasa a ser sencilla. Ademds, si c(a)= ¢(b),la curva descrita por ¢ es cerrada e a

fc VU- ds=0: la integral de linea de un gradiente a lo largo de cualquier curva cerrada es 0.

Siun campo vectorial f es gradiente de alguna funcién U, a U se le llama
funcién potencial para f,y el campo f se dice conservativo.

(Como saber si f es conservativo? Condiciones necesarias sencillas para n=2 y n=3 son:

Si f(x,y) =(f(x,y),8(x,y)) de C'esconservativo = f, =g, .

Teor 2.
eor Si f(x,y,2)=(f(x,y,2),8(x,y,2), h(x,y,2)) de C! es conservativo = rotf=0.

Si f=(f,g)=(Ux,Uy)=VU,con Ue C?, por la igualdad de Schwartz de las derivadas
cruzadas [ Uy, = Uy, ] debe ser fy, = g, .Y el mismo argumento se aplica para n=3.

Si las derivadas cruzadas no coinciden, no puede f ser gradiente. Si son iguales, muchas veces es
sencillo hallar la U tal que VU= f [aunque se verd que la implicacién < no es cierta en general].
Ej 1. Sea f(x,y)=(y?, 2xy) . Hallemos la integral entre (0,0) y (1, 1) alo largo de diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x2, c) la circunferencia x*+y>=2x.
Posibles parametrizaciones: a) ¢a=(7,1), b) ep=(t,1%), ¢) ec=(t,V2t—12), con 1€ [0, 1] todas.
Las integrales en cada caso son:

L2 501 _ (a2, _ Y4 o3y (g,
a)/o (t,2t)(1,1)dt—/0 32di=1, b)/o (t,2t)(1,2t)dt—/0 Sttdr=1,

1 1
_42 —£2). 1-¢ — _342 —
c)/0 (2t—1%,2tV2t—12) (1, 2t_t2)dt_/o (4r=31*) dt=1.

Como se cumple % (y¥)=2y= 6%(2xy) , esto nos hace sospechar que f es un campo conservativo.

Es fécil en este caso identificar una funcién potencial:
Si U,=y?, debe ser U= xy>+p(y) para alguna funcién p

)
Si Uy=2xy, debe ser U= xy?+q(x) para alguna funcién ¢ = Ulx,y)=xy".

[ U=xy*+C para cualquier constante C es también potencial, desde luego].

Por tanto, todas las parametrizaciones y cdlculos de integrales anteriores han sido inttiles, puesto que
la integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1)— U(0,0) =1-0=1.

Por no depender del camino, hay otras formas de calcular una U : eligiendo caminos sencillos que
unan el origen con el punto (x, y) y evaluando la integral de linea. Por ejemplo, con el C' a trozos:

c(t):{&?;: ;E{g’ﬂ , /cf~ds =/Ox(0,0)~(1,0)dt+/oy(t2,2xt)-(0, 1)dt = xy2.

Haciendo lo mismo para un f=(f, g) general, obtendriamos: /xf(t, 0) dt +/yg (x,0)dt =U(x,y).
0 0

Veamos qué campos de los ejemplos de la seccién anterior son conservativos. El (x%,2y+x) del 1 no lo
esporser f,=0%1=g,.El (y,x—4y) del2si: 1=1y U=xy-2y? es su potencial. No lo es el del 3,
(zxz,xy, y3) por no ser rotf = 0. El f=d del4siloes [con U=(dx,dyy, d3Z)]. El (y,0) del 5 no:
vimos que su integral sobre un camino cerrado era no nula y también lo asegura 1 0. Para6y 7 el rotf
es, respectivamente, (x,1-y,0) y (-2,—2,—2) y no pueden derivar de una funcién potencial U .
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La integral a lo largo de un camino cerrado resulta ser no nula, a pesar de ser iguales f, y gx:

Ej 2. Calculemos la integral de f(x,y)= (#);2 , xnyz) alo largo de x*+y%>=1 en sentido antihorario.

2
Si ¢(t)=(cost,sent),r€[0,2nx], ?f fds =/ (—sent,cost)-(—sent,cost)dt =2r.
c 0
C
Como esta integral no es 0, no puede haber un potencial U € C! que contenga la curva.
—x2— 32422 _ V252 . x24y2—2x2
(2?2’ 0T ()t

Y, sin embargo, coinciden las derivadas cruzadas: fy =

Segtin este ejemplo, no es suficiente la igualdad de las derivadas cruzadas para ser conservativo.

Pero hay que pedir muy poco mas al campo f para que si baste. [Aceptamos los dos teoremas que
faltan de esta seccidn, pues son mds dificiles de demostrar y necesitan el teorema de Stokes de 6.2].

Teor 3. | Si f es C! en todo R? [R3] y fy=8x [rotf = 0] = f es conservativo.

[El campo feC! del ejemplo 1 sabemos ahora que es conservativo desde que vimos que fr=gx-
Parael 2, f noera C' en (0,0), el teorema no dice que haya potencial, y no lo hay en todo R? ] .
Hacemos ahora nuestro primer ejemplo en R’ :

Ej 3. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(4x,3z—2y,3y) desde (1,0,0)
hasta (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

En el ejemplo 6 de 4.2 ya parametrizamos el segmento, y podemos hallar la integral directamente:

1
e()=(1,2t,31), te[0,1] —>/f-ds=/ (1,5t,61)-(0,2,3) dt = 14
c 0

i j Kk
Pero para este campo se tiene que rotf =|90x 9oy 90z|=(3-3)i+(0-0)j+(0-0)k=0.
4x 3z-2y 3y

Ademas, obviamente fe C'(R3). Existe, pues, una funcion potencial U(x, y, z) para el campo f.
Los célculos de los potenciales en R® son similares a los de R?:

Uy=4x - U=2x%+ p(y,2)

Debe ser  Uy=3z-2y — U=3yz—y*+q(x,z), U=2x*+3yz-y*> =

U,=3y > U=3yz+r(x,y) f£-ds=U(1,2,3)-U(1,0,0) = 16-2 = 14.
Este es el valor de la integral sobre cualquier camino que una los puntos, por complicado que sea.
Por ejemplo, hallemos la integral a lo largo de c.(¢) = (et_’z, 213, 3t2) , te[0,1]:

1
0
= 2622 1 1815 — 4] ) = 14.

1
/ fds = / (4e' =", 912413, 61%) - (1-20)e =", 62, 61) dt = / (2(2-41)e¥~2°490r* ~241%) dt
c* 0

El teorema 3 se puede refinar exigiendo hipétesis menos fuertes. No es preciso que f sea C! en todo
R? o R®. Basta que lo sea en un conjunto D ‘simplemente conexo’: toda curva cerrada contenida
enel D conexo (‘de una sola pieza’) debe poder contraerse a un punto de forma continua sin salir
del D (en el ejemplo 2 no se puede). En R? esto significa que D no tiene ‘agujeros’. En R?, puntos
sueltos de discontinuidad no molestan, pero si, por ejemplo, no serlo en toda una recta.

Ej 2*. En D={x>0} si debe existir potencial U para f(x,y)=(—>5, xzf—yz) .

x2+y2
. —y/x* e
Escribiendo (1+(y/x)2 " 1+(y/x)?

Sobre cualquier curva cerrada contenida en D la integral si debe ser nula.

_ y
) , es claro que loes U(x,y)=arctan < .

Por ejemplo, sobre la circunferencia ¢(z)=(2+cost,sent), t€[-m, ] —
/ (v NG dt:[) (1- 575057 ) dt = [s=tan}] =7 —/0 = [2arctan§]0 =0.
-7

La U da el valor de otras integrales, por ejemplo, de (2,—1) hasta (2, 1) serd [ f-ds = 2arctan % .

C*

Retocando el cdlculo de arriba se llega al valor % -2 arctan% ~0.93, que coincide con el anterior,

1 1_n _ _tana+tanb 1/2+1/3 _ 4 _ n
ya que arctans+arctanz =7 , puesto que tan(a+b) = T—tanatanb — T-1/21/3 =1=tan o
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En este ejemplo hay una f discontinua que, sin embargo, deriva de un potencial C' en R?>—{(0,0)}.

Ej 4. Hallemos directamente la integral de linea de f(x,y)=(5- ﬁyZ) i- #yzj ,entre (—-1,1) y (1, 1),

siguiendo el tramo mds corto de la circunferencia x>+y*>=2. ;Existe funcién potencial U para f?

La parametrizacién mas sencilla c(¢)= (\/E cost, \/zsent , 1€ [%, %] —

/4
(S—M, 2S‘“”) V2 (= sent, cost) dt—S\/Ecost] =10.
37/4 2 3n/4 ol
[En la circunferencia completa la integral se anularia]. T -1 1

pero como sélo f es C! en R2—{(0,0)}, con agujero, podria no

2
Es claramente fy=g,= _x2+ o)

existir un potencial global. Pero salta a la vista nuestra U(x,y)= 5x — 5 10g (x +y ) .

Ha01endousodeellacomprobamosque/f ds=U(1,1)-U(-1,1)= 5—M 5+%:10.

Y también es conservativo este campo (gravitatorio) del espacio discontinuo en el origen:

-3/2 -3/2

Ej5. Sea f(x,y,2) = —x(x?+y2+z?) i—y(2+y?+2) - z(xz+y2+z2)_3/2 k.

f es C' en R*—{(0,0,0)}, que es simplemente conexo en el espacio. Debe, pues, existir U .

~12

Se ve casi a ojo: U(x,y,z)= (x2+y2+z2) [En esféricas es U— -y f= p —e,=foep, |-

La integral a lo largo de cualquier camino ¢ entre (0,0,1) y (1,2,2) serd / f.ds= % -1 =—% .
Por ejemplo obtendremos este valor siguiendo el segmento (z,2f, 1+¢), t€[0,1]:

/01—(6t+1)(6t2+2t+1)_3/2dt—[(6t2+2t+1 2l =1-1=-2.

Otro ejemplo mds en el espacio, proviniente de alglin examen, repasando integrales de linea de escalares, de
un gradiente (que fue como empezamos la seccion) y, también, integrales en sé6lidos tridimensionales.

Ej6. Sea f(x,y,z)=y. a) Calcular [[f, f.para V sélido acotado en x,y>0 por z=x?+y* y z=2.
b) Si C es el corte de z=xz+y2 con x=0, para y>0,0<z<2, parametrizar la curva C y hallar:
i) /c fds, ii) /C Vf - ds, en el sentido las z crecientes.

a) Paraboloide y plano se cortan cuando x*+y*=2. Cilindricas o cartesianas:

/2 pN2 p2 N
///vf:/o /o/rz r2sen@dz dr df = -cos 0] "/2/ (2r*=r*) dr
:[%rg 5]0 15 2.
V2 pV2-x2p2 V3 V2—x2
Bk Loy dedrae=[ [T @ratyrdy e
:/ (1-224+%)dx =£+2.
0
b) Parametrizaciones de C: ¢(¢)=(0,1,%), te[O,\/E] & c*(t)z(O\/ft) t€[0,2].

V2
i) ¢(1)=(0,1,21), ||e'||=VI+42, /fdsz/ 1 (1+412)\2dr = 1(1+4z2)3/2] =13
C 0

2
(=(0. 57 1), Ieli=yg+1. [ fds=["3(1+an"2dr = §5(1+4n¥2]5 = £

ii)/ Vf -ds=f(0, V2, 2)-£(0,0, 0)=V2 . Asi de corto, aunque comprobamos con la definici6n:
C

/ (0,1,0)-(0, 1,27) dt /(0,1,0) 1) di=v2.

Acabemos nuestro estudio de los sistemas conservativos admitiendo este resultado general:

Sea f continua en D C R" abierto. Entonces son equivalentes las afirmaciones:
a) f es gradiente de una funcién potencial U en D .
b) La integral de linea de f es independiente del caminoen D .
c) Laintegral de f alo largo de todo camino cerrado contenido en D es nula.

Teor 4.
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Teoremas de Green y de la divergencia en el plano

Relacionan integrales dobles ¢ integrales de linea sobre curvas cerradas en el plano. Veremos otros en el
capitulo 6 con integrales de campos vectoriales en R® (se pueden mirar estos como casos particulares).

Una curva simple seré la imagen de una ¢ : [a, b] — R, C' a trozos e curva simple
inyectiva. Si ademads es c¢(a) =c(b), se le llama curva cerrada simple. curva no

Una curva de estas puede recorrerse en dos sentidos diferentes. Para smple

indicar que se recorre en sentido antihorario escribiremos la integral f . chrya cerrada

simple

Teorema de Green:

Sea D cR? limitado por D curva cerrada simple y el campo f=(f,g) € C'(D) . Entonces:

//D[gx—fy]dxdy:j%l)f-dszyil)fdﬁgdy.

[Obsérvese que si f es conservativo, el teorema de Green dice 0= _95 f-ds como debia ser].

El el caso de que D fuese del primer tipo de recintos que consideramos para las y
integrales dobles: D= {(x, y):a<x<b,c(x)<y< d(x)} se tendria:

d(x)
| D
__/]D fy dXdy:_./ab/ff)C) fy(x,y) dy dx :/:’ [f(x,c(x))—f(x,d(x))] dx. g){

C

-

Parametrizando los cuatro tramos de la frontera: b

(x.c(x)).x€[a,b]; (b,y),ye[c(b).d(b)]. (x,d(x)),x€[a,b]; (a,y):ye|c(a),d(a)] —
d(b) c(b)

b b
jéan dv=[) f(x,c(0)-Vdx+ [, F(3.b)-0dy - [ f(x,d(x)) T dx = [ f(y,)0 dy——//ny .
Andlogamente, para recintos D = {(x, y):c<y<b,a(y)<x< b(y)} se ve que 566D gdy =ffD gx-
Se cumplird, pues 55 op JAx+gdy = ffD [gx—fy] enunrecinto D que sea de los dos tipos anteriores.
Dividiendo cualquier recinto més general D en otros de estos tltimos y teniendo
en cuenta que se cancelan las integrales de linea sobre segmentos comunes, por ser
recorridos en sentido opuesto, se llega al resultado. x

Ej 7. Encontremos, utilizando Green, el valor 7 de la integral de f(x, y)=(y,0) sobre
la circunferencia unidad calculado ya en el ejemplo 5 de 5.2.

Como el sentido de recorrido es opuesto al que pide Greeny g.—f,=-1 es:

f-ds:—/L(—l)dxdyszljdxdyzéreadeD=n-12=n.

oD

Ej 8. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(y,2x) y laregién D limitada por y= —x? e y=-1.

Casi siempre es mds corto el cdlculo de la integral doble: 4 i

1 —x2 1
//I;[gx—fy]dxdyzflj_l dydr= [ (1-x?)dx =% ¢,
La 0D estd formada por dos curvas distintas ficilmente parametrizables: =

ci(x)=(x,—1), xe[-1,1], ex(x)=(x,—x?), x€[1,~1]. —1 c,
escribir esto equivale a cambiar el signo a la integral

_ [ ! _rl 1 _ 10 _ 4
| t-ds _/1 (—x2,2x)-(1,—2x)dx+[1 (=1,2%)-(1,0) dx = [ 5x2dx - [\ 1dx=20-2 =4,

Ej 9. Comprobemos Green para f(x,y)= (x3, xy) sobre el D del primer cuadrante acotado por la curva
x*+y?=1 y el segmento que une (1,0) y (0,1). N

1, Vi-x2 L[t 5 . I
gx—fy=y.//Dydxdy=/O/l_x ydydx=§/0 (2x—2x)dx=6.
[peor dy dx ]

Ly

Parametrizando 4D : ¢;=(x,1-x), x€[0,1]. ¢;=(cos?,sent), 1€ [0,%].

7/
f-ds :Al(t3,t—t2)-(l,—l)dt+[) 2(c3,cs)-(—s,c) dt=1. 7 g

B+12—t cts—c3s

oD

[Circunferencia en cartesianas: ¢;=(¢,V1-12),7€[1,0] — /10(t3,t\/f)~(1,_7f) dt =/01 (-H)=%1.
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En este es claramente mds corta la integral doble:

Ej 10. Hallemos yé(;DeX seny dx+e** cos ydy, con D el rectangulo [0,2]x [0, %] . u (ta2)
2 /2 2 /2
/0 (0-1+0) dr + /0 (O+e*cost-1) dr - /0 (e'-1+0) dr - /0 (O+cost-1)dt (o) o
[l
2 ——1 X
—eX]y=et-e?. @y 2

/2 p2
Con Green: / / (2e?*cos y— e*cos y) dx dy=[sen y]g/2 [e>-e
0 0

Se suele utilizar Green para reducir integrales de linea a integrales dobles, normalmente mds sencillas. Pero
en el siguiente ejemplo procedemos al contrario para calcular un drea (férmula césica de libros de Célculo).
Ej 11. Calculemos el 4rea encerrada por la ‘hipocicloide’ x*/3+ y?/3=4?/3 .

Green dice que: A=//D dxdy =% ﬁaD xdy—ydx,pues gx—fy,=2.
c(0)=(acos®9,asen’d), @€ [0,2x] esla mejor parametrizacion.

2
%/0 [(a cos>0) (3a sen?d cos 6) — (a sen>6) (—3a cos?6 sen 9)] do
[los picos de la curva

A=
aparecen para ¢’ =01].

%azfoh sen?d cos20 do = I%azfozn [1—cos40] do = %ﬂaz

Del teorema de Green se obtiene facilmente el teorema de la divergencia en el plano:

Sean D c R? limitado por dD curva cerrada simple, f : D—R? campo C'y n el

vector normal unitario exterior a dD . Entonces es // divf dx dy = f-nds.
D oD

0@, -x"())
lern - ()

Si D viene dada por ¢(#)=(x(z), y()), la normal es n=
. b , ,
Sif=(f.9) § £ mds =[] [f (0, 50) () =g (=0 y0) ¥ 0]dr
= d b d = + d d .
L $op fdy—28 ¥ = [, (fe+gy) dxdy
[Imaginemos una curva cerrada C sobre la superficie de un fluido y sea

n @ F F=fv,donde f esladensidad del fluidoy v su velocidad. Entonces
C n j{ F - n ds mide el ritmo con el que el fluido entra o sale de D .
C

Si la cantidad de fluido en D disminuye (aumenta) serd fc <0 ( 550 >0). La integral coincide
con f/D div F. Por tanto, la divF describe la tendencia del fluido a acumularse o dispersarse].

Ej 12. Comprobemos este teorema para f(x,y)=(7,y>*~1) y D el semicirculo r<3,0<0<n.
T3
ivf =2 2 = 2r? =36.
div y,//D y dx dy /0/0 r-senf dr df = 36
Para Cy, si c(x):(x,O),xe[—S,S],n:(O,—l),/ (1-y?) ds= [, dx=6.
Cy
G

Para C;,si ¢(¢)=(3cost,3sent),t€[0,x], ||c/(¢)]|=3.
Como n=(cost,sent), / f-nds= 3/n(7cost+9 sen’t—sent) dt=30. 36=6+30.
Cy 0

&

Ej 13. Comprobemos los teoremas de Green y de la divergencia para el campo f(x, y)= (x3, xzy) yel

recinto D del primer cuadrante acotada por y=2x e y=x". 12
2p2x 2 612 y=2ef]
Green: [/D [gx—fy] :/O/X2 2xy dy dx =/O (43 -x%)dx =[x*-%]| = 1. - =x2
Posibles parametrizaciones de los dos tramos de 0D : O
C
ci1(x)=(x,x2), x€[0,2], ¢/ =(1,2x), f(e1)= (x> x*) : !
_)
c2(x)=(x,2x), x€[2,0], ¢,=(1,2), f(e2)= (x3, 2x3) |
X
26 _H4_ 16
?—2 =3 -

2 2
}{ f~ds:/ (x3+2x%) dx —/ (x3+4x3) dx =
oD 0 0
. e a2 o _(Qx.=1) o (=2.1) 2r2x 2 _ (Y23 4.2\ gy — 32
Divergencia: divf=4x*. n;= e M= /Oxz 4x? dy dx —/0 (8x%—4x?) dx =3¢ .
32

2 2x,-1 . 2,-1 :
f-nds=/0 (x3,x4)-ﬁ\/1+4x2dx—/o (x3,2x3)-<T)\/§dx=/0 xtdx = 3

oD
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