6. Integrales de superficie

6.1. Definiciones y calculo

Generalizamos las integrales de linea (de campos escalares y de campos vectoriales).

Una superficie a veces viene dada por F(x,y,z)=0. Si se puede despejar la z, por z= f(x,y).

Pero lo mas general es que se puede describir paramétricamente mediante:

r: DcR?>— R?, con r(u,v)=(x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) €D

Suponemos que la superficie S=r(D) es C' [que lo es r]. Entonces:
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Cuando la superfice estd escrita en la forma z= f(x, y) una parametrizacién
posible de S es r(x,y)=(x,y, f(x,y)), con (x,y) €D proyeccién de S
sobre z=0. El producto vectorial fundamental queda en este caso:

i j k
XTy=[1 0 fi|=|(=fr.—fy,1)
01 fy
Ej 1a. Parametricemos la semisuperficie esférica unidad superior. Una posibilidad: . pvf
x(u,v)=senu cosv . 3 Xy
(757) uel0,%] r,=cosucosvi+cosusenvj—senuk
y(u,v)=senusenv . . .
_ ve[0,27] © r,=—senusenvi+senucosv j u
z(u,v)=cosu )
i j k Y
= r,XTr,=|cc cs —s|=sen’ucosvi+sen’usenv j+senucosu k 2 tv on
D
—ss s¢ 0 l=gsenu(senucosv,senusenv,cosu)=senu r(u,v). r

O podemos parametrizarla: (x,y,v1-x>-y?), con (x y) € B circulo unidad,

que nos proporciona este otro pvf: ryxry=——= = J +Kk. u
V1-x2- \/1 x2— /2
Ej2. x=ucosv P i
J u€[0,2]  Porser x>+y?=z2, nos da la superficie cénica de

y=usenv .

= €[0,2n] la derecha, comprendida entre z=0y z=2.
[v=k sigue una recta y _ ik _

. X Elpfves r,xr,=| ¢ s 1|=(-ucosv,—usenv,u).
u =k una circunferencia]. .
us uc 0 sentido opuesto

[Para u=0 el pvf=0 y en ese punto no hay plano tangente]. al del dibujo —

De otra forma: r(x,y)=(x,y,vx2+y?), con (x,y)€B circulo de radio 2.

Siendo ahora el producto vectorial fundamental: r,Xr, = (—x (x2+yz)_1/2 , =y ()62+y2)_1/2 s 1) .

Ej3. x=Rcosu
y=Rsenu
=V

Como

No se puede escribir como z=f(x,y) [sf, por ejemplo, como y=+VRZ—x2 |.

€ [0,2x]
[0, h]

r,=(—Rsenu,Rcosu,0)

v:(0,0,l)

Describe una superficie cilindrica de radio R
(pues x*+y*=R?) y de altura h.

es ryXr,=R (cosu,senu,0).
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Integrales de superficie de campos escalares

Sea S la superficie C' dada por r: D c R>—R? inyectivay sea f: R®— R tal que

f(r(u,v)) es continua. Entonces: // fds E// F(r@u,v)) |2 x 25| dudv.
s D

[Si S estd formada por varias superficies C! se suman las integrales] .

Como en las de linea, se prueba que la integral de una f escalar s6lo depende de la superficie y no
de como se parametrice. La notacién ffs fdS es, pues, inequivoca.

Si f=1 el valor de la integral representard el drea de la superficie S :

Areade S: | A= [[, dS :// e xry|| du dv
D

[Pues un rectangulo du dv de D dalugar a un diferencial de superficie
dS aproximadamente igual al rectdngulo dado por los vectores r, du
y r, dv, cuyo drea es el mdédulo de su producto vectorial].

Para una superficie z=f(x,y) queda Az// (fx)?+(fy)?+1 dx dy.
D

Ej 1b. Hallemos la integral de f(x,y,z)=2z> sobre la semisuperficie esférica S del ejemplo 1a.

[r es unitario

Primero con r(u,v)=(senucosv,senusenv,cosu). || r,xr,|=|senul||r|=senu 5 e =0,

2x p /2 /2
Por tanto, 22dS = cos?u senu du dv =—2[cos’u| P_2x
S 0 0 3 0 3

Con la parametrizacion (x,y,v1-x2-y2) el médulo del producto vectorial fundamental resulta ser:

_ 2 ¥ 172 _ 1
I ryll= =5+ =52 +1] SV
2n pl
[/zzdS =ﬂ\/—1—x2—y2 dx dy =/ / NI dr df =22 [-(1-r2)32] ) = 2.
S B polaresT 0 J0

Veamos ahora que la integral de superficie nos calcula bien el area de S :

2w p /2 .
A =// 1dS =/ / senu dudv = -2r [cos M]g/zz 2n [el d/e'toda la superfzic1e
N o Jo esféricaera 47 - 17 ].

Como siempre, los célculos se complican si se usan las cartesianas en vez de las esféricas:

dxd a7l -1/2 1/271
A://SdS=//B =] /0 r(1-r2)""? dr do = 2z [~ (1-2)'"?], = 2x.

[impropias convergentes]

Al margen de integrales, como el pvf es un vector n normal a una superficie, nos proporciona una
tercera forma (ademds de las vistas en 2.1) de calcular el plano tangente a dicha superficie.

Por ejemplo, el plano tangente a S en el punto (%,%,%) [para u=v=7% ] se puede hallar asi:

(rux m(g,g):ﬁu,l,«/ﬁ) — (1,1,\/§)~(x—%,y—%,z—\/%)=0, z=%(2—x—y).
Ej 4. Sea S la porcién de la superficie z=x+y?> sobre el tridngulo D dado
por 0<y<1y 0<x<y. Hallemos su drea y la /fs (z—x)dS .
r(x,y)=(x,y,2+y%) = reXry=(—fo,—fy D=(-1,-2y,1)
Iex ey ll=vAy2+2 [=((f2+(f)2+1) 7 ] -
A:“//DHI'XX ry |l dx dy :/Ol/oy\/m dx dy :‘/(;Iy\/m dy

=L (4y242)%], =1 V6 - 1v2 ~0.99.

[La presencia de la raiz muchas veces, no aqui, conduce a integrales complicadas o no calculables].

1 1
[/(Z—x) ds =// ¥ ek X 1y || dx dy ://y y2\4y2+2 dx dy =/ V2 y\4y2+2 dy
S D 0J0 0

4y242=u 6 6
= l/2 (u—2)Vu du = %2[%”5/2_%”3/2]2 = %\/6+%\/§z0.54.
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Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S lasuperficiede C' dadapor r: D cR*>— R? inyectivaysea f: R*— R?
continua sobre S . Entonces: // f-ds E// f(r(u))-(ZEx2) dudy.
s D

Observemos que la integral anterior, si n es el vector unitario normal a la superficie
con el mismo sentido que el producto vectorial fundamental, se puede escribir asi:

//S f-dS =//D £(r(u,v))- n(u,v) |Ir,x vl du dv =//S f-nds.

Esta expresion simplifica a veces algin cdlculo y ademads clarifica el significado fisico

de este tipo de integrales: el flujo del campo vectorial f a través de la superficie S .
Como sucedia con las integrales de linea de los campos vectoriales, se puede demostrar que, salvo
el signo, esta integral es independiente de la parametrizacion.
Hay dos vectores unitarios normales a una superficie orientada: n y —n
(que conste que hay superficies no orientadas como la banda de Moebius).

Parametrizaciones diferentes proporcionan pvf que pueden tener el sentido
de uno u otro. Si nos dan el mismo, las integrales coinciden. Si no, tienen -ny
el signo opuesto. f, S y el sentido de la normal si determinan la integral.

[Una notacién mds precisa seria, pues: ffr f - dS, incluyendo explicitamente la parametrizaci(’)n] .

Los cuatro primeros ejemplos son integrales sobre las superficies parametrizadas hasta ahora.

Ej 1c. Integremos f(x,y,z)=(x,y,z) sobre la semisuperficie esférica S del lab, con los r de siempre.

//sf -dS =//Dr(u,v)- [senu r(u,v)] du dv :/Ozn/on/zsenu dudy = 27T[—C0SM](7;/2= 2.

r unitarioT

Con la otra parametrizacion: f-(ryXry)=(x,y,VI-x2-2)- ( T 1) =
| Vi-x2—y2 " \f1-x2-y2
polares

2n 1
ﬂ-f- ds :“//% é/ / r(l_r2)—l/2 dr do = 27‘([—(1—?‘2)1/2](1) — D
S B —X -y 0 0

Las integrales coinciden porque el pvf apuntaba en ambos casos en la misma direccién: hacia el
exterior de la esfera. Y el valor es positivo porque el campo f tiene también esa direccion (y asi
el flujo a través de S debe ser positivo).

Ej 2*. Integremos la f(x, y,z)=(x,y,z) de arriba, pero ahora sobre la superficie cénica S del ejemplo 2.
Teniamos: r(u,v)=(ucosv,usenv,u), r,xr,=(-ucosv,—usenv, u), ucl0,2x], ve|[0,2].
Por lo tanto: f(r(u,v))-(r,X r,)=(ucosv,usenv,u)-(—ucosv,—usenv,u)=—u’+u’>=0.

Asi pues: ffs f-dS =0. [Este campo era tangente a nuestro cono y el flujo debia ser nulo].

Ej 3*. Sobre el cilindro S del ejemplo 3, integremos el campo vectorial f(x,y,z)=(-x,0, z3) .

Eran: r(u,v)=(Rcosu,Rsenu,v), r,xr,=(Rcosu,Rsenu,0), uel0,27],ve|0,h].

hp2n
Luego: // f-dS =// (=Rcosu,0,v3)-(Rcosu, Rsenu,0) du dv Z
S 0J0 pvf
hp2n
=—R2// cos?u du =—RT2h 02”(1+cos 2u) du =—nR?h. ¥
0Jo
[Es <0 pues f siempre apunta hacia el interior del cilindro y el pvf hacia fuera].

Ej 4*. Sobre la superficie S del ejemplo 4, calculemos // f - dS para el campo f(x,y,z)=(2z,y,1).
s

Como eran r(x,y)= (x , ¥ ,x+y2) y Iyxry=(-1,-2y,1),laintegral resulta ser:

) 1 _ lpy _ _ 1 ) —l
JL ey 0)-clozy Dardy = [ [T 1-20 drdy = [ (-3 dy = .

[Integrando campos vectoriales no aparecen las raices que daban problemas con los escalares].

59



Integramos ahora un campo escalar y otro vectorial sobre una superficie plana (ficil de parametrizar, pues).
Ej 5. Parametrizamos el tridangulo plano S en el espacio cuyos vértices son (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1)
y calculamos: a) su area, b) f/s xdS, ¢) /fs f-dS,sif(x,y,2)=(x,2,-2).
El plano por los puntos es claramente x+y+z=1 y la parametrizacién de S :
r(x,y)=(x,y,1-x—y), con (x,y) €T tridngulo del dibujo.
Entonces el pvf serd ryxXr,=(—fy,—fy,1)=(1,1,1) y [[rexry|| =3.

a) El areade S sera: A:// das = \/§// dxdy =\3-dreadeT = %\5
s T
[Era el drea de un tridngulo cuya base es V2 y cuya altura es 4/3/2 ]

_ 1p1-x _ ) 1
b) <//SXdS_\/§-/O/O xdde—\/g/O (x X )dx—6\/§ [valor menor, pues x es menor que 1 en S].

lpl-x
. =] —X— — . = :l 1
c) ‘/‘/Sf dsS //T(x,l x=y,—1+x+y)-(1,1,1) dx dy /O/O x dy dx=7¢ [laintegral doble de b)].

Integral de f vectorial, sobre una superficie nueva que debemos parametrizar:
Ej 6. Hallemos el flujo el campo f(x,y,z) = k hacia el exterior de la parte del hiperboloide de dos hojas
7>=1+x>+y? comprendida entre z=1 (su vértice) y el plano z=2.
La parametrizacion mds simple parece:
r(r,0)=(rcos@,rsend, V1+r2), 0€[0,2n],re [0, \/§] .
i j k
c s r/-

-rs rc 0

= (—% r2, _% r2r).

[apunta hacia dentro]

Con ella se tiene: r,Xrg=

27, V3 \3
El flujo hacia el exterior ser4, pues: —/ / (0,0,1)-(r,Xrg) drdf =—n [rz]o’ =-3r.
0o Jo
Trabajando en cartesianas también salen célculos cortos:
r(x,y) = (x,, V1+x2+y2), (x,y) € B circulo centrado de radio V3. ryxry=(- %—%, 1).
Y ahora es: // f-dS = —// (0,0,1)-(ryxry) dxdy= —[/ 1 = —4reade B=-3x.
S B B

En el dltimo ejemplo de la seccién tratamos con superficies esféricas de radio distinto de 1.
Ej 7. Calculemos j/ f - dS, siendo f(x,y,z)=(x,1,2), S lasuperficie x2+y?+z>=9 y n el exterior.
s

Para la parmetrizacién mantenemos aqui los nombres de las esféricas:
r(¢,0)=(3sen¢cosh,3senpsend,3cos¢p), 0€[0,2x], p€[0,n],

Haciendo el producto vectorial: rg X rg=3sen ¢ r(¢4,0) [sentido correcto].

2n pm
// f-dS =/ / 9sen ¢ (3sen ¢ cosd,1,2)-(sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 6, cos @) do db
S 0 0

_ 2npm 3 3 5 ~ x L, )
_9/0/0 [zsen ¢ (1+cos26) + sen ¢sen9+sen2¢]d¢d0—27ﬂ/0 (1-c*)sd¢ =36m.

[se anula] [se anula] [se anula]

Haciendo integrales de superficie, que exigen evaluar bastantes integrales de una variable, hay que
intentar ahorrarse el mayor nimero posible célculos con argumentos de imparidad o, con las tan
habituales trigonométricas, de periodicidad.

Integrando sobre la superficie esférica general x>+y>+z>=R? los cilculos serian muy similares.
Sustituyendo treses por erres mayusculas se obtendria:

ryXro=Rsen¢ r(¢,0) =R*(sen ¢ cos 6, sen ¢ send, cos ¢) , // f-dS=4nR?.
S

60



6.2. Teoremas de la divergencia y Stokes

Teorema de la divergencia en el espacio (o de Gauss-Ostrogradsky)

Sea V region acotada del espacio cuya frontera dV es una superficie conexa,
n el vector normal unitario exteriora V y sea f de C' en V. Entonces:

//Vdivfdxdydz=//avf-nd5.

[La segunda integral es f/av f-dS si el producto vectorial fundamental apunta hacia el exterior].

Ni siquiera damos una idea de la demostracién (mirar el Marsden-Tromba u otros libros de cédlculo en R™).

[Como la integral de superficie mide el flujo de un fluido sobre la frontera, es aplicable también aqui lo que
dijimos en el plano al final del capitulo 5 sobre el significado de la divergencia: puede describir la tendencia
de un fluido a acumularse o dispersarse].

[En el plano era necesario hallar el vector normal, pero en el espacio la parametrizacién nos da ya el pvf].

Ej 1. Comprobemos el teorema para f(x,y,z)=(x,y,z) y V la famosa semiesfera de la seccién 6.1.

Por una parte: // divfdxdydz=3// dxdydz=3><volumendeV=3>< 7r 13=2r.
\'4 \'4

Por otra, la @V se compone de dos partes, la S superior y el circulo B de la base: ffav = /fs + /fB .
Para la parte S de la fronteraes n=f=r [= f-n=1],
yparala B es n=-k [=> f-n :(x,y,0)~(0,0,—1):0] .
Por tanto, // f-ndS :// 1dS+0=dareade S =2r.

()% N

[Nos llevé mds tiempo hacer la ffs en 6.1 usando parametrizaciones].

Esto es excepcionalmente sencillo: no necesitamos parametrizar nada para comprobar el teorema.
Compliquemos algo el campo vectorial (y las integrales), manteniendo el recinto:

Ahora sea g(x,y,z)=(xy,z,1) ysea V la misma semiesfera. La integral triple:

2n pr/2p1 /2
divg=y, [//y:// pSSenesenzqﬁdpd(bd@=H—cos€]§n/ sen’¢pde =0.
v TJo Jo 0 0 T

esféricas [integramos funcién impar en volumen simétrico]
Hemos visto ya esta parametrizacion de S (le cambiamos el nombre a los pardmetros):
r(¢,0)=(sen ¢ cosf,sen¢gsenb,cos ¢),0€[0,27],p€[0,57] , rgXrog=sens r(¢,0).

27 p /2
// g-dS =/ / sen¢(sen2¢)cos9sen 0, cos ¢, 1)'(sen¢cos 0, sen ¢ sen 0, cos @) dep do
s o Jo

T pn/2
=/ / (sen4¢) cos26 sen B+sen’¢ cos ¢ sen H+sen ¢ cos ¢) dp do= 277[ sen2¢5] 2
o Jo

pues /0 cos?0sen df=0, f sen6 do= 0
[No sale mal con r = (x,y,/1-x2-y2) — /jB y+1-x2y(1-x2— 2)‘1/2] dydx =--- ]
Sobre el circulo B delabasees g-n=(xy,0,1)-(0,0,-1)=-1, con lo que:

//Bg-ndSz—//BldS:—éreadeS:—ﬂ. Por tanto, ffavszs+/f3=7r—7r:0

Ej 2. Volvamos a comprobar el teorema, ahora para el campo f(x,y,z)=(-x,0, z3) y V el cilindro

de los ejemplos 3 y 3* de 6.1 cuya superficie lateral estaba descrita por: Z_
r=(Rcosu,Rsenu,v), ryxr,=(Rcosu, Rsenu,0), uc[0,2x], ve |0, h]. N
ST
Debemos sumar a la [/ f-dS =-nR”h calculada las integrales sobre las tapas. ] Ny
S v R
En la tapa superior: f-n=(-x,0,%4%)-(0,0,1)=hr° — // W= nR%*h3. L g

Y en la inferior: f-n=(-x,0,0)-(0,0,—1)=0. Asf pues, / f-dS=nR*(KP-h).
[l
nrRprh
Por ot te: divf=3z2-1 divf = (3z>—1) dzdr d6 =2n%- (W3 -h
or otra parte: divf=3z ///V iv T/0/0 | r(3z zdr 5 ( ).

cilindricas
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Es mucho mads fécil hacer integrales triples que calcular flujos:

Ej 3. El flujo de f(x,y,z)=(x,1,2) que hemos calculado en el ejemplo 7 de 6.1 seria inmediato utilizando
el teorema de la divergencia:

Era S=0V, esfera de radio 3 y es divf=1. La integral allf calculada coincide con: ‘
N1

2np3pm >
// ldxdydz:/ // pzsengbdq)dpdez367r:V01umendeV:§7r33. '
v o JoJo

Las superficies cerradas (salvo una esfera) exigirdn mds de una parametrizacion:

Ej 4. Verifiquemos Gauss sobre el cubo unidad 0<x<1, 0<y<1, 0<z<1 para f(x, y,z)= (xz, y?, zz) .

Muy fécil es aqui la integral de volumen de divf=2x+2y+2z:

[ ave=[ [[ @evays2z)dvdydz = [ 2xdes ['2yay+ ['22de=3. LT jacdl

7
Pero la integral de superficie sobre 9V debe dividirse en 6, una para cada cara: LV
S abajo-arriba .......... | Y
St s =l S 4 S Sl | et |- L ey
7,0)

Parala S; de arriba: r=(x,y,1), f(r) =(x?,y%,1), n=(0,0,1), ffDIdS:I.

Parala So de abajo: r=(x,y,0), f(r) =(x?,y%,0), n=(0,0,-1), [[ 0dS=0.

Y las otras cuatro son muy parecidas:
r=(0,y,2),n=(-1,0,0) - [[0dS=0. r=(1,y,2),n=(1,0,0) > [[ 1dS=1.
r=(x,0,z),n=(0,-1,0) > [[0dS=0. r=(x,1,2),n=(0,1,0) - [[ 1dS=1.

Por tanto, / f-ndS=1+0+1+0+1+0=3 como debia ser.
A%

Ultima comprobacién del teorema de Gauss que, aparentemente, exigirfa calcular 4 integrales de superficie,
pero que acaba exigiendo hallar solamente una y utilizar un poco de geometria elemental.

Ej 5. Comprobemos Gauss para f(x, y,z)=(0,xy,—1) enel V limitado por los planos coordenados y el
plano inclinado que pasa por los puntos (1,0,0), (0,2,0) y (0,0,1).

No es dificil dar la ecuacién del plano inclinado: 2x+y+2z=2.

[O a simple vista o usando que un vector normal es (1,0,—1)x(0,2,-1) ]

Como divf=x la integral triple es (por ejemplo en ese orden):

/]/Vx=</0"1/0-2(17x<)/0r17x*)’/2x dz dy dx =</0"1/0-2(17X) [x(l_x)_%] dy .
:/Ol[zx(l_x)Lx(]_x)z]dx:/Ol(x_2x2+x3)dx: ﬁ

Habria que hallar el flujo sobre los 4 tridngulos que forman AV en la direccién de sus n exteriores.
Pero sobre x=0 ¢ y=0 es f-n=0 pues £=(0,0,—1) y sus normales son (—1,0,0) y (0,—1,0) .
El flujo es 0 sobre ambos tridngulos.

2x+y+2z=2

[}

Sobre T es f-n=(0,0,-1)-(0,0,—1)=1, con lo que // 1 =dreade T=1 (base 1 y altura 2).
T
Seria una pérdida de tiempo hacer /Olfoz(l_x) dy dx :/01 2(1—-x) dx = —(l—x)z](l) =1 ]

Sélo necesitamos integrales para el tridngulo inclinado S que describimos en la forma conocida:

r('x’y):(x’y71_x_%) 9 (x’y)ET'

Y sabemos que en estos casos es IyX Iy =(—fy,—fy, 1)=(1,1,1). Asf que el flujo sobre S serd:

1p2(1-x) 1
//T.(O,xy,—l)-(l,%,l)dxdyz/o/ol (x—zy—l)dydx:A [x(1-x)>-2(1-x)] dx = 5-1.

El flujo total sobre la frontera de V' es, sumando las dos integrales no nulas, 1 + 1]—2 -1= 11—2 .

Hemos comprobado, pues, que coinciden las integrales // v dive= //av f-ndsS.
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Si el teorema de la divergencia relacionaba una integral en un volumen con una de superficie en su borde, el
de Stokes relaciona una de superficie con una de linea:

Teorema de Stokes

Sean S una superficie en el espacio limitada por la curva dS y feClen .

Entonces: // rotf-ndS = ?f f-ds, con n vector unitario normal a S y los
S N

sentidos de n y de recorrido de 9§ indicados en el dibujo.

[Caminando por la S, la superficie quedara a nuestra izquierda y la normal apunta de los pies a la cabeza.
Estamos suponiendo con esto que nuestra superficie es orientable para poderlo afirmar].

[Podrl’amos alternativamente escribir //S rotf - dS cuando la r que utilizamos da el sentido de n adecuado].

[Cuando S es una regién del plano xy es n=(0,0,1), con lo que rotf -n =g, —f,,y f-ds se reduce
a fdx+gdy: el teorema de Stokes pasa a convertirse en el de Green. Y como sucedia alli, para un campo
conservativo las dos integrales son nulas, por anularse el rotacional y por ser dS un camino cerrado].

Resumamos la demostracién para una superficie de la forma (x, y, k(x,y)) con k de C 2en D.
Llamando f =(f,g,h),es //s rotf - dS =//D [— ky(hy—gz) —ky(fz—hy) + (gx—fy)] dxdydz.

Sea d(r)=(x(z),y(2))), 1€ [a, b], una parametrizacién (en sentido adcuado) de 9D .
Entonces ¢() = (x(1), y(¢), k(x(t), y(2))), € [a, b] serd una parametrizacion de dS y se tiene:

fis f.ds =/a" £(0)-(x', Y/ ky X' +ky ¥') di :/ub [(£(0)+h(e) ky) X'+ (g(e)+h(e) ky) y'] dt

= (f+hky) dx"‘(g"'hky) dy = (gx+gz kx+ hy kx_fy_fz ky_hy ky) dXdyT
'/30 GreenT‘//D

Ej 1*. Comprobamos el teorema para i) f(x,y,z)=(x,y,z) y ii) g(x,y,2)=(0,0,y),yla S habitual.

Para i) es rotf=0 = ffs rotf -n dS=0. Ademds es C'(R?) con lo que f deriva de un potencial

[y casi a ojo se ve que U=1(x2+y?+z?) cumple VU=f |. Por tanto, ¢ f-ds =0 también.
oS

Para ii) debemos echar alguna cuenta mas pues rotg =i [ = rotg-n=(1,0,0)-(x, y,z) =x] .
7/
0

27 2
Entonces: [/ rotg-ndS 2// x dS =/ cos v dv/ sen’u du = 0 [la primera integral lo es].
s s 0

2,1
La integral también se puede hacer: // % = / r2(1=r*)~12 cos@ drdf = 0.
B —X°=y 0 0

Una posible parametrizaciéon de dS es c(¢)=(cost,sent,0), t€[0,2n] = g(c(r))=(0,0,sent).
27 2
Asi pues, '75 g-ds =/ (0,0,sent)-(—sent,cost,0) dt = A "0 dt = 0, como debia ser.
as 0
[La integral de linea a lo largo de la circunferencia se ha anulado, a pesar de no ser el campo conservativo.

En este caso, g y ¢’ eran ortogonales. Sobre otras curvas cerradas, la integral de g serd distinta de 0.
Dijimos que para que g fuese conservativo, su integral a lo largo de todo camino cerrado debia ser nula].

Ej 6. Comprobamos ahora Stokes para el tridngulo del ejemplo 5de 6.1y f(x,y,z)= (23, 0,-3(x+y)) .

La parametrizacion de S era r(x,y)=(x,y, l—x—y),con (x,y)eT yel
pvf era r.xry,=(1,1,1) (que apunta en el sentido que pide Stokes).

- K
rotf =|a/ax a/dy 8/oz |=3(—1,1+z%0). Por tanto:
23 0 —3(x+y)

LS = 2 _ lpt=x
Jrott-as=3[[ 2avay=3[ " (1-x-p?ayax
:/01 [_(l—x‘)’)ﬂé_xdx :/0](1—x)3dx :_[_11(1_)()4](1):%.

[Eligiendo parametrizaciones (no habituales) r(x, z) o r(y,z) se simplificarfan algo algunos cdlculos].

Parametrizaciones posibles de los 3 segmentos de dS en el sentido dibujado son, por ejemplo:
(¢,1-1,0), te[1,0], (0,z,1-¢), te[1,0], (z,0,1-¢), te[0,1] —

N (1— ((1=1)3.0.-3)-(0.1.— ((1=1)3.0.-37) - (1. 0.—
fcf ds_/l (0,0,31)-(1, 1,0)+/l ((1-1)3,0,-31)-(0, 1, 1)+/0 ((1=1)3,0,-31)-(1,0,-1)
= [20+[03t+ [ (1432 -) =0-3+1+1-1 =1
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Ej 7. Verificamos ahora el teorema con g(x, y,z) = (x+y, 2x, z) para el hiperboloide z>=1+x>+y?, con
1<z<2, tratado en el ejemplo 6 de 6.1.
i j ok e

dx Oy 9 @é

x+y 2x z

Ahora escogeremos la n hacia arriba y serd // f-dS=3n.
S

rotg = =(0,0,1), que es el campo f integrado alla.

Parametrizamos la dS en el sentido adecuado para Stokes:
c(t)=(\/3_’cost,\/§sent, 2), con t€[0,2n].

2
Y es entonces: g-ds= V3 (c+5),2V3¢,2)-(-V35,V3¢,0) dt
-7%5 0

=3 027r (2c2—s?—sc) dt = % 02”(3 cos2t+1) dt = 3x, como debia.

Ej 8. Comprobemos otra vez Stokes, ahora para el campo f(x,y,z)=(z, 1,y) N
y la superficie S descrita por y+z=0y x’+y><4. A X =3
e M g, Fen=er cn D=m®, N NSIZ
rotf =|a, 8, 8,|= (1,1,0). \ < N
S5 roxry=(=feo,—fy,1)=(0,1,1). RS T AN
27p2 z\)(\ S'\‘\ //\
—>//rotf~dS =// (—y,l,y)-(O,l,l)dxdy:/ /(r—r2sen6)drd0:47r. T e
s D o Jo “'—\'-\--"//

O bien, sin parametrizar: viendo el plano, es n = (0 ’\/Li ’\er) su normal unitaria.
_ 1 _1yg _1 . [El drea de una elipse de
Luego //Srotf-n das —/fs % das = \Exareade S = 57 2V2 2. ceifleles @ 7 B & mlbl)
La elipse S (en sentido correcto) se puede parametrizar: ¢(t)=(2cost,2sent,—2sent),t€[0,2n].

2r
Por tanto, ?é f-ds=2 (—2sent, 1,2sent)-(—sent,cost,—cost) dt
N 0

2
= 2/ (1—cos2t+cost —2sentcost)dt =4r. [Se anulan todas menos la
b integral de la constante].

Ej 9. Comprobemos Stokes para la superficie z=4—-4x>—y? con z>0 y f(x,y,z)=(y,2x, 1+yz).

La parametrizacién mas sencilla de la elipse que limita S (en el sentido del 214

dibujo) es: ¢(¢)=(cost,2sent,0).

0

2r
f-ds= (2sent,2cost, 1)-(—sent,2cost,0) dt
as 2r 2
=/ (4 cos?t—2 sen’t) dt =/ (143 cos2t) dt = 2.
0 0

Una posible parametrizacién de la superficie S es
r(x,y)=(x,y,4-4x>=y?), ryxry=(8x,2y,1), (x,y) €D, regi6n eliptica.
[El pvf apunta en el sentido adecuado al recorrido de dD para aplicar Stokes].
i j Kk
Ay 8y 0.
y 2x l+yz

//Srotf-dsszl)[sx(4—4x2—y2)+1]dxdy =//D1 [=dreade D=r-2-1].

impar y D simétrico

Ahora calculamos la integral de superficie de rotf= =(z,0,1).

Para hallar el drea integrando hacemos (ejemplo de 4.1): x=cos 6, y=2sené,con J=2r —

_ 2 pl 27 pl
Area de D= / / 2r dr d9=2n . [Sin usar la imparidad, saldria / / 16r2c(4-4r%) dr d=0].
0 0 0 0

1 p2V1-x2 1 /2
[En cartesianas (tras simplificar) aparece: / / 1dydx = 8/ V1-x2 dx :/ cos?r dt = 2r ]
—1J-2V1-x2 0 0

También podiamos parametrizar S usando las polares anteriores tipicas de las elipses:

i j Kk
r =(rcosé,2r sen6,4—4r2), 8§;i;ﬂ — r.Xrg=| ¢ 2s -2r|=2r(8rcos6,4rsend,]1).
- —rs 2rc 0

2w pl
Con ellas queda: // rotf -dS =/ / 2r(4—4r%,0,1)- (87 cos 8, 4r sen 6, 1) dr dd=2n como antes.
S 0 0
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