Cilculo - grupo C (2025) resumen de calculo diferencial

(n=3) j k
a,b,xeR"™ a-b=a;bi+--- +anb,=|al||b]lcos ¢, ||a]|=(a-a)'/2, |a-b|<|a]||b]|, axb =|u a a].
by by, bj

x=a+ r(b—a) recta que pasa por los puntos. (x—a)-n=0 plano por a con normal n.

Entorno: B, (a)= {x: |[x—al| <r} . a es interior a ACR" siexiste B,(a)CA. A abiertosi A=intA.
dA={x:Vr, B,(x) tiene puntos de A y de R"~A}. A=int AUOA. A cerradosi R"—A es abierto.
A acotado si existe M €R tal que ||a]|<M VacA. A compacto si es cerrado y acotado.

Campo escalar: f: DcR"— R. acintD . Gradiente Vf= (g_)é’ cee 667{,) [perpendiculara f(x)=C|.

f es continua en a si Ye>0 35>0 tal que si || x—al|| <d entonces |f(x)—f(a)| <eg.
f continuaen a, g: R — R continuaen f(a) = go f continuaen a.
|f(r,9)—L|§g(r) y g(r)— 0 sir—>0 = f(x,y)— L cuando (x,y)— (0,0).

f continua en un compacto A = f alcanza sus valores mdximo y minimo en A .

f€C"en D abierto si sus derivadas parciales hasta orden n son continuas en todo xe D .

Derivada de f en a segun el vector v: Dy f(a)=fy(a)= }1113%) Jlathv)-j(a) (a+h2)_f(a?f=€clVf (a)-v [giirﬁsiigr;a]l,’
S1
f diferenciable en a si fx)=f (al)l;va]ﬂ(a) x28) _ , 0. C!enunentorno = diferenciable < Z)(zinsttlemgl vy
X—a v

alagrificade z=f(x,y) en (a,b): z=f(a,b)+fx(a,b)(x—a)+fy,(a,b)(y-Db).

a S dadapor F(x,y,z)=K en (a,b,c)eS: VF(a,b,c)-(x—a,y—b,z—c)=0.

feC?enunentornode a = D xf(a)=Dji f(a).Para n=2 su desarrollo de Taylor de orden 2 es:
f(a,b)+ fe(a,b)(x=a)+ fy(a, b) (y=b)+3 fux(a, b) (x=a)*+ fry(a, b) (x—a) (y=b) +3 fyy (a, b) (y—=b)*

Plano tangente

Funcién vectorial: c: [a,b] — R™, ¢(t)=(xi(?),...,x,(t)) curvaen R".
¢(t) = (x}(1),...,x;,(r)) vector velocidad. Recta tangente a ¢ en ¢(t,): x=¢(t,) +1¢'(1,) .
Campo vectorial: f = (fi,..., f,u) : DcR"™ — R™ con f; continuas en un entorno de a€int D .

. . Ofi[0xy - Of1/0xn
Entonces es diferenciable en a: f(a+v) = f(a)+Df(a)v+o(||v]]), Dfs(

o ) matriz diferencial
Ofm/0x1 -+ Ofm[0xn

o jacobiana de f.

Af1/0x1--- 0f1/0xn

. . . x=rcosd A(x,
determinante jacobiano. } Cey) .

] yl:fl()cl,..,xn) A(Y1seens Yn) _ —
Si { ooy =JE= y=rsend I(r.0) —

Ofu )91 Ofp)Oxn

Reglade pn® pm ' pp , g diferenciable en a, f diferenciable en g(a) = D(fog)(a)= Df(g(a))Dg(a).

la cadena:
frzfxxr‘l'fy)’r . df _ of dx; i%]

[En particular: f(x(r.).y(r.) = 7 Z {7 I 0 n) = = e L

. 0 f n 2 o i j k
dlvf:6—£+-~-+a§n, Af:a—)£+"'+67f2, I’Otf:VXf:O/axa/aya/az:(hy_gza fz_h)mgx_fy)-
" f & h

rot (V)= 0, div(Vxf)=0.
Sin=2: Af:fxx+fyy:frr+%fr+r%f99. Vf:frer+%f9eg, e, =(cosf,senf), eg=(—senf,cosh).

Unteorema Sea F: R™!' SR de C!, F(a,c)=0y F,(a,c)#0.Entonces existe una tinica z=g(x) que

de la funcion (x,2) = F(x,2) F) OF/0x;

MR — 98 _ _ g

implicita: cumple F(x,g(x))=0 para x cercade a, z cercade c,y son ox, = FFas = hn.
J

Teoremade Sea f: DcR"— R" de C', acintD, f(a)=b y Jf#0.Entonces x=f(u) es resoluble
la funcién (1, 5un) = (X150,%0)
inversa: en forma tinica como u=f"!(x), con £~! también C!, para u cercade a y x cercade b.

Extremos: f diferenciable en un extremo local acintA = Vf(a)=0.

F(,y)€Cy Hf = frxfyy—f2, = fex fny
Sy fyy

Hf >0, fxx>0 = minimo.
.Sien aes Vf=0 yademds Hf>0, fix <0 = méximo.
Hf <0 = punto silla.

Sean f,g:DcR"— R de C', S conjunto de nivel g(x)=K, acS einteriora D y Vg(a)#0.
Si f|s tiene un maximo o un minimo en a entonces existe un real A tal que Vf(a)=AVg(a).



Calculo - grupo C (2025) resumen de céilculo integral

Integrales dobles: f continuaen R=[a,b]x[c,d] = [ f=["[* fo,y)dydx=["[" f(x,y)dxdy.

¢, d continuas en [a, b], f continua en D:{(x,y): a<x<b, c(x)SySd(x)} = ffo :fabfa(li);)f dy dx .

c

a, b continuas en [c, d], f continua en D:{(x,y): c<y<d, a(y)stb(y)} = ffo :fcdflz;y))fdxdy.

a

Areade D : A:ffD dx dy . Volumen bajo f>0 en D : szfodxdy. Promedio de fen D: f=%ffo.
Masa de placa D de densidad o (x,y): M:ffD o dx dy . Centro de masa: 7c=%/fD xo, izﬁffD yo.

. 1 : . * ) _ . .
Cambios de & (u,v) = (x(u,v), y(u,v)) de C', inyectivaen D*, g(D*)=D y f integrable. Entonces:

iable: _ O(x,y) O(x,y) _
variable: [/D f(x,y)dxdy —[/D* fx(u,v), y(u,v)) |6(u,v) | dudv, con Ba) =
En particular: //D f(x,y)dxdy = ffD* rf(rcosf,rsend)drdo.

Xu Xy

Yu Yv

[determinante
jacobiano].

Integrales triples: f continuaen P=[a, b|X[c,d]X[p,q] = ffPf :qufcdfab f(x,y)dxdydz (olasotras 5).
b rd(x X,
V={(xy.2): agx<b, c(¥) <y<d(). pley)<z<qea)} = [ £= [0 £y dzdy dx.
Volumen de V:ffv dxdydz. MasadeV: M:ffv o(x,y,z)dxdydz,si o(x,y,z) densidad.

Cambios: // f(x,y,2)dxdydz =// I xe(uy,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) g((lfvyvzv)) ! dudvdw.
v v+ .V,

R = Esféricas: x=psen¢cosf
Cilindricas: *="¢80 5 = O(x.y,2) | 2
0. 0<8 <2 y=rsené , 3000 =" p=0,0<¢<m y=psengsend , |6(p,¢>,0)|:p sen @ .
T =2 0<6<2n Z=pcos¢

Integrales de linea: c¢(7): [a, b] — R", C! a trozos, describiendo curva C.

Segmento que vade a a b: ¢(t)=a+t(b—a), t€[0,1]. c(¢)=(acost,bsent) describe elipse —i + Z—z =1.

X
a

f campo escalar: fcf dszfcfds:fabf(c(t))llc’(t)ll dp 1o depende dela L:fab||c’(t)|| dt longitud de C.

parametrizacién].
Valor medio de f sobre C: f= % fc f ds. Masa de alambre de densidad variable o (x): M= fc ods.
f campo vectorial: fc f-ds= fa b g (¢(2))- /() dt [salvo el signo, independiente de la parametrizacion].
Si f = VU [U potencial, f conservativo], fc f-ds=U(c(b))—U(c(a)) [independiente del camino].

f =(f(x,y),g(x,y)) conservativo = f,=gy.
f=(f(x,y.2),8(x,y,2), h(x,y,2)) conservativo = rotf=0.

Green: D cR?, 9D curva cerrada simple, f=(f,g)eC! (D) = // [gx—fyldxdy :jg f-ds.
D oD

2
[<= ciertas si f es C! en todo 23 ]

Divergencia en el plano: feC!(D), n normal unitaria exterior = // divfdxdy=¢ f-nds.
D oD

Integrales de superficie: r: D cR>— R?, r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) describiendo la superficie S € cl.

pvf i j k .
ry X Ty =|x yu zal. Sir(x,y)=(x,y, f(x,y)),con (x,y)€D es rexry=(—fr,—fy,1).
Xy Yv 2v

Si f(x,y,z2) escalar: [[o fdS = [[,) f(r(u,v)) |lryxrylldudv. [Sif=1,eseldreades].

independiente de la r(u,v)

. - B B [
Si f(x,y, z) vectorial: ffs f-dS —ffs f-ndS —//D f(r(u,v))-(ryxr,) dudv escogida salvo el signo).

Gauss: /f v divf dxdydz = //av f-n dS, OV superficie cerrada, n normal unitaria exterior, fe C' (V).

S n

Stokes: //S rotf -ndS = f f - ds, S superficie en el espacio limitada por la curva 95 '.
N

as
Cosas de matematicas: sen% = cos% = % , sen% =cos% = % , sen% = cos% = ‘/g .

sen’a = % [1-cos2a], cos’a= % [1+cos2a]. /R (x,Va2—-x2)dx se hace trigonométrica con x=asenu.

Elipse: A=nab . Cilindro: V=nrr>h, S=2nrh. Esfera: V= ‘3—‘7rr3, S=4nr*. Cono: V= %nrzh, S=nrg.



