Soluciones del control t12 de Calculo C (26 de febrero de 2024)

1. Sean g(x,y,z) = (x*+z,x,y+z%), a=(1,0,—1) ylacurva &(t)=(e', >, —e™"). [1.2 ptos] (9+.3)
a] Hallar divg, rotg, el determinante jacobiano |D§|, el vector a X g(a) y el angulo que forman a y g(a).
b] Probar que la curva ¢(¢) corta perpendicularmente en el punto @ a la superficie divg=0.
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a] divg=2x+2z. rotg=|a. o, o.|=(1,1,1). J=[Dg|=|1 o o|=1. axga=|1 o-1]=(1,-1,1).
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b] x+z=0 es un plano (al que pertenece a ), con vector perpendicular (1,0, 1) . La curva pasa por a si t=0.

1 4 2n
—5 = forman un dngulo =*.

Su vector tangente en ese punto serd ¢’ (0) = (e, 27,e”" )| =(1,0, 1), el perpendicular al plano citado.

t=0
2. Sea f(x,y)= y;‘% , £(0,0)=0. a] Dibujar las curvas de nivel f=0, % ,1 yel Vf(1,-1). [1.8 ptos]
b] En (0,0) , precisar si existen fy y fy,si f escontinuay si es diferenciable. (.6+.5+.4+.3)

c] Hallar el vector i unitario para el que D;f(1,—1) es mdximay el valor de esa derivada maxima.
d] Si ¢(r)=(t+1,7>~ 1), calcular, mediante la regla de la cadena en R", la derivada de h(f)=f(c(¢)) en t=0.

al f=0— x=0. ﬁ=c—>y2:(é—l)x4.C=%—>y=ix2,C=1—>y:O. 1 /
3,2 4 1,-1 12
Vf= ( (;2):_;}4)2, - (y%ixﬁ)z) (—>)(1, %) (perpendicular a la curva de nivel como debia). !

b f(x,O):{(l):ifg = £¢(0,0) noexiste. £(0,5)=0Vy = [£,(0,0)=0].

Con sé6lo ver f(x,0) esclaro que f es discontinua en el origen.

[Més largo: f(x, mx?)= ﬁ , valor distinto en cada pardbola = discontinua.
2 x—0

De acercarnos por rectas no obtenemos nada: f(x, mx)= m — 0 ] .

Por no existir una parcial o no ser continua, f no es diferenciable en (0,0) .

¢] La derivada es maxima en la direccion y sentido del gradiente y su valor es el | V]| .
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(L D)= |35 | = [a=(%, &)

[Bastaba mirar las curvas de nivel para saber que Vf era multiplo de (2, 1) y tener el & ]

dl c(0)=(1,-1), & (H)=(1,2¢), &(0)=(1,0), &'(0)= V£(c(0))- &' (0)=[1].

. Comprobamos que D f(1,-1)=(1, $)-i=-3=.

3. Sean F(x,y,z)=z>+x2+y?, la superficie S definida por F=10 yel punto p=(-1,1,2)€S. [1.8ptos] (1.1+.7)
a] Hallar en p el plano tangente a la superfice S, la recta normal a S y el punto en que esta recta corta z=0.
Escribir un # unitario para el que sea DzF(p)=0.
Elegir entre bl y ¢]: b] Dibujar sus cortes con z=0 y x=0 y una gréfica aproximada de S [V10~3.16, VI0~2.15].
¢] Comprobar que el teorema de la funcién implicita asegura que F=10 define una z(x,y) de C! cercade p
y calcular z, y zy, en (=1, 1) derivando implicitamente. ;Hay z(x,y) implicita C! cercade (1,3,0)?

-1,1,2
a] VF:(Zx,2y,3x2)(—>)2(—1,1,6). Plano tangente: (—1,1,6)-(x+1,y-1,z2-2)=0 — |z=1(14+x-y) |.

, que corta z=0 en | (-3, %,0)|.

Recta normal: x=(-1,1,2)+ (-1, 1,6):‘ (=1—t, 1+1,2+6¢)

ior @ ' (L 1L
Cualquier i LV nos vale, por ejemplo | i= 5 0)|. ‘.
b] El corte con z=0 es una circunferencia: x*>+y*=10, R=vV10~3.16. " ‘
[Y lo es todo corte con z=C <V10. Es de revoluci(’)n.]

-2 z
Corte con x=0: z=+10-y2, Z,:W' ﬁ\

[Par, pendiente vertical en (\/m, 0). z— -0, 7 —0. -6/-3 - SK})
y—00 y—00
Puntos: (0,V10)~(0,2.15), (V3,2), (3,1), (3V2,-2) |. =
2x P 2y P

] 32,22+2x=0, =3 3zyz2+2y=0,zy=—g—>—g. [z=2+%(x—1)—%(y+l) es el plano de arriba].

El TFI asegura que F'=10 define z(x,y) en todo punto de S con z#0.En (1,3,0), F,=0 y no es aplicable.
Despejando se tiene la tnica z(x,y)= (10—x2— yz) 1 3, peronoesde C!si z=0 (el plano tangente es vertical).




Soluciones del control t45 de Calculo C (29 de abril de 2024)

1. Comprobar el teorema de Green para f(x,y)= (x 5xy) y D regi6n definida por x2+y? <4, V=3 1x2y x>0,
calculando la integral doble i) en cartesianas y ii) en polares [usar el cambio tan9=u ]. [2.6 ptos]

Con y?>+3y=4 (0aojo) se halla el corte de circunferencia y parabola (\/§ ). —_

i) Para calcular //D ex—fyl = fD 5y en cartesianas es mas corto:

S

\
//2/2 Sydydx / 10——x —mx Y dx=10V3 - 6x +18xs]0 =|7V3|. |

Peor: // 5ydxdy+// Sy dvdy = 5«/’/ y3/2+5/y 4—y2 = 2\3+5V3.
— ar

ii) Bastante mds largo es aqui en polares. Hay 2 casos dependiendo de 6. 0 v o2
2 cos20 — r=3senf/cos?0

Uno fAcil para la circunferencia y mds complicado con la pardbola: r sen 6= %r

J[ 5y dxdy :/n:zjozsﬁ sen 6 dr do +/0"’6/03““9/°‘”295r2 sen 6 dr do =%«/§+45/0 sen0 g 1743 |

cos®o

_ _ de B 4 9 1
wnf=u, du= 20 — 45[ utdu==1V3

. .. .= . _ 2
Parametrizando 0 D. Semicircunferencia: ¢;=(2cost,2sent), t€ [%,%] . Pardbola: ¢, = (x,%) , XE [O A3 ] .
El segmento ni lo parametrizamos, pues es claramente f=0 cuando x=0 y su integral es nula.

- /2 VY
/E] f-ds= 8/”/6 (c2,5¢s)-(—s,¢) dt :33—2[—cos3t] n%: 443,

4sc?

[Encartesianas: Co=(x,V4-22), xe[¥3,0]. [f-d§=-~-=/0—4x2dx=%x3]8/§=4\/§].

- V3
Para la pardbola: /f-di =/ 3()62, 2x3) (1, ) de=[32° +9x5]O =3v3. jg f-ds = 4V3+3V3+0=|7V3]|.
[ 0

2. Sean F(x,y,z)=2xz, ¢(t)=(2-1,1,1-%),1€[0,2],y V el s6lido limitado por x,y,z=0, x+y=2y z=e V2,
a] Calcular la integral triple // F dx dy dz (haciendo algiin dibujo). [1.1+.4+.3+.4=2.2 ptos]
\'%4
b] Calcular la integral de linea del campo escalar / F ds. c] Hallar el valor de la integral / VF-ds.

d] Dar un ejemplo de un campo vectorial en R® no constante g para el que sea 0 la integral de linea / g-ds.

2 p2-xpe 2p2-x 2
a] // / 2xz dz dy dx :// xe Ydy dx =f0 (x—xe*~2)dx = (partes)
oJo Jo 0Jo
=2- xex‘z]é +f02 eX2dx = .

ype Y2
[Un poco mas largo haciendo fOZfOQ yfoe ’ 2xzdz dx dy = %foz(y—Z)ze—ydy ]

b] Es 6’(t):(—1,1,—%)—>||6’||:,/1+1+4 . F(e(n)=(1-2)%.

Por tanto, / F ds =/02 %(t—Z)Zdt 2%(t—2)3]0 = .

¢] La integral de un gradiente es inmediata: [ VF-ds = F(c(2))-F(c(0))= F(0,2,0)-F(2,0,1)= )

Perdiendo el tiempo podrl’amos utilizar la definicién hallando VF=(2z,0,2x) y usando la parametrizacién dada:
2
/VFds (2-1,0,4-21)- (- 1,1,-%)51::/ (21-4) dr = 4-8=| 4],
0

d] Inspirados en ¢] podemos dar una nueva F que se anule en ambos puntos: G(x,y,z)=xy —|g=(y,x,0) |=VG.
O no es dificil dar un g tal que g(c(7)) = 0. Por ejemplo es sencillo ’ g=(0,x-2z,0) ‘ .

U otro para el que g(c(r)) sea perpendicular a ¢’(z) . Por ejemplo, conla y: [g=(y,y,0) |— g(é(t)):(t,t,O).
O dejar una constante suelta y ajustarla: g=(a,y,0) — fo (a,1,0)-(-1,1,-3) dt =2-2a —




