
Soluciones de la segunda parte del examen final de junio de Cálculo (C) (26-06-23)

Elegir entre el problema 3 (de la primera parte) y este 3*:

3*. Comprobar el teorema de Green para f(G, H)=
�
G

3
, GH

�
y ⇡ región del primer cuadrante acotada por la curva

G
2+H2=1 y el segmento que une los puntos (1, 0) y (0, 1) .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8
1

x

D

y
6G� 5H = H .

∫
⇡

H 3G 3H =
π 1

0

π p
1�G2

1�G
H 3H 3G = 1

2

π 1

0

�
2G�2G2�

3G= 1
2� 1

3 =
1
6 .

Más largo:π 1

0

π p
1�H2

1�H
H 3H 3G=

π 1

0

�
H

p
1�H2�H+H2�

3H=�1
3 (1�H2)3/2⇤1

0�
1
2+ 1

3 =
1
6 .

Parametrizamos el arco de circunferencia y el segmento que forman la m⇡ :
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Circunferencia fácil en cartesianas: c̄⇤1(C)=
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4. Sea el campo F(G, H, I)=
�
2GI+H, G, G2� . a) Escribir div F y rot F . ¿Es F conservativo?

b) Calcular
±

+

div F 3G 3H 3I siendo + el sólido acotado por los planos G=1 , H=�1 , H=1 , I=0 , I=2G .
c) Si c(C)=

�
C, eC2�1

, 2C
�
, hallar el valor de la integral de línea

Ø
c̄ F ·3B̄ desde (�1, 1,�2) hasta (1, 1, 2) .

> > 
rescal

with(VectorCalculus):SetCoordinates(cartesian[x,y,z]):
with(plots):V:=VectorField(<2*x*z+y,x,x^2>):
[Divergence(V),int(int(int(2*z,z=0..2*x),x=0..1),y=-1..1),
 Curl(V),LineInt(V,Line(<-1,1,-2>,<1,1,2>)),
 LineInt(V,Path(<t,exp(t^2-1),2*t>,t=-1..1)),
 int((2*t^2+1)*exp(t^2-1),t)];
cv:=spacecurve([[t,exp(t^2-1),2*t],[1/2+t/2,t,1+t],
 [t,1,2*t]],t=-1..1,thickness=7,color=[green,red,blue]):
pi:=plot3d([2*x,0],x=-1..1,y=-1..1,color=gray):
pv:=plot3d([1,y,z],y=-1..1,z=0..2,color=white):
display([pi,pv,cv],scaling=constrained,tickmarks=[3,3,5]);
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c) Hallando el potencial * :
*=G2

I+GH+ · · ·
*=GH+ · · ·
*=G2

I+ · · ·
) * (G, H, I)=G2

I+GH .

Por tanto:
π

c̄
F·3B̄ = * (1, 1, 2)�* (�1, 1,�2)=3� (�3) = 6 .

Como al ser conservativo la integral no depende de camino, se podría ir por el segmento que une los puntos:

c̄⇤(C)= (C, 1, 2C) , C 2 [�1, 1] .
π 1

�1

�
4C2+1, C, C2

�
· (1, 0, 2) 3C=2

Ø 1
0 (6C2+1) 3C = 6 .

Utilizando la definición con la c dada se complica el cálculo y surge una integral que parece no calculable:π 1
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5. Calcular la integral de superficie del campo escalar 5 (G, H, I)= I sobre la parte del hiperboloide I
2=1+G2+H2

comprendida entre I=1 y I=
p

5 .
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ir:=r*(2*r^2+1)/sqrt(1+r^2):[2*Pi*int(2*z^2-1,z=1..2),
 int(ir,r),2*Pi*int(ir,r=0..sqrt(3))];
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ir:=r*sqrt(2*r^2+1):iz:=z*sqrt(2*z^2-1):
[int(ir,r),2*Pi*int(ir,r=0..2),
 int(iz,z),2*Pi*int(iz,z=1..sqrt(5))];
ic:=2*int(sqrt(1+2*x^2+2*y^2),y=0..sqrt(4-x^2)):
simplify(%);evalf([2*int(ic,x=0..2),26*Pi/3]);
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4 x2 2  2  ln x2 4  2 3
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3 x2 4
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4
27.22713634, 27.22713634

sp:=plot3d(sqrt(1+x^2+y^2),x=-2.2..2.2,y=-2.2..2.2,
view=0..sqrt(5)):
bs:=plot3d([r*cos(t),r*sin(t),0],r=0..2,t=-Pi..Pi,color=gray):
display([sp,bs],scaling=constrained);
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O bien: A (G,H)=
�
G, H,

p
1+G2+H2 � , (G, H) 2⌫ círculo de centro (0,0) y radio 2 .
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3G 3H= · · · (usando polares acabamos arriba).


