Soluciones de la segunda parte del examen final de mayo de Calculo (C) (16-05-23)

3*. Calcular el volumen encerrado entre el paraboloide z=x?+y? y el plano z=0 sobre el circulo de centro (0, 1)

limitado por x2+y*>=2y.

Se puede describir el circulo x?+(y—1)2<1 con polares centradas en (0, 1) :
x=pcos¢, y=1+psen¢, con p<1y ¢e[0,2n].

[La constante no cambia el jacobiano del cambio habitual a polares J=p ].

Con ellas se tiene z=p?cos’p+psen’p+2p sen p+1, y el volumen es:
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Tampoco sale mal en las polares usuales, ya que la circunferencia pasa a ser
r?=2rsenf, r=2sen6, fc[0,7].Y ahora claramente es z=r>. Asi que:
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En los dos érdenes de integracion en cartesianas se complica. Por ejemplo:
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. Comprobar el teorema de Green para f(x, y)=(x3,x2y) y laregién D acotada por las curvas y=x> y x=y2.
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Sea V' el volumen limitado por los planos coordenados y el plano inclinado que pasa por los puntos (1,0,0),
(0,2,0) y (0,0,1). Comprobar el teorema de la divergencia (Gauss) para F(x,y,z)=(0,xy,—1) en V.

No es dificil dar la ecuacién del plano inclinado a simple vista: 2x+y+2z=2.

[Si no se ve, un vector normal se podria hallar haciendo (1,0,—1)%x(0,2,—-1) ] .

Como divF=x la integral triple es (por ejemplo en ese orden):
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Habria que hallar el flujo sobre los 4 tridngulos que forman la 9V en la direccién de sus normales exteriores.

2x+y+2z=2

Pero sobre x=0 e y=0 es F-7=0 pues son F=(0,0,—1) y las respectivas normales (—1,0,0) y (0,—1,0) .
El flujo es 0 sobre ambos tridngulos.

Sobre T resulta ser F - 77=(0,0,-1)-(0,0,—1)=1, con lo que fle =dareade T=1 (base 1 y altura 2).

Sélo necesitamos integrales para el tridngulo inclinado S que describimos 7(x,y) = (x, y, 1 —x— ) (x,y)€eT.

Probablemente sepamos de memoria que 7x>< Fy=(=fe. = fy. 1) =(1, é, 1) . Asf que el flujo sobre S sera:
1
/ (0,0,-1)-(1,1,1) dx dy // 1) dy dx / [x(1-x)2=2(1-x)] dx =5 1.
T

El flujo total sobre la frontera de V es, pues, 1+ ﬁ -1= . Coinciden ff v divF = ffav F-nds.




