Soluciones del examen de Calculo (grupo C) (20 de mayo de 2024)

1. Seala superficie S dada por la expresién F(x,y,z)= ei ¥ y2=1. a] Escribir en el punto (-1,0, 1) :

1) VF', ii) la ecuacién del plano tangente a §, iii) una expresion paramétrica de la recta normal a §'.
b] Volver a calcular el plano despejando z de F=1 y usando la otra expresién para los planos tangentes.
c] Encontrar el otro punto en que la recta normal vuelve a cortar la superficie S .

1,0,1
al i) V= (—2xes%, —2y, ) 25V T2 0, 1) .

ii) Plano tangente: 0=(2,0,1)-(x+1,y,z—1)=2x+2+z-1, .
iii) Recta: x =(-1,0,1) +7(2,0,1) =| (2¢—1,0,7+1) |.

-1,0 -1,0
b] z=x2+In(1+y?). z(-1,0)=1, zx:2x(—>)—2, y:%(—>)0.

Plano: z=z(=1,0)+z,(=1,0)(x+1)+z,(=1,0)(y=0), z=1-2(x+1)T.

c] Sustituyendo la recta: ef+l=4+41=1 _ | 5 5¢_ 4420, t=0 (el inicial) y t=‘§1 — (%,O, %) )

2. Hallar los valores maximo y minimo de f(x,y)=5-x%+xy—y? sobre el circulo x>+y?<2.

Deben existir por ser f continua (y C') en el circulo compacto. Puntos criticos:

=y—2x= () <(2) 1 Maximo local en nuestro circulo
fx=y= — (0,0) con H= ‘ '

fy=x-2y 1 -2 (y absoluto en R?) con f(0,0)= .
Los mdximos y minimos en el borde con multiplicadores de Lagrange:
y—2x=2/lx—>/l+1=%(x¢0,puesx:0—>y:0)\ Yy _ x

2 2
=Xy =x, y==4x
x—2y=2/ly—>/l+1=%(y¢0,puesy=0—>x=0)/zx 20 Y !
2x%=2, x=+1 e y==1

x2+y%=2
con f(x1,%1)=|2] valor minimo en los dos, f(+1,+1)=4.

O parametrizando la circunferencia c(t)= (\/5 cost, V2 sen 1), te0,2n]. f |5- "= 3+sen 2t con esos extremos:

2cos2t=0— t= %, %, ST”, %r (esos mismos puntos).

3. Sea g(x,y)= £(0,0)=0. a] Hallar g,(0,0) y g,(0,0) y versies g continua y diferenciable en (0,0) .

2 T yz ,
b] Si D es el conjunto definido por 1<x?+y? <4, x,y>0, calcular //D g (mucho mejor integrando en polares).

al 2(x,0)=—x ¥x = [£:00)=—1]. g0.y)=0¥y = [,00=0]. |
g

max X0

m
1+m? 1+m?

Por rectas: g(x, mx)= distinto para cada m =

g es discontinua en el origen = g no es diferenciable en (0,0) .

y
2
_ B 3, (— cs distinto segiin 6, otra
bl g(r,0)=cos f sen6—rcos’0 prueba de la discontinuidad). D
72 72 1
/ / (res—r*c®)do / [%cs—%(c—csz)] de
o Ji ] ¥
32_71.,13172_3_17.7 29 0 1 2
=357 3s+55%]) " = 3-3+5= %

[En cartesianas, mucho peor, es mejor dx dy y habria que hacer dos integrales, alguna larga con partes:

2
g(ry)= i —xt s = [ey) dv=3[(+y?) In(P+y?) —2?| =G (x.y),

/OI[G]gd +/ [G] ‘/Udy /[lnz y+y?) %]dy+/l [(n2-Iny) (y+y?)+1y2=2] dy = |.




4. Sean G(x,y,z)=xe**Y y V el s6lido limitado por los planos y=0, y=1, x+y=1, x+y=2, z=0y z=y.
Calcular ff v G dzdx dy con ese orden de integracion y comprobar su valor integrando de otra forma.

1/2 1/3

2-
// 7 xe**Y dz dx dy // xye“y dx dy / ) +ey ]dy =
I-y

e Por partes / xe*Vdx= (x 1)e**y

El habitual dz dy dx exige calcular dos integrales:

‘/Olflileoyxe)ﬁ.y dz dy dx +/12/02—)'c/0yxex+y dzdy dx ! s

(.2 (e 202 4 vaX - .=
_/0 ex a’x+/l [(x x*)e+xe ]dx— =

%
+
w|o

w0
+
%

1pl p2-
Tiene una sola integral el orden / / / " xe* Y dx dydz=---
0Jz Ji-y

Muy parecida a la inicial es la que sale de este: /l/y/%yxex*y dx dz dy =/1/y [(1-y)e*+ey|dzdy = -
0J0 J1-y 0J0

O incluso simplifica los cdlculos el sencillo cambio lineal u=x+y, v=y, w=z,con J=1, que lleva a:

/2/1/ (u—v)e" dw dv du / (Jue’—te*)dv =-- %+%.

5. Comprobar el teorema de Stokes para el campo vectorial g(x,y,z)=(x,xz,1) y la superficie S formada por la
parte de z=y? cuya proyeccién sobre z=0 es la elipse x>+4y?<4.

Parametrizando en cartesianas 7(x,y)=(x, y, yz) ,con (x,y)eD elipse dada.
Serd 7yX Fy=(=fx,—fy,1)=(0,-2y, 1) (que apunta hacia arriba).

i j Kk
oy By O
x  xz 1

Por tanto, // rotg - dS :// -x,0,2)-(0, =2y, 1) dx dy :// y2dx dy .

Lo mds directo para hacer esta integral doble es usar el cambio de las elipses:

xy_:zrrsceisf on J= 2r—>/ /2r sen’p dr dy = / (1—-cos2¢) dy = /‘/_

El rotacional de g es: = (—x,0,2). rotg(F(x,y))=(-x,0,y?).

T
|/

V4-x2/2 V4—x2/2 2 3/2
En cartesianas // y2 dy dx —4// y2dydx=1 /(4—x) dx .

V4-x2/2 paridades

x=2sent — =5 [" Pcostt dr = 2/0 (1+2 cos 2t+cos?2t) dt = - - -

1 x/ n/
2 _ 2 2 gy — 2 24 0y — 2 _x
= Vi- = =2 2tdt =%
O mads corto: // — y dx dy 8/0y y*dy 8/0 sen-t cos“t dt /0 sen“2tdt =7
Se podria directamente parametrizar la superficie: 7(r,g)=(2r cos ¢, r sen ¢, r? senzgo) , re[0,1], ¢€[0,27].
Se tendrfa entonces 7, X7y, = (0, —4r%s,2r), (-2rc,0,r%s?)-(0,—4r%s,2r)=2r3s% y se acaba arriba.

Prametrizamos ahora la dS en el sentido adecuado al n: c(¢)= (2 cost,sent, sen t), te[-n,n] —

o - g = i 2 (= 2 " 2 =|Z
jisg d5 = [ (2¢,2¢5%,1)- (25, ¢, 25¢) d / [2sen? cosr=2sc]dr = [“sen?2rdr = [£].

par impar




